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Vorwort. 

Der vorliegende Band behandelt Teilgebiete aus der Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen, welche mit Begriffen der Physik 
zusammenhangen. Audi mit dieser Einschrankung ist keineswegs Voll- 
standigkeit angestrebt. Vielmehr werden vorzugsweise Gegenstande 
diskutiert, bei welchen ich glaube, in der Sache oder in der Form der 
Darstellung etwas beitragen zu konnen. Das Ziel ist, wichtige Zweige 
der Analysis zuganglidier und durchsichtiger zu machen und weiteren 
Untersuchungen den Weg zu ebnen. 

Wenn dies gehmgen sein sollte, so teile idi das Verdienst mit meinen 
Sdiiilern und Mitarbcitern, mit denen zusammen ich mich jahrelang 
um cin tieferes Verstandnis des Gebictes bemiiht habe. Die RoUe dieser 
Mitarbeit bei dem, was hier mehr oder weniger neu erscheinen mag, ist 
grdiSer, als dies in Hinweisen auf besondere Einzelpublikationen zum 
Ausdruck kommen kann. 

Audi anderen Mathcmatikern verdankt dieses Werk viel. In erster 
Linic gilt dies von meinem verehrten Lchrer D. Hilbert. Ich hoffe, 
daB in dem Buche etwas von scinem stets auf den wesentlichen Kem 
gerichletcn Geist zu vcrspiiren sein wird. — Fiir manche Teile des 
Buches sind die Untersuchungen von Hadamard zur Theorie der Wir- 
kungsausbreitung cine Quelle der Anregung gewesen. — Die grund- 
satziichon Auffassimgcn von J. v. Neumann und M. H. Stone iiber 
lineare Ojxa-atoren ira Hilbcrtschcn Raum haben das Kapitd iiber 
direkte. Variationsme-thoden beeinfluBt. 

Das Erscheinen dieses Bandes hattc sich unter dem Druck admini- 
.strativer Tdtigkcit verzogert. Nachdera ich nunmehr cine ruhige Zeit- 
spanne zur Ausarbeitung land, glaubte ich, den Termin nidit noch 
linger hinausschieben zu sollen. Daher habe ich auf die Bescitigimg 
mancher Unvollkommcnheitcn vcrzichtct, insbesondere davon abgeschen, 
einen systcmatischen Nachweis der Literatur zu geben. Ich hoffe, daB 
dabei kein erasthaftes Oborsehen fremder Verdienste unterlaufen ist. 

Manche wichtige Gruppe von Untersuchungen, welche mit unscrem 
Gegenstande zusammenhangen, ist nicht berucksichtigt worden. Abge- 
sehen von klassischen Tbeorien uenne ich vor allem die neueren Arbeiten 
von Giraud, Schaudkr und Leray sowie E, Hope. Audi vieles von 
dem Material, welches unspriinglidi fttr diesen Band vorgeselicn und 
vorbereitet wurde, insbesondere zu den direkten Methoden der Analysis, 
hat mit Rticksicht auf die gebotene Uinfangsbeschrankung zuriickgestellt 
werden miissen. 
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Vorwort. 


t)ber den Inhalt im einzelnen unterrichtet das ausfiihrliche Ver- 
zeichnis, Zur Form ist etwas Grundsatzliches zu sagen : Das klassische 
Ideal einer gewissermaBen atomistischen Auffassung der Mathematik ver- 
langt, den Stoff in Form von Voraussetzungen, Satzen und Beweisen zu 
kondensieren. Dabei ist der innere Zusammenhang und die Motivierung 
der Theorie nicht unmittelbar Gegenstand der Darstellung. In kom- 
plementarer Weise kann man ein mathematisches Gebiet als stctiges 
Gewebe von Zusammenhangen betrachten, bei dessen Beschreibung die 
Methode und die Motivierung in den Vordergrund treten und die Kri- 
stallisierung der Einsichten in isolierte scharf umrissene Satze erst eine 
sekundare RoUe spielt. Wo eine Synthese beider Auffassungen untunlich 
schien, habe ich den zweiten Gesichtspunkt bevorzugt. 

New Rochelle, New York, 24. Oktober 1937. 

R. Courant. 
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Berichtigungen Band II 


S. 8, Z. 6, V. 0 ., lies „F(x, y, u, Ux , Uy) = 0'^ statt jJ(x, y, % Us , Uy) = 0^*. 


S. 17, Forinel (7), lies ,,w(a:, y) 


-I r r^)9M d<P 

27r 1 - 2r cos (^ - ^) +■ 


S. 28, Formel (5), statt j,xi * lies = ii 

S. 29, Formel (6), lies ,,UxiXk' statt ..UxiZk'' 

S. 29, Formel (8), lies „(? = , w, , 4* ijc, - w, f, t;, pw,, , * 0“. 

S. 55, Am Schlufi vom ersten Absatz hinzufiigen: ,,Oder es iBt wenigstens die 
Grundkurve von C Enveloppe der charakteristischen Grundkurven. 
In der Umgebung der Grundkurve von C kann u nicht mehr als 
eine eindeutige Funktion von x und y definiert werden.“ 

S. 57, Z. 7 V. 0 .: Letzter Satz soil lauten: ,,C ist zwar keine Riickkehrkante der 
Flache u « w(a;, y) ; jedoch ist C auf der Flache singular in dem 
Sinne, da5 in der Umgebung der Projektion von C auf die x, y^ 
Ebene u nicht mehr eindeutig definiert ist.“ 

S. 65, In Zoile 4 hinzufiigen: ,,Einbettung bedeutet dabei, dafi in der Umgebung 
der Projektion der Fokalkurve auf die x, y-Ehene u eine eindeutig 
definierte zweimal atetig differenzierbare Funktion von x und y 
ist/‘ 


8. 69, Z, 9 v. 0 . : statt ,,C“ lies 

S. 70, Z. 6: Hinzufiigen hinter „sind“.: ,,Oder dafi jedenfalls u in der Umgebung 
der Projektion von C auf die x, y-Ebene nicht mehr als eindeutige 
Funktion von x und y definierhar ist/' 

S. 71, Z. 16 V. 0 ., lies ,,3" statt „4“. 

S. 72, Z. 20 V. 0 .: statt ,,Anfangsmannigfaltigkeit" lies ,,Anfangskurve". 

S. 75, Z* 16 V. 0. lies »« statt ,, 2 / y^B + qd^ 

S. 84/85, FuBnote: Streiche Formelnummer (9). Die erste Summc der Formel 
ist mit dem negativcn Zeiohen zu versehen und 


hu ' bx' 

Uf m - «« V pi ZU definieren. Ferner ist die Identitit 

iml 

C; - £ PiZ,' hinzwufQgcn. 
i 


8. 86, Z. 6 V. 0 ., lies „n - 2“ atatt „n - 1“. 

8. 88, Z. 8 V. 0 ., liea „Xi(,ai , •••,««; bi , 6n ; X)“. 

8. 89, letate Zeile der Fusanote: liea „der Dimenaion n ~ ■m“. 

S. 97, Formel (8), ergftnae „ - O'*. 

S. 99, Z. 6 V. u., 22 5“' Inneren dea Integranden ist vor das Integrakeichcn su 

latzen* 

S* W, Z, 8 V. u,, seti© ^ vor das Integralseichen. 



S. 100, Z. 19, V. o., lies statt ,,?i“ unter dem Rummcnzeichen. 

S. 102, Z. 19 V. 0 ., lies ,,Felde*‘ statt ,,Falde“. 

S. 107, Z. 26 V. o,, statt ,,| Javq^x I = 0“ lies ,,| Ja^q^ | 0“. 

S, 108, in der zvveitcn der Formeln (29) lies statt ; ehonso in den* zweiten 
der Formeln (31) lies statt 

S. 112, Z. 22 V. 0 ., lies statt 

0 0 

S, 113, letzte Zeiie, lies statt 

os as 

S. 116, Z. 13 V. u., lies ,,n — 1“ statt ,,w — 1“. 

S. 116, Formel (14), lies statt 

S. 118, letzte Zeiie, lies ,,a:n“ statt 
S. 127, Z. 5 V. u., lies statt 

S. 131, Z. 1 V. u.: statt J = p; • * • j,'’ ^ ~ p; • ’ 

2 2 

S. 133, Z. 13 und 12 v. u.: statt ,,unserer AusganKSj!;leichunji;“ lies ,,a, 6, 

S. 134, Z. 12 V. u. ; fuge ,,geschlossenen“ ein vor dern Wort ,,Kurve“. 

S. 138, Formel (8): das Ictztc „-f“ ist durch zu ersetz(ni. 

S. 130, Z. 17 V. u.i statt ^ *** » ?/n” 

= X) “M'- ’ll' > ••• > '“’S .?/i' ?/„" 

= 22 


S. 140, Z. 4 V. u. : statt ,,uu = AAa“ lies = AAw“. 



S. 143, Z, 11 V. u.: (lie Fornud mufi ein ,,‘““-Z(dch(m vorgiwdzt (‘rhaH(m. 
vS. 145, erste Z(dlc: das zw(uie ist durcdii zu ers(d.z<m. 

S. 147, Z. 4 V. ().: statt „22 . l/j/VV" 

lies „J2 ••• y‘nn“- 

n H 

S. 147, Z.4 V, u,:. statt ,,/l *« ^ aiXi «» (a, a;)^* lies ,,/! «» «,‘*i » ((/, j) » a/\ 

t»wl 

H, 148, Z. 4 V, o.: BuchstalM* b voV ,,hetra<!hten*‘ ist zu bes(dtig<*u, 

B. 150, Z, 12 V, 0 ., lies ,,(6)‘* statt ,,(7)“. 

H. 151, Z. 3 V. ().: statt ,,Oeschwi)ndigkeit Px(ai) *»** 

]i(^H jjCJt'Bchwindigkeit A(«i*) •« 
n 

S. 151, Z. 9 V. (>.: statt „Aw uu + *** 

%mmi 

n 

lies ,,At( — 4* 53 "" 

iwX 


u, - 0 “. 



H. 152, Z. 16 V, o., lies 

n ’*' a 2 t i%ir 

“ statt „ I I “. 

Jo Jo 

S. 155, Z. 10 V. <)., lies „ T" statt, „ r"“. 

Jo Jo 

S. 156, Z. 18 V. 0.; statt ,,beschrankt mit <fi{x) < M“ lies „beschrankt mit 
I I < M". 

S. 162, Formcl (20), lies „IF(a, , Oj , (h)" statt „W(i, i,, ?)“. 

vS. 162, Z. 5 V. ()., lies „<p{t v, f)“ statt , fe . fc)“. 

S. 165, Z. 7 V, U., lies „f = X + ra, ., = J, + rjS, f j + 77“. 

S. 166, Z. 21 V. ()., (ler Integrationsberoich soil ^2 + ,,2 + fz = statt 

{2 + ,2 + fi* = 1 - soin. 

S. 176, ,Z. 1 V. u.: streiche die Worte; ..Fordenmg dcr“. 

S. 103, Formcl (18), lies „^yp + ot^“ statt 

S. 100, Z. 6 V. u., lies r f[ “ statt 

”«! : 

S. H)9, Z(ul(‘, (l(^r Int(‘gniti<)rKswcK des crsteri Integrals soli L statt L' sein 

S. 203, hdzite Z<nle, lies statt 

S. 22X, Z. 14 V. (). : statt ,,iin ( Jehiet G stetig“ lies ,,im Gebiet G stiickweiso stotig'' 
X. 22K, Fulbiote^ Z. 5 v. o. : statt « /(rr, • ••),'* lies ,,2 = /(x, , ■ 

S. 22H, Fu6not(^^ Z. 2 v. u.: statt Funktion^ lies ,,oiner stetigen Funkti()n“ 
H. 23H, Z. 7 V. 0., lies ,,a * (r“ statt ,,i/j « cr“. 

S. 240, Z. 3 V. u., lies ,,f/“ statt 

S, 241, in Z<rilen 11, 13 v. o. ersetze die Integranden K durch 

S. 242, Z. 17 V. o., lies ,,uieht positiv** statt ,,nicht negativ‘*. 

n 

S. 212, naeh Fonnel (7) (n*ganze ,,p^ « 

1^1 

S, 243, Z. 21 V. o., lies statt 

H, 245, erglinzi^ i!(‘n Faktor ^ zu <len AuwlrUckiOi atif Z. 12 iind 13. 

it 


H. 248, (n*Ht.e Zeilc^, ,/iV* statt 

8. 260, Z, 10 V, ti,; statt »■ no lies » •«<, •••“. 

8. 262, Z. 2 V. in; statt ,,(i«4neten (7/‘ lies ,,Teilgebieten 6V‘. 

8. 263, Z. 14 V. 0 ,; statt Innern von <7“ lies ,,in (?“. 

8. 265, Z. 17 V. 0 ., lies „Ahh. 22^* statt „Abb. 2:^“. 

8. 260, 55* 22 v. o.: statt ,,K, Nkjomann** lie« Nkumann'*. 



S. 269, Z. 1 V. u. : der letzte Teil der Gleichung (3) ist einschlieOlich des Gleich- 
heitszeichens zu streichen. 

S. 273, Z. 1 V. 0.: lies richtig ,,Bei Annaherung an den Nullpimkt mit a: > 0 nahert 

. . 


S. 274, Z. 2 V. u.: ,,Schaitdbk‘' statt „Schander''. 


S. 286, Z. 26 V. 0 .: hinter ,,Funktion‘* fiige ein: ,, — oder allgemein cine nicht- 
negative additive Mengenfunktion — 

S. 307, Z. 11 V. u.: Vertausche die Satze: „Mit anderen Worten, ••• gehort*'. 
und ,,Endlich ••• bestimmt ist/^ 

S. 310, Z. 4 V. u.; statt lies ,,25ww/‘ im letzten Teil der Formel. 

S. 312, Formel (3)i lies statt ^^Lv[uY‘ . 

S. 313, Z. 10 V. 0 ., lies statt „ 3 t? « 

S. 314, Formel (6), Zeile 2, das vor dem Integralzeichen ist durch 

zu ersetzen, wahrend das “ vor dem letzten Klammeraiisdruck 
des Integranden durch zu ersetzen ist. 

S. 317, Z. 4 V. 0 ., lies ,,/(z)‘^ statt 

S. 326, Formel (1) lies statt 

S. 331, Z. 14 V, u., lies ,,A = w — pXa — qy^ ~ 0“. 

S. 333, Z. 16 V. 0 .: statt ,,unabhangigen Koeffizienten'^ lies ,,abhiingigen Koef- 
fizienten^. 

S. 356, vor den Ausdriicken in Z. 9 und 12 v. o. ist ein ^ zu setzen. 

S. 356, Z. 13 V, 0 .: der letzte Satz soli lauten: ,,Jedes Fliichenelement, (lessen 
Normale zeitartig gerichtet ist, ist raumartig“. 

S. 359, Formel (4): ,,grad\A^“ ist durch ,, V(grad7P*'* ersetzen. 

S. 360, Z. 8 V. U., lies „| Vn(iCl , • * Xn^l , <) VniXl , • - , Xn^i , -«) 1 < Ai'** 


S. 387, Z. 10 V. 0 . lies: 
J - j f dom^r 


l-\ 

1 f(^l 1 

pl&r 


+ rj 

r.../ 

p^r 


dxi • 


/r 


dxi ; • • 

- pt 


S. 390, Zwischen 7. und 8. Zeile v. u. 


lies „ f statt ,, f 


Zwis(ihen 6. and 7. Zeile v. u. 



S. 390, Fussnote: 1, Zeile: lies „r < statt „r > 



S. 395, Z. 16 V. 0 ., lies ,,bei geradem m statt ,,bei ungeradem m 

S. 404, Z* 14 V. 0 ., lies ,,u - 0 fiiv r > t und fiir r < 

S. 409, Z. 7 V. u., die obere Grenze des Integrals soil t sein. 

S. 411, Z. 3 V. u., der Integrand ist durch zu ersetzen. 

S. 416, Z. 19 V. 0 ., lies „{y + l)d„.. = 

S. 437, Z. 2 der Fussnote, lies „in 6 4- “(1 + i? + ** ')“• 

n n 

S. 474, Z. 6 V. 0 ., statt ,,22^^ ”22^^* 

n^l 

S. 477, Z. 13 V. 0 .: Erganze die Fussnote: ,,Nach der Transformation braucht der 
Integrand notigenfalls nicht mehr den Bedingungen (3) und (4) 
zu geniigen**. 

S. 483, Z. 3 V. 0 ., ersetze durch ,,w 

S. 485, Z. 11 V. 0 ., lies „S. 479^‘ statt „S. 470‘‘. 

8. 485: Z. 18-21 ist zu ersetzen durch: ,,Wenn wir Abschatzung (11) auf \p ^ <p — g 
aus ® anwcnden und EM > 0 beachten, erhalten wir 
Satz Das Variationsproblem I ist sinnvoll, d. h. der Ausdruck 
2//[/^ ip] hat eine endliche untere Grenze fiir <p aus 3) und 
(p -- g aus S). 

p o 

S. 486, Z. 4 V. (>,, lies aus SD mit^" — g aus statt aus 3)“. 

S. 486, Z. 2 V. 0.: nach (11) ftige hinen ,,und der Dreiecksungleichung“ , 

S. 487, Z, 4 V. u. lies, ,,^(wl — 2//[/, u] ** statt ,,D[w] = 

S, 487, Z, 12 V. u. ersetze durch 

B, 488, Z. 20 V* <)., lies ,,mit k{xi , 2 /i)A:(x 2 , 2 / 2 )“ statt „mit A;“. 

S. 499, Z- 23 V. o., lies „in ©“ statt „in 

B* 5(KI, Z* 27, v» 0 ,, das ist durch vor dem Ausdruck H zu ersetzen. 

S. 501, erete Z(dle, lies ,,§2‘* statt , ,§F*. 

8, 504, Z. 17 V. 0 ., lies ,, Relation (4)‘* statt ,, Relation (7)'*. 

8. 504, Z. 20 und 23 v. 0 ., lies ,,+•** vor den Ausdrilcken fL 
8. 50!^), Z. 13 V. 0 ., lies ,iVp 9 *“ statt f,Vp<p * 

8. 50i), Z. 14 V. 0 *, lies statt 




Der vorliegende zweite Band, welcher vom vorangehenden im wesent- 
lichen unabhangig ist, enthalt eine systematische Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen unter Gesichtspunkten der mathematischen 
Physik. Im letzten, siebenten, Kapitel werden auf Grund direkter 
Methoden der Variationsrechnung Existenzbeweise fiir Randwert- und 
Eigenwertprobleme elliptischer Differentialgleichungen erbracht in dem 
Umfange, in welchem solche Probleme vorher in diesem Werke auf- 
getreten sind. 


Erstes Kapitel. 

Vorbereitung. - Grundbegriffe. 


Wir beginnen mit einer vorbereitenden Orientierung fiber Grund- 
begriffe, Fragestellungen und Ansatze zur Losung von Problemen. 

Das Grundproblem der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
laCt sich folgendermaBen formulieren. Gegeben sei eine Relation 

(i) F(x,y, u^,Uy, ...) = 0, 


y, 


wobei F eine Funktion der Variablen x, y, . . . ; u; u^, u. 

Uyy, . .. ist. Gesucht ist eine Funktion u(x,y, . . .) der unabhangigen 
Vcranderlichcn x, y, ... derart, daB F identisch in diesen Verander- 
lichcu vcrschwindct, wenn wir fiir u diese Funktion u{x,y, ...) und 
weitcrhin 

Mr 


du 

du 

Tx' 

d^u 



dxdy 


cinsctzcn. 

Eine Funktion u {x, y, . . .) dieser Art heiBt eine Losung, manchmal 
auch oin „Integral“ der partiellen Differentialgleichung (1). Es wird sich 
nioht nur durum handeln, einzclne („partikulare“) Losungen aufzufinden, 
soudern, oiiic! tJborsicht fiber die Gesamtheit der Losungen zu gewinnen 
und durum, individuellc Losungen durch weitere zur Differential- 
gleichung (1) hinzutretende Zusatzbedingungen zu kennzeichnen. 

Dio partiellc Differentialgleichung (1) geht in eine gewohnliche Diffe- 
rcntiulgloiclumg (il)er, wenn die Anzahl der Veriinderlichen Eins ist. 
Den Grad der hfichsten in der Differentialgleichung auftretenden Ab- 
leitung bezoiohnen wir als die Ordnung der Differentialgleichung. 

Caiirant’-Hilbi‘irt, MftthematlMbe Phyilk It 
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I. Vorbereitung. — Grundbegriffe. 


Wir werden vielfach die unabhangigen Veranderlichen x,y, ... auf 
ein. bestimnites Gebiet des x,y, . . . -Raumes beschranken und ebenso auch 
F nur in einem beschrankten Bereiche des x,y, . ..,u,Ut,Uy ... -Raumes 
betrachten; dies letztere bedeutet dann, daB man in dem zugrunde 
liegenden x,y, ... -Bereiche nur solche Funktionen u{x,y, . . . ) zulaBt, 
fiir welche die betreffenden den Argumenten von F auferlegten Be- 
schrankungen zutreffen. Den Vorbehalt, daB alle unsere Betrach- 
tungen sich immer nur auf gewisse passend eng zu wahlende 
Bereiche beziehen, machen wir ein fur alle Maleh Ebenso 
setzen wir ein fiir alle Male voraus, daB die auftretenden 
Funktionen F,u, ... stetig sind und stetige Ableitungen 
aller vorkommenden Ordnungen besitzen, sofern nicht aus- 
driicklich etwas anderes bemerkt wird^ 

Wenn F linear in den GroBen u, u^, Uy, . . • ist mit Koeffi- 
zienten, welche nur von den unabhangigen Veranderlichen x,y, ... 
abh&ngen, dann heiBt die Differentialgleichung linear. Ist F wenigstens 
linear in den Ableitungen der hochsten, etwa auftretenden Ordnung 
mit Koeffizienten, welche auBer von x,y... noch von u und den Ab- 
leitungen von u bis zur « — Ordnung abhangen diirfen, so heiBt die 
Differentialgleichung quasilinear. 

Meist werden wir es mit linearen oder hochstens quasilinearen Diffe- 
rentialgleichungen zu tun haben; allgemeinere Differentialgleichungen 
werden wir vielfach auf solche zuriickfiihren. 

Fiir viele unserer Untersuchungen wird es geniigen, nur zwei unab- 
hangige Verhnderliche zu betrachten. Wir konnen dann die Ldsung 
u(x,y) der Differentialgleichung (1) georaetrisch als Flache, ijntegral- 
flache", im x, y, w-Raume deuten. 

§ 1. Orientierung fiber die Mannigfaltigkeit der Losungen. 

1. Beispiele. Bei einer gewdhnlichen Differentialgleichung «**'' 
Ordnung ist die Gesamtheit der Losungen (eventuell bis auf .,.singuiare“ 
Losungen) gegeben durch eine Funktion der imabhiingigcn Vorander- 
lichen x, welche auBerdem noch von n willkiirlichen Integrations- 
konstanten . . ., abhangt; umgekehrt erhalt man zu einer »-para- 
metrigen Funktionenschar 

U-(p{X’,Ci, 

eine Differentialgleichung »*" Ordnung mit « ^ als Ldsung, indem 

man aus dieser Gleichung und aus den durch Differentiation ent.stehen- 
den n Gleichungen 

^ Dies gilt ittsbesondere auch stets, weun Gleichungssystemc aufgddst werdett. 
Die tJberlegungen beziehen sich dann, ohne da0 dies stets basoiiders hervorgehoben 
wird, auf die Umgebung einer Stelle, an welcher z. B, die betreffandt Fnnlctlaiml^ 
determinante nicht verschwindet. 



§ 1. Orientierung iiber die Mannigfaltigkeit der Losungen. 
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u' = <p'{x:ci, 


die Parameter c„ eliminiert. 

Bei partiellen Differentialgleichungen liegen die Verhaltnisse kompli- 
zierter. Auch hier kann man nach der Losungsgesamtheit oder der 
„allgemeinen L6sung“ fragen, d. h. nach einer Ldsung, welche durch 
Spezialisierung gewisser in ihr auftretender willkiirlicher Elemente 
alle individuellen Losungen (eventuell wieder mit Ausnahme gewisser 
„singularer“ Losungen) liefert. Es zeigt sich nun, dafi solche willkur- 
lichen Elemente bei partiellen Differentialgleichungen nicht mehr in 
der Form willkurlicher Integrationskonstanten, sondem in Form willkiir- 
licher Funktionen auftreten, in einer Anzahl, die im allgemeinen gleich 
der Ordnung der Differentialgleichung ist. Diese 


willkurlichen Funktionen hangen dabei von einer 

\Mh(y) 


Variablen weniger ab als die Ldsung u. Eine Prazi- 
sierung dieser Verhaltnisse wird sich aus dem Exi- 



stenzsatze des § 7 ergeben. Hier begniigen wir uns 

L 


mit einer Orientierung an Hand einiger Beispiele. 


1. Die Differentialgleichung 

u.. = 0 

^ Abb. 1. 

X 

fiir eine Funktion u{x, y) sagt aus, dafl u nicht von y abhangt; also ist 


u = w{x), 

wobci w{x) eine willkiirliche Funktion von x bedeutet^. 


2 . U^y^O. 

Als Gesamtheit der Losungen ergibt sich sofort 

u = w[x) ■j-v(y). 

% Als Losung der unhomogenen Differentialgleichung 

erhalten wir die Funktion 

* y 

u{x,y)~fJf(^,r])dSdi^ + w(x) + v (y) 

mit willkhrlichen Funktionen w und v und Werten Xf„ y,; man kann 
allgemeiner fUr das Integral ein Gebietsintegral schreiben, wenri man 
als Integrationsgebiet Q Dreieck wie in der obenstehenden Abb. 1 
nimmt, dessen krummlinige Begrenzung aus einer Kurve C: y=g(A:) 

* Mit IB und V sollen im allgemeinen auch ira folgenden willktlrliche Funktionen 
bezeichnet werden. 
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I. Vorbereitung. — Grundbegriffe. 


Oder x = h{y) besteht, die von keiner Parallelen zur oder y-Achse in 
mehr als einem Punkte geschnitten wird. Es ist dann 

(2) u{x, y) == J f fii.i]) drj + w{x) + v{y) 

Q 

y ^ 

— / f{x, rj) dr} + w' (x) , Uy = ff{^, y)d^ + v' (y ) . 
gW AW 

Die spezielle Losung der Differentialgleichung, die sich fiir w (x) — v (y) — 0 
ergibt, hat also die Eigenschaft, daB fiir einen Punkt x, y auf der Kurve C 


M = M , = = 0 

wird. 

4. Die partielle Differentialgleichung 


Ux = Uy 

geht durch die Variablentransformation 


j; + y = |, x — y = r]; u(x, y) = co{i. rj) 

liber in 

2co^ = 0, 

woraus sich die „allgemeine Losung" ct) = w(i), d. h. 


u-w(x + y) 

ergibt. 

Ebenso findet man bei konstantem a und ^ fur die Differential' 
gleichung 


a M* -1- ^ My = 0 

als Losungsgesamtheit 


u = w{^x—(x,y). 


5. Ist allgemein g{x, y) cine gegebene Funktion von x, y, .so bedeutet 
die partielle Differentialgleichung 


'^xSy 

d. h. das Verschwinden der Funktionsdeterminante von «, g 

(J (x, y) 

nach X, y, nach elementaren Satzen der Differentialrcchnung, daB « 
von ^ abhangig ist, d. h. duB 

(3) M " w (g (X, y)) 

gilt, wobei w cine willkiirlichc Funktion dor (IriiBe g bedeutet. Da auch 
umgekehrt jede solche Funktion der Differentialgleiclmng u^f>y • Kyg, ■ o 
genugt, so haben wir damit die Gesamtheit der Liisungt'ii inittei.s der 
willkiirlichen Funktion w gewonnen. 

Bemerkenswerterweise gilt genau dasselbe Resultat fiir die allge- 
meinere — niimlich quasilineare — Differentialgleichung 

M. gy(x, y, u}-uy i^(x, y, u) « 0, 
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wobei nunmehr g explizite nicht nur von x, y, sondem auch noch von 
der unbekannten Funktion u{x,y) abhangt. Fiir die Funktionaldetenni- 
nante von u{x,y) und y{x,y)=:g{x,y,u(x,y)) gilt namlich 


yy — Uyy^= gy — Uyg^ + g„ Uy—Uyg^U^ = 0. 

Also ist auch jetzt die Ldsung durch die Relation 

( 4 ) ii{x,y) =W{g{x,y,‘ii)) 

gegeben, die wir als implizite Definition von u mittels der willkurlichen 
Funktion W anzusehen haben. 

Zum Beispiel ergibt sich fiir die Losung u{x,y) der Differential- 
gleichung 

x{u)u^—§{u)uy == 0 

die implizite Definition x{u) y + ^{u) x = w (m) oder 

( 5 ) u = W{xiu)y + ^{u)x), 

so dab also u von der willkurlichen Funktion W in verhaltnismaBig 
kompliziertet Weise abhangt. (Fine Anwendung dieser Betrachtung wird 
in § 7 gemacht werden.) 

6. Die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Wjj; g ' Uy y — 0 ' 

geht durch die Transformation x-\-y = ^, x~y = r], « (z, y) = o) (|, jj) 
iiber in 


= 0. 

Ihre Losungen sind so nach Beispiel 2: 

u{x,y) = w{x -f y) + v{x~y). 

7. Ganz Shnlich erhaltcn wir als Losungsgesamtheit der Differential- 
gleichung ^ 

MjCj.— -jj. Wyy — 0 

fiir einen beliebigen Wert des Parameters t den Ausdruck 
u~w{x-\-ty)-\-v{x~ty). 

Insbesondere muB also die Funktion 


Oder 


[x-\-tyY 
u= (x—ty)” 


eine Ldsung sein, d. h. es muB 


far alle Werte von * und y bei reellem t verschwinden. Nach einem 
bekannten Satz der Algebra verschwindet aber eine ganze rationale 
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Funktion in t, die fiir alle reellen Werte von t verschwindet, auch fur 
alle koinplexen f-Werte. Setzen wir daher 1, so geht die 

Differentialgleichung fiber in die Potentialgleichung 

8. -d « = K* * + Myy = 0 

und wir erhalten fiir diese Losungen in der form 

{x -|- ® y)” — Pn{^> y) “I” * (^’ y) 

(a; — f y)” = P„ (x, y) — i <?„ (x.y), 

wo P„ und Q„ Polynome mit reellen Koeffizienten sind, die selbst der 
Potentialgleichung geniigen miissenk So gewinnen wir ffir « = 0, 1 , 2 . . . 
unendlich viele Losungen der Potentialgleichung, aber im Gegensatz zu 
den friiheren Beispielen zunachst nur abzahlbar viele. 

Bei Einfiihrung von Polarkoordinaten r, & durch a: = r cos , 
y = r sin ^ wird 

(6) Pn(x,y)= r” cosn-», Q„ {x, y) = r” sin n ■& . 

Die Funktionen 

P^{x,y)= cos a.§, Q„{x,y) - sin a.'& 

geniigen nun auch bei beliebigem reellen a in jcdem den Nullpunkt 
= y = 0 ausschliefienden Gebiet der x, y-Ebene der Potentialgleichung; 
m an erkennt dies sofort nach Transformation von A u auf Polarkoordi- 
naten (vgl. Bd. I, 2. Aufl, S. 195) 

A 1 Wf 1 1 

Au:=iUrf + + “4 • 

f f* 

Wahlen wir zwei Funktionen w{ol) und v(a) derart, daB die Ableitungen 
der Integrale 

b b 

fw{oL)T^ COS oL'd'doL und Jv{<x)r^sin(X'&da 

a a 

bis zur zweiten Ordnung durch Differentiation unter dem Integral- 
zeichen gewonnen werden konnen, so haben wir in der Form 

b 

fr^ {w (a) cos + v(<x) sin a #) oc 

a 

eine von zwei willkiirlichen Funktionen w und v abUangigc Lcisungs- 
mannigfaltigkeit. 

9. Als Beispiel fdr eine Differentialgleichung hSherer Ordnung be- 
trachten wir 

W** yy “ 0 

> Diese LSsungen Widen ein elementares Beispiel fur die allgemeine Tatsachc, 
dafi Bealteil sowie ImaginSiTteil jeder analytischen Funktion einer kotnplexen 
Veranderlichen x + iy der Potentialgleichung genitgt, 
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und finden als allgemeine Losung 

u {x, y)~w (y) + (y) + D {x) + yvi [x] . 

10. 1st die Anzahl der unabhangigen Veranderlichen groBer als 
zwei z. B. drei — , so wird man in der Losungsgesamtheit das Auftreten 
von willkiirlichen Funktionen erwarten, die von zwei bzw. noch mehr 
unabhangigen Veranderlichen abhangen. Z. B. besitzt die partielle 
Differentialgleichung 

= 0 

fiir die Funktion u {x, y, z) die allgemeine Losung 

. u = w {x, y) . 

2. Differentialgleichungen zu gegebenen Funktionenscharen und 
-familien. Wir stellen uns die Frage, db ahnlich wie in Nr. 1 fiir den 
Fall gewohnlicher Differentialgleichungen auch partielle ' Differential- 
gleichungen konstruiert werden konnen, denen alle Funktionen einer 
gegebenen Mannigfaltigkeit genugen. Fine Mannigfaltigkeit von Funk- 
tionen, die von willkurlichen Funktionen abhangen, nennt man eine 
Funktionenfamilie. 

Wir denken z. B. eine Funktionenfamilie in der Gestalt 

(7) u = f{x,y,w{g(x,y))) 

gegeben, wobei / eine' gegebene Funktion der Argumente x, y, w und 
g{x,y) eine gegebene Funktion von x und y, z. B. g = xy ist. Um 
zu einer partiellen Differentialgleichung fiir diese Funktionenfamilie zu 
gelangen, differenzieren wir die Gleichung (7) nach x und y imd erhalten 
die beiden Gleichungen 

= + 

Durch Elimination von w’ gewinnen wir dann als gesuchte Differential- 
gleichung 

( 8 ) {''*x~~fx) Sy i^y fy)Sx~^i 

wobei die willkiirliche Funktion w, die noch in /* und fy steckt, aus 
der Gleichung (7) dutch z, y, u ausgcdriickt zu denken ist. 

Die so entstehende partielle Differentialgleichung ist noch von spe- 
ziellem, nSmHch quasilinearen Typus, da sie die Ableitungen linear 
enthalt. Die angegebene Darstellung unserer Funktionenfamilie ist also 
nicht allgemein genug, um zu jeder Differentialgleichung erster Ordnung 
zu ftihren. 

Gehen wir dagegen nicht von einer Funktionenfamilie, sondem von 
einer nur von zwei Parametem «, /? abhSngigen Funktionenschar 
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aus und bilden die Ableitungen 

u^ = fx{x,y, 

‘Uy = fy{X,y, (X,/3), 

so haben wir drei Gleichungen, aus denen wir im allgemeinen a und /? 
eliminieren konnen (sicher dann, wenn fxafyfi~fx^fya’^^ 
erhalten eine partielle Differentialgleichung f {x, y, u, u^, Uy) = 0, die im 
allgemeinen nicht mehr linear in Ux und Uy sein wird. 

Die Paradoxic, daB eine engere Mannigfaltigkeit von Losungen zu 
einem allgemeineren Typus von Differentialgleichungen fiihrt, wird sich 
in § 4 in einfacher Weise aufkMren. 

Beispiele: 1. Zu der Funktionenfamilie 

u = ui(xy) 


ergibt sich durch Elimination von w' aus den Gleichungen 

Ux = yw' , Uy~ xw' 

die Differentialgleichung 

xu^—yUy — O. 


Jede Funktion dieser Familie stellt geometrisch, wonn wir x, y, « 
als rechtwinklige Koordinaten deuten, eine FMchc dar, die von hori- 
zontalen Ebenen in gleichseitigen Hyperbeln geschnittcn wird. 

2. Die Gesamtheit der Rotationsflachan, die au.s cincr ehemui Kurve 
durch Drehung um die M-Achse entstehen, wird durch die: k'noktionen- 

familie , „ „ 

u~w{x^~\- y^j 


dargestellt. Die zugehorige Differentialgleichung ist 


yu^~xUy = 0. 


3- Als Differentialgleichung der Rcgelflachen, deren ICrzcugende 
horizontale Gerade durch die w-Achse sind, deren Gesamtheit also durch 
die Familie , , 


dargestellt wird, finden wir 


jcM* + yMy = 0. 

4. Die Differentialgleichung aller ahwickclbaren fhkhen ergibt .sich 
aus der Definition dieser FliLchen als Envelofpen cimr cinparametri^cn 
Ehenenschar. Ihre Gesamtheit mit Ausnahme der zur x, y-libeno senk- 
rechten Zylinder wird durch die Funktionen 

(9) u — ctx y w{(x.) y + i>(a) 
dargestellt, wobei a aus der Gleichung 

(10) 0~ xyii»'{<x)yyv'{cx) 
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als Funktion von x und y zu berechnen ist. Die Funktion u hangt also 
hier von zwei willkurlichen Funktionen ab, und zwar in verwickelter 
Weise. Bilden wir die ersten Ableitungen Uy, so folgt wegen ( 9 ) sofort 

M* = a 

also 

( 11 ) Uy=20(Ujc}. 

Um w zu eliminieren, differenzieren wir nochmals: 


ilyy = 

imd erhalten daraiis 

(12) Uxx^yy 'Wjfy = 0 

als gesuchte Differentialgleichung der abwickelbaren Flachen mit Aus- 
nahmc der zur y-Ebene senkrechten Zylinder. 

5. In alien diesen Beispielen laBt sich umgekehrt zeigen, da6 alle 
Ldsungen der betreffenden Differentialgleichungen den vorgegebenen 
F amilien angchoren . 

6. Die Gesamtheit aller in den n unabhangigen Variablen 
homo^enmi Ihmktioncn u{xj, , . vom Grade a wird dutch die Be* 
dingimg 

(13) w [ix^, {xi, . . . , , 

die in / identisch bestehen muB, gekennzeichnet. Setzen wir if — 
so ergibt sich 

^») == (-J- ' ■ ■ 1 ) 

und daher fiir u die Darstellung 


( 14 ) 


Xn ) ' 


Da imigekohrt jede Kolclic mit Hilfc einer willkurlichen Funktion w von 
M— 1 Arguinonten gebildete Funktion u die obige Homogenitatsbedingung 
crfiillt, so crhaltcn wir in der Form (M) die gesamte Familic der vom 
(Iradc « liomogenen Funktionen. 

Um cine partiellc Differentialgleichung zu dieser Funktionenfamilie 
zu criialtcn, differenzieren wir diese (ileichung partiell nach den Variablen 
•Vj, . . Xn und eliminioren die Funktion w. So ergibt sich die Eulersche 
Honw^t'nitiitsniation 

(15) w. 


Wir kSnnen iibrigens diese Relation auch direkt erhalten, indem wir 
die Gleichung (13) nach t differenzieren und nachtraglich f = \ setzen. 
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Umgekehrt folgt aus demBestehen der Homogenitatsrelation (15) fur 
eine Funktion x„) 

n I 

^ iXi u^. {txi, . . tx„) — xu (txy . . txA — 0, 

(=1 * 

so daBder Ausdrucki«(i%, . ..,tx,) einevoniinicht abhangige Funktion, 

also speziell gleich u (%, . . sein muB. D. h. aber nach (13). das 
u homogen ist. 

§ 2. Systeme von Dififerentialgleichungen. 

1. Problem der Aquivalenz von Systemen und einzelnen Differen- 
tialgleichungen. Wahrend bei gewdhnlichen Differentialgleichungen 
Aquivalenz zwischen der Theorie einzelner Differentialgleichungen und 
der Theorie von Systemen von solchen besteht, liegen die VerhSltnisse 
bei partiellen Differentialgleichungen anders. 

Fine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(1) F{x,y,y',y") = 0 

kann durch die Substitution y' = x auf ein System von zwei Differential- 
gleichungen erster Ordnung fiir zwei Funktionen y{x) und z{x) 

(2) F{x,y,z,z')~Q 

y'—z~ 0 

zuruckgefuhrt werden. 

Jede Losung der Differentialgleichung (1) fiihrt zu einer Losung des 
Systems (2) und umgekehrt. Auch umgekehrt gilt: Ein System von 
zwei gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung 

(3) / {x, y, z, y', z') = 0, g (x, y, z, y\ z') = 0 

fiir zwei Funktionen y{x) und z(z) iSLBt sich auf eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung fiir eine der Funktionen und auf Eliminations- 
prozesse zuriickfiihren, vorausgesetzt, daB in dem betrachteten Argument- 
bereiche /,g, — /,'g, + 0 ist. 

Es lassen sich ntlmlich dann die Gleichungen (')) nach z' und z auf- 
Idsen in der Form 

{3a) z' = (p{x,y,y'), z=:=y){x,y,y'), 

und durch Differentiation der zweiten Gleichung und Elimination 
gewinnen wir unmittelbar in 

{3b) f{x,y,y')~f^—ipyy'—<fy,y''=^Q 
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eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir y(x) allein. Setzen wir 
eine Losung dieser Differentialgleichung (3 b) in die Relation ^ = 
f(x,y,y') ein, so erhalten wir sofort die zugehorige Funktion z, welche 
zusammen mit y das urspriingliche System ( 3 ) oder (3 a) lost. 

Unter der Voraussetzung + 0 ist daher unser System ( 3 ) 

tatsachlich einer einzigen Differentialgleichung aquivalent. 

Wir betrachten nunmehr eine partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung: 

( 4 ) F{X,y. U, U^, Uy, U^y, Uyy)=0 

fiir eine Funktion Durch die Substitution u^=-p, Uy=q gelangen 

wir zu einem System von drei partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung fiir drei Funktionen u, p, q: 

( F{x,y,u,p,q,p^,Py.qy)^Q 

(5) M,— ^ = 0 

Uy—q — Q. 

Jede Losung u, p, q dieses Systems liefert mit « eine Losung der Diffe- 
rentialgleichung (4) und umgekehrt fiihrt jede Losung u von ( 4 ) zu dem 
Losungssystem u, «*, Uy von ( 5 ). 

Eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung ist also einem 
System von drei Differentialgleichungen erster Ordnung dquivalent, aller- 
dings von recht spezieller Gestalt. Das umgekehrte jedoch ist keineswegs 
richtig. Nicht jedes System von zwei Differentialgleichungen erster 
Ordnung — und also erst recht nicht jedes System von drei Differential- 
gleichungen erster Ordnung — ist einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung aquivalent^. 

2ur Diskussion dieser Verhaltnisse untersuchen wir, ob analog zu 
gewohnlichen Differentialgleichungssystemen sich aus den beiden par- 
tiellen Differentialgleichungen 

I f{x,y,U,V,U^,V^,Uy,Vy):^0 
\ ^g{x,y.u, V, «*, Uy, Vy) = 0 

fiir zwei unbekannte Funktionen u{x,y) und v{x,y) durch einmalige 
Differentiation und Elimination eine aquivalente partielle Differential- 
gleichung zweiter Ordnung ftir u allein gewinnen laBt. Durch Diffe- 
rentiation nach X und y erhalt man.vier weitere Gleichungen. Man miiBte 
also dann aus den sechs Gleichungen die sechs unbekannten GroBen 
V, Vx, Vy, Vxx, Vxp Vyy eliminieren, um statt des Systems ( 6 ) eine einzige 
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung ftir « zu erhalten. Eine 

> Wir werden jedoch in § 7 sehen, dafi eine solche Aquivalenr unter Umstanden 
hergestellt werden kann, indem man *u den Differentialgleichungen noch gewisse, 
die LCsungsmannigfaltigkeit einschrinkende ..Anfangsbedingungen" hinzufagt. 
Vgl. im abrigen zum Aquivalenzproblem Anhang Nr. 2 und 3- 
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Elimination von sechs GroBen aus sechs Gleichungen ist jedoch im all- 
gemeinen nicht moglich. DaB sie nicht etwa generell durch die spezielle 
Struktur des gewonnenen Gleichnngssystems ermdglicht wird, sieht man 
am besten an Hand von Gegenbeispielen ein^. 

Eine Fortsetzung des Abzahlungsverfahrens zeigt, daB man auch 
beim Ubergang zn hoherer Ordnung nicht die Ersetzbarkeit des Diffe- 
rentialgleichungssystems (6) durch eine einzige Gleichung erwarten 
kann. Differenziert man z. B. jede unserer sechs Gleichungen noch 
einmal, so erhalt man im ganzen zwdlf Relationen, aus welchen man 
nunmehr zehn GroBen v, Vy, "^xyy ’^yyy ‘^xxxy '^xxyy ’^xyyy '^yyy ^u elimi- 
nieren hatte um eine Differentialgleichung dritter Ordnung fiir w allein 
zu erhalten. Da sich aber allgemein bei Elimination von 10 GroBen aus 
zwolf Gleichungen zwei voneinander unabhangige Relationen als Ergebnis 
ergeben, so werden wir, wenn kein Spezialfall vorliegtb als Resultat 
der Elimination das Bestehen von zwei verschiedenen Differential- 
gleichungen dritter Ordnung fiir u allein erwarten miissen. ^ 

2. Bestimmte, iiberbestimmte, unterbestimmte Systeme. Die all- 
gemeine Gestalt eines Systems von partiellen Differentialgleichungen in 
zwei unabhangigen Veranderlichen ist 


(7) 


Fi{x, y, 


mO) . . . ) = 0 

^ I J j • • • # ^ y ^ • * */ 

*■ = 1 , ...,h 


d.h, ein System von h Gleichungen fiir m Funktioncn der 

unabhangigen Veranderlichen x und y. Wir nehmcn an, daB diese 
h Gleichungen voneinander unabhangig sind, d. h. daB keino von ihnen 
aus den anderen durch Differentiations- und Eliminationsprozessc' gc- 
wonnen werden kann. 

Ist h = m, so spricht man von einem bestmmten System. Ist h > m, 
so heiBt das System uherhestimmt. Ist dagegen h<m, so hciBt e.s 
unterbestimmt. 

Ein Beispiel fiir ein bestimmtes System sind die Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungen der Funktionentheorie fiir zwei Funktioncn 
ti{x,y) und v{x,y): 

Ug—Vy=0, Uy + Vx=0. 


1 Ein Bei.spiel fOrein soldies Gleichungssystem, bei dem man durch IClimi nation 
und Differentiation nicht zu einer Gleichung zweiter Ordnung gelangt, ist 

Ux Vy = — yu 

Uy + Vx = yv; 

vielmehr ergeben sich hieraus fiir u zwei Gleichungen dritter Ordnung: 

3 

-f + y W 0 

B 

{y>u + Uyy — Uxx) +Uy — y{y*u 4- Uyy—Uxi) 0. 

</ X 
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Fiir dieses spezielle bestimmte System folgt ohne weiteres durch Diffe- 
rentiation und Elimination, daB u und v allein den partiellen Differential- 
gleichungen zIm = 0 und Av = 0 geniigen (vgl. Nr. t). 

Das einfachste Beispiel fiir ein uberbestimmtes System fiir eine 
Funktion u {x, y) ist 

^x = f{x,y), Uy = g{x,y). 

Bekanntlich ist fur die Ldsbarkeit dieses Systems die Bedingung 

fv = ix 

notwendig und hinreichend. 

Ein weiteres Beispiel liefert uns die Theorie der analytischen Funktionen 
fihih) von zwei komplexen Veranderlichen 

% = % + Zi^Xi + iy^. 

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, welche den analy- 
tischen Charakter der Funktion f{zi,z^) = u iv hinsichtlich der 
Variablen ausdriicken, lauten 

W*, = Vy, , = iUy, 

“r. My, = 

und fiihren durch Differentiation zu dem folgenden iiberbestimmten 
System fhr u allein: 

( ***1*1 + Myiy, ~ 0' M*,*, -j- My^y, = 0 

1 M*,*, “i* My,yj = 0, M*|y, y^ = 0 ■ 

Die Uberbestimmtheit dieses Systemes weist darauf hin, daB die Theorie 
der Funktionen mehrerer komplexer Vertlnderlicher ihrem Wesen nach 
komplizierter ist als die klassische Theorie bei einer komplexen Ver- 
anderlichen. 

Ein drittes Beispiel fiir ein uberbestimmtes System liefert die Ein- 
fiihrung homogener Variablen %, x^, x„ + ^axl Stelle der n Variablen 
x,y, . .. vermittels der Relationen 



Eine Funktion «(x, y, . . .) geht dann iiber in eine Funktion . . .). 

die in den neuen Variablen horaogen vom nullten Grade ist und daher 
der Eulerschen Homogenitttsrelation 

*1 ft>*, + XiCOx, + . . . = 0 

geniigt. Die partiellen ersten Ableitungen der Funktion u{x,y,. ..) nach 
x,y,... driicken sich durch die Ableitungen der Funktion . . .) 

folgendermaBen aus: 

«* “= (Ox, 

«y e=s 
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1st daher fiir die Funktion u eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung , , 

f{x,y,...,u,u^.Uy, 


i ==0 


gegeben, so geht sie dutch die Transfoimation iiber in eine ebensolche 
Differentialgleichung der Form 


<p{x^, Xi, . . CO, 0),^, . . .) = 0 

fur die Funktion co(%, — ), wozu noch als weitere Gleichung die 

Homogenitatsrelation 


tritt. An Stelle einer Differentialgleichung erhalten wir also ein iiber- 
bestimmtes System von zwei Gleichungen. Derselbe Sachverhalt tritt 
selbstverstandlich auch auf, wenn wir ein System von Differential- 
gleichungen dutch Einfiihrung homogener Variablen umgestalten. 

Ein Beispiel eines unterbestimmten Differentialgleichungssystems 
ist die Gleichung 


U^Vy—UyVx : 


0 , 


die das identische Verschwinden der Funktionaldeterminante der beiden 

Funktionen u{x,y) und v{x,y) besagt. Aus ihr folgt^ daB zwischen 

M und V eine Relation , . 

w [u, V) = 0 


besteht, die die unabhangigen Variablen x und y nicht explizit enthalt. 
Diese Relation kdnnen wir als die allgemeine Auflosungsformel des 
unterbestimmten Differentialgleichungssystems ansehen. 

Allgemein gilt fur ein System von n Funktionen 
der Variablen x^, . . x„ entsprechend, daB das Verschwinden der 
Funktionaldeterminante: , , 


(9) 


8(u<'' «»') 

d (Xj, , , x„) 


M 


= 0 


charakteristisch fiir eine AbhSngigkeit zwischen den n Funktionen 
. . • , ist: 

(10) M*”l) = 0. 

Auch diese Relation (10) konnen wir daher als eine Auflosung des 
unterbestimmten Differentialgleichungssystems (9) auffassen. 


§ 3. Integrationsmethoden bei speziellen 
Differentialgleichungen. 

1 . Separation der Variablen. Bei vielen in der mathematischen Physik 
vorkommenden Differentialgleichungsproblemen konnen wir dutch spe- 
zielle Ansatze zwar nicht direkt die Gesamtheit der Losungcn, aber 

^ VgL § Nr. 1, Beispiel S, 
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doch eine von willkiirlichen Parametern abhangige Schar von Losungen 
gewinnen. 

Wir erlSutern die wichtigste Methode dieser Art, die man als die 
Methode der Separation der Variablen bezeichnet, an einer Reihe von 
Beispielen. 

1 . 4- = 1 . 

Durch den Ansatz 

u{x,y)==<p{x) + f[y) 

erhalten wir 

(<p' {x)y + (f' (y))^ = i 

Oder 

{(p' (x)Y = \ — {ip'{y)Y. 

Da in dieser Gleichung die rechte Seite nicht von x, die linke nicht von 
y abhangt, sind beide gleich ein und derselben Konstanten a* und so er- 
halten wir unmittclbar die zweiparametrige Losungsschar 

( 1 ) u{x,y)=a.x + -]/\—x^y^-P 

mit den Parametern a und 

2. Entsprechend erhalten wir fiir die Differentialgleichung 

-f «* + «? = 1 

fiir eine Funktion u der drei Variablen x, y, z durch den Ansatz 


T- u M = +v(y) 

die Losungsschar 

(2) M = a a: -fiJy -I- — I?* 2 4*7, 

welche von drei willkiirlichen Parametern ot, y abhangt. 

3, Der Ansatz , , , , , 

^ u=:(p(x) + ip{y) 


fiihrt bei der Differentialgleichung 

/(2:)Mj4-g(y)«y = a(*) + 6(y) 
zum Ziel. Es ergibt sich 

( 5 ) + 

ytt 

wobei a und (S willkiirlich wShlbare Konstante sind. 

4. Die Methode der Separation der Variablen wird htufig mit Erfolg 
angewandt, nachdem eine geeignete TVansformation der Variablen voran- 
gegangen ist. So geht die in der Himmelsmechanik beim Zweikorper- 
pfoblem auftretende Gleichung 

i*» 4 - «* »• A — A (f * s» ** 4- y* : h,h Konstante) 
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durch Transformation der Variablen x, y auf Polarkoordinaten r, ■& uber 
in die Gleichung 

Oder r^u^-\-ul-kr-hr^ 

fur die Funktion u[r,'&), die durch die Transformation aus u{x,y) ent- 
steht. Die Formel (3) liefert uns daher die Lbsungsschar 

f 

(4) u = j j/-^ — A — + a? 9 +/J, 

0 

die von zwei willkurlichen Parametem « und /S abhangt. 

5. Bei linearen Differentialgleichungen, insbesondere bei denen 
zweiter Ordnung, kann man oft mit Erfolg den Produktansatz 

u(x, y)^<p{x)y}{y) 

anwenden; zahlreiche Beispiele dafiir enthalt das fiinfte Kapitel des 
ersten Bandes (vgl. Bd. I, Kap. V, §§ 4 — 9 )- 

Ein weiteres Beispiel liefert die Warmeleitungsgleichung 

(5) u^^—Uy~0. 

Wir erhalten durch unseren Ansatz die Gleichung 
(p"{x):^{x) = f'{y):yi[y). 

Es mu6 also rechte und linke Seite dieser Gleichung cine Konstante 
sein. Man kann sie positiv oder negativ annehmen und entsprechend 
mit Oder — v® bezeichnen ; man erhalt so die Losungsscharen 

u = a ©in v (a; — a) 
u = asmv{x — a) e“ 

Die letzte Ldsung spielt in der mathematischen Physik, wenn u die 
Temperatur, y die Zeit, x eine Ortskoordinate bedeutet, eine besbndere 
Rolle als Ausdruck einer mit der Zeit abklingenden Temperaturver- 
teilung. 

2 . Erzeugung weiterer Losungen durch Superposition. Grund- 
ldsung der Warmeleitung. Poissons Integral. Aus den gcwonncnen 
Losungen linearer Differentialgleichungen kann man durch Summation.s-, 
Integrations- und Differentiationsprozesse weitere Losungen gewinncn, 
■wofiir Kap. V von Bd. I ebenfalls zahlreiche Beispiele liefert (vgl. Bd, I, 
Kap. V, §§ 1—9). Wir kdnnen uns daher an dieser Stelle mit wenigen 
weiteren Beispielen begnugen. 

Um eine weitere Ldsung der Wdrmeleiiungsglekhung zu gewinncn, 
integrieren wir die Ldsung cos vz nach dem Parameter v von —00 
bis -f-oo und finden die neue Ldsung 

00 

urss J cosvxdv, 

—00 


(y>0) 
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Das Integral rechts kann leicht berechnet warden ^ und ergibt 



Als zweites Beispiel fiir das Superpositionsprinzip geben wir die 
Losung der Randwertaufgahe der Potentialgleichung zl w == 0 fiir den 
Krds < 1 ; wenn fiir r = 1 die Randwerte von u als 

stetig differenzierbare Fiinktion g(^) des Polarwinkels gegeben sind. 
Verstehen wir unter 


= g {<p) cos n<pd<p, = ^ J g{g>)sinn(pd(p 

— n —n 

die Fourierschen Entwicklungskoeffizienten von g{d), so konvergiert 


00 

u{x, y) ~ ^ ^ {a^ cosvd^ -\- sin vd) f 

v^\ 


gleichmaUig fur r:fiq<\, Diese Reihe, welche fiir r^q gliedweise 
zweimal differcnziert warden darf, stellt eine Superposition der in § 1 
Nr. 8 betrachteten Potentialfunktionen und dar, ist daher selbst 
eine Potentialfunktion. Sie lost iiberdies das Randwertproblem. Im 
Inneren des K raises diirfen wir Summation und Integration vertauschen 


und erhaltcn somit r oo 

U {x, g{9) |y + ^ v{^—(p) 


dcp. 


— » ( y *» 1 } 

Indem wir sclireiben: 2cosa = e’“ + e~’“ und dann die entstehenden 
geometrischen Reihen unter dem Integralzeichen summieren, gelangen 
wir nach kurzer Umformung zu dem Ausdruck 


(7) “(».>■>= 

welcher die Losung der Randwertaufgahe durch das Poissonsche Integral 
darstellte. (Vgl Kap. IV und auch Bd. I. 2. AufL, S. 444.) 

1 Zur Bercchnung setze man v’y ® A®. Es entsteht das Integral ■— J[a) mit 

00 

« =« und J(a) -• [ e ‘^' cos (<*A)4A. Um /(«) zu berechnen, bilden wir durch 

„00 . 

Differentiation unter dem Integralzeichen J" (a) 3s~f sin (a A) 4Aund gewinnen 

-*•00 

durch Produktintegration fast unmittelbar /'(a) -= --Tjif), wihrend wir direkt 

«» 

OO 

« i/w erhnlten, Hlerausfolgt/W-yit « < und damit (6). 

-00 

Cowittt-Hilbort, Fbyiik It ^ 
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§ 4. Geometrische Deutung einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung mit zwei unabhangigen 
Variablen. Das vollstandige Integral. 

1 . Die geometrische Deutung einer partiellen Dif ferentialgleichung 
erster Ordnung. Bei partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
fiir eine Funktion u (x, y) von zwei unabhangigen Veranderlichen fiihrt 
die geometrische Anschauung bereits einen wesentlichen Schritt in die 
Integrationstheorie hinein. Die partielle Differentialgleichung 

(1) F(x,y,u,p.q) = 0, 

wobei zur Abkiirzung ^ q — Uy gesetzt ist, besagt, dafi fiir jede 
durch den Punkt mit den Koordinaten x, y, u gehende Integralflache 
die beiden Grofien p und q, welche die Stellung der Tangentialebene 
in diesem Punkte bestimmen, der Bedingung (I) unterworfen sind. Die 
Tangentialebene einer Integralflache in dem betreffenden Punkte^ kann 
also nicht mehr beliebige Lagen einnehmen, sondern ihre Stellung mu6 
der durch die Gleichung (1) charakterisierten Mannigfaltigkeit angehoren^. 
Diese Mannigfaltigkeit sei fur einen gegebenen Punkt x, y, u eine ein- 
parametrige Schar (z. B. fiir p^ + q^=i die Schar p — cosi, q = smt mit 
dem Parameter t). Ist F linear in p und q, so bildet diese Schar moglicher 
Tangentialebenen ein Biischel von Ebenen durch eine Geradc, die 
„Mongesche Achse“. Wir lassen diesen speziellen Fall der „quasilinearen“ 
Differentialgleichung erster Ordnung, der in § 5 besonders diskutiert wird, 
hier beiseite und nehmen an, daB fiir jeden betrachteten Punkt x, y, u 
unsere Ebenenschar einen Kegel umhiillt, den ,,Mongeschen® Kcggl". Die 
Differentialgleichung wird also geometrisch durch ein einem gewissen 
Raumteil des x, y, w-Raumes zugeordnetes „Kegelfeld“ reprUsentiert, 
analog wie eine gewohnHche Differentialgleichung erster Ordnung durch ein 
Richtungsfeld reprasentiert wird. Eine Losung der Differentialgleichung 
angeben, heifit eine Flache suchen, die in jedem ihrer Punkte den zu- 
gehorigen Mongeschen Kegel beruhrt. 

Die geometrische Anschauung macht nun ebenso wie bei gewohnlichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung den folgenden Satz evident: 
Besitzt eine von einem Parameter a abhdngige Schar 

(2) u = f(x, y, a) 

von Losungen der Differentialgleichung F {x, y, u, q) 0 eine Enveloppe, 
so ist diese Emeloppe wieder eine Losung. 

^ Wean man betoaen “will, dafi voa den betrachteten Tangentialebenen lediglich 
die nnmittelbare Umgebnng des betreffenden Berfihrungspunktes in Frage kommt, 
so ist es xiweckmafiig, einen solchen Punkt und ein ihn umgebendes beliabig kkines 
Sttick einer Ebene als Piachenelement zn bezeichnen und mit diesen FEcben* 
elementen zu operieren; ebenso wie man bei der Behandlung von gewdhnlkhan 
Differentialgleichungen Linienelemente zugrunde legen kann. 

® Fiir eine genauere Diskussion vgl. Kap, 11, § 3, Nr. 1. 

® Nach Gaspard Monge 1746"-'1$18. 
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In der Tat, die Enveloppe einer Schar von Integralflachen hat in 
jedem ihrer Punkte P eine Tangentialebene, welche dort den Monge- 
schen Kegel beriihrt, nSmlich dieselbe Tangentialebene wie die die 
Enveloppe in P beriihrende Integralflache der Schar. 

Anal 5 d;isch ergibt sich die Behauptung folgendermafien ; Man erhhlt 
die Enveloppe, indem man aus der Gleichung 

(3) fa.(x, y, a) = 0 

die GroBe a als Funktion von x und y ausrechnet und dann diese 
Funktion a{x, y) in / einsetzt, wodurch man die Enveloppe in der Forria 

u = f{x, y,a{x,y)) = f{x,y) 

gewinnt. Sodann ist unter Beriicksichtigung von (3) 

V’* = == /* + ta a* == /*; V’y = "y = /j- + /« = fy 

Danach stimmen in einem festen Punkte (xq, y^ die Werte von ip{Xf^, y^, 
^*(^0- yo)> V’y(^o. yo) bzw. mit den Werten von f{x^, y^, a), /^(x^, yo. «), 
fy{xo. yo. «) uberein, wo a = a{Xo, gewahlt ist. Da aber fiir die Funk- 
tion u — f{x, y, a) die Differentialgieichung an der Stelle (xq, y^) erfiillt 
ist, bleibt sie auch fiir u=y!{x,y) erfiillt. 

2. Das vollstandige Integral. Wir haben in § 3 an einer Reihe von 
Beispielen gesehen, daB man sich vielfach bei Differentialgleichungen 
erster Ordnung Ldsungen verschaffen kann, welche noch von willkiirlichen 
Parametem abhangen; insbesondere bei einer Differentialgieichung 

(l) F(x,y,u.p,g) = 0 

fiir eine Funktion u{x, y) von zwei unabhangigen Veranderlichen eine 
.solche Ldsung 

(4) u = (p{x,y,a,b), 

welche noch von zwei Parametern a, b abhangt. Tritt « in F nicht 
explizite auf, so ist aus einer einparametrigen Losungsschar « = (p{x,y,a) 
in der Form u=s(p{x,y,a)-j-b eine Schar bestimmbar, die von zwei 
Parametem a und b abhhngt. 

Eins zweiparoLmetrigc Schar von Ldsungen heifit ein vollstdndiges 
Integral von (1), wenn"^ im betreffenden Gebiet ier Rang der Matrix 

1 Diese Bedingung schliefit die MOglichkeit aus, daS die Funktion 9? nur 
soheinbar voA zwei unabhangigen Parametem abhangt, wahrend sie in Wirklich- 
keit durch EinfQhrung einer geeigneten Kombination 6) in die nur von 

dem einen Parameter y abhangige Form <p{x, y, a, b)^y) {x, y, y) gebracht werden 
kann: roan kOnnte dann aus den Relationen 

(pxa y>tvyai fxi’^Vxyyh flJya ■= . , g>yi V>yyyi>> 

<Pa^y>vy»< Vb^'Pyyb 

sofort folgem, dafi der Rang der obigen Matrix nicht 2 sein kann. 


2* 
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\(pb <Pxb (Pybj 

gleich 2 ist, insbesondere also, wenn die Determinante 

(5) D = (p,,a<Pyb—<Pxbfyci 

nicht verschwindet. 

Die Bedeutung des Begriffes: „voUstandiges Integral" beruht auf 
folgender grundlegender Tatsache: Man kann durch Enveloppetibildung 
also lediglich mil Hilfe von Differentiations- und Eliminationsprozessen 
aus einem vollstdndigen Integral (4) eine Familie von Losungen der Diffe- 
rentialgleichung (3) gewinnen, die von einer willkUrlichen Funktion ab- 
hdngD. Zu dem Zweck greifen wir aus dieser zweiparametrigen Schar eine 
einparametrige Schar heraus, indem wir die beiden zunachst voneinander 
unabhangigen Parameter a und b durch eine willkiirliche Funktion, 
z. B. b = w(a), verknupferi, und bilden die Enveloppe dieser Schar. 
Dazu denken wir uns die GroBe a aus der Gleichung 

(6) % + (pb w' («) = 0 {h~w (a)) 

als Funktion von x und y ausgedriickt — was ausdriicklich als moglich 
vorausgesetzt wird — und in 

u — q){x, y, a,w (a)) =f {x, y) 

eingesetzt. Wir erhalten so eine von einer willktirlichen Funktion w 
abhangige Mannigfaltigkeit von Losungen rp (x, y). Ubrigens wird die 
auf S. 8 erwahnte scheinbare Paradoxic durch den geschilderten 
Sachverhalt aufgeklart ; indem wir fiir eine partielle Differentialgleichung 
eine zweiparametrige Ldsungsschar vorgeben, haben wir zugleich eine 
von einer willktirlichen Funktion abhangige Funktionenfamilie geliefert; 
die willkiirliche Funktion geht dabei aber in so komplizierter Weise 
ein, daB diese Funktionsfamilie im allgemeinen nicht von unserem An- 
satz S. 7 erfafit wird. 

Wir werden im nachsten Kapitel bei der systematischen Theorie der 
Differentialgleichungen erster Ordnung erkennen, daB sich die Theorie 
des vollstandigen Integrals allgemein auch auf Differentialgleichungen 
fiir Funktionen von n unabhangigen Veranderlichen iibertragen laBt 
und sich in engen Zusammenhange mit der allgemeinen Integratioms- 
theorie bringen lafit. 

3. Singulare Integrale. Aufler der in Nr. 2 durch Enveloppenbildung 
mit einer einparametrigen Teilschar gewonnenen ..allgemeinen" Ldsung 

1 Ob -wir hierdurch die Gesamtheit aUer LOsungen gewinnen, bieibe dahingestellt. 
Die Schwierigkeit der Formulierung allgemeiner Aussagea wird durch folgendes 
Beispiel beleuchtet: Es sei F {x, y , «, p,q) G {.», y, u, p, q) H (x, y, u, p, q) und <p 
ein eu G = 0 gehbriges vollStandiges Integral, welches nicht zugleich auch Ldsung 
von HtbO sei. Dann ist <p gemHiJ unserer Definition auch vollsttodiges Integral 
von JF ta 0, und es existieren Funktionenfamilien, die F >■ 0 Idsen — nttmlich 
Losungen von — , welche sich aus f nicht gewinnen lassen. 
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konnen wir durch Enveloppenbildung manchmal noch eine andere, die 
„singuldre‘ Losung, gewinnen. Es kann namlich vorkommen, daB die 
urspriingliche zweiparametrige Schar u = q){x, y; a, b) von Integral- 
flachen ebenfalls eine Enveloppe besitzti, welche unter den friiheren 
nicht enthalten ist. Auch diese Enveloppe, welche durch Elimination 
von a und b aus den drei Gleichungen 


( 7 ) 


u — q}{x, y, a, b) 

0 = <pa 

0 = q>b 


gewonnen wird, muB eine Losung sein. Sie helBt eine „singulare“ Losung 
von (3). Beziiglich der singularen Losungen gilt nun hier, wie bei 
gewohnlichen Differentialgleichungen, die bemerkenswerte Tatsache, daB 
man zu ihrer Gewinnung tatsachlich gar nicht die Kenntnis eines 
vollstandigen Integrals braucht, daB man sie vielmehr direkt aus der 
Differentialgleichung durch Differentiations- und Eliminationsprozesse 
erhalten kann. Namlich: Man gewinnt die, singularen Losungen durch 
Elimination von p und q aus den Gleichungen 


(8) F{x,y,u,p,q) = Q, = Fj = 0. 

Denn differenzieren wir die Gleichung 


F(^, y, (pf cpxt 9^y) — 0, 

die identisch in a und b besteht, nach a und b, so folgt 

Fu “1“ Pp ^xa "1“ Fg (py 0 = 0 

■Fu (Pb + Fp (pxb Fg(pyfi=0, . 

also gilt, da 93 ^ = gjj = 0 auf der singularen Integralflache ist, fur die 
Punkte dieser Flache selbst: 


Pp d" Pq 9^ya — 0 
PpVxb'^' PqPyb~ 

Setzen wir voraus, daB die Determinante D = fxxfyb—Vxtfya ^.uf der 
singularen Flache nicht verschwindet, so miissen fiir die Flache die 
Gleichungen 

Fp=0 Fy = 0 

bestehen. Die Gleichung des singularen Integrals muB sich also durch 
Elimination von p und q aus den drei Gleichungen (8) gewiimen lassen. 

Unabhtngig von der Bezugnahme auf«ein spezielles vollstandiges 
Integral kann man demgemaB als singulare Losung eine solche defi- 
nieren, fur welche F=Fp=Fg = 0 gilt (vgl. Kap. II, §4). 


* Falls M in F nicht explizite auftritt, ist dies allerdings ausgeschlossen. 
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4. Beispiele, Wir betrachten die zweiparametrige Funktionenschar 

(9) {x-aY + [y-hY + u^ = \, 

d. h. die Gesamtheit der Kugeln vom Radius 1 im x, y, M-Raum, deren 
Mittelpunkt in der x, y-Ebene liegt. Diese Funktionen bilden ein voll- 
standiges Integral der Differentialgleichung 

(10) u^(i+p^ + q^) = i. 

Setzen mrb = w(a), greifen also aus der Gesamtheit der Kugeln diejenige 
einparametrige Schar heraus, deren Mittelpunkte in der ar, y-Ebene auf 
der Kurve y = w{x) liegei^ so liefert die Enveloppe dieser Schar, d. h. 
diejenige Flache, die sich durch Elimination von a aus den beiden 
Gleichungen 

{{x—a)^+{y—w(a)Y-\-u^ = \ 

( x—a + 'w'{a){y—w{a)) = Q 

ergibt, eine weitere Lbsung. Jede derartige Enveloppe ist cine Rdhrcn- 
fl&che mit der Kurve y = w{x) als Achse. 

Nun besitzt auch die gesamte zweiparametrige Schar (9) eine Enve- 
loppe, naralich die beiden Ebenen «< = 1 und u~—i, wic man an- 
schaulich sofort einsieht und analytisch durch Elimination von a und b 
aus den Gleichungen 

{x — aY-\-{y—hY' + u^~\ 

(12) x—a=--0 

bestatigt. Da diese Flachen der Differentialgleichving (10) geniigen, so 
stellen sie deren singulare Losungen dar. 

Wir werden zu ihnen ebenfalls gefiihrt, wcnn wir die GroBcn p und q 
aus den Gleichungen 

(13 ) E = m 2(H-/)2 4. j2) = i, = F^-.-.2u^q-0 

eliminieren. 

Ein weiteres Beispiel ist die in den Anwcndungen hhufig auftretendc 
Differentialgleichung von Clairaut. 

(14) u = xu^ + yUy-\-t{u^,Uy). 

Wir gelangen zu ihr, indem wir von der zwciparamctrigen Ebenenschar 

(15) « = ««4-6y + /(«, i) 

ausgehen, wobei f{a, b) ein* vorgegebene Funktion der Parameter a, b 
ist. Diese Ebenenschar erfiillt wegen Uf<=>a,Uy~b die partielle Diffe- 
rentialgleichung (14), ist also wegen D =» 1 ein vollstandiges Integral 
dieser Differentialgleichung. 
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Zu allgemeinen Losungen der Clairautschen Differentialgleichung 
gelangen wir wieder durch Enveloppenbildung, indem wir nach Wahl 
einer willkiirlichen Funktion h — w{a) den Parameter a aus den 
Gleichungen 

\‘»’ = ax-\-yw{a) + f{a,w{a)) 

I o=zx + yw'{a)+fa + ti>w'{a) 

eliminieren. 

Fiir die Anwendungen ist die singulare Losung der Clairautschen 
Differentialgleichung von ausgezeichneter Bedeutung. Wir erhalten sie 
als Enveloppe der zweiparametrigen Ebenenschar (•14), also durch 
Elimination der GroCen a und b aus den Gleichungen 


(f7) 


u = ax-\-by-\-i{a, b) 
X = —fa 

y=—fb- 


Zu den gleichen Formeln gelangen wir auch, indem wir nach der vorhin 
gewonnenen Regel die Differentialgleichung (15) nach Ux = p, Uy — q 
differenzieren. (Vgl. hierzu im librigen die unter einem anderen Gesichts- 
punkt verlaufenden Betrachtungen in § 6, 3.) 


§ 5. Theorie der linearen und quasilinearen Differential- 
gleichungen erster Ordnung. 

1 . Lineare Differentialgleichungen. Unter einer linearen partiellen 

Differentialgleichung fiir eine unbekannte Funktion «(% x„) ver- 

stehen wir eine Differentialgleichung der Form 

n 

( 1 ) ^aiU^ = a, 

-• 4 * 


wobei tti und « gegebene stetig differenzierbare Funktionen von Xi,...,Xn 
sind; cine quasilineare Differentialgleichung ist eine solche, wobei die 
Koeffizienten auBer von x^, . . . , x„ noch von der Unbekannten u 
selbst abhangen diirfen. 

In diesem Paragraphen soil gezeigt warden, daB die Theorie dieser 
Differentialgleichungen vollstandig aquivalent zur Theorie eines Systems 
gewohnlicher Differentialgleichungen ist. (Vgl. auch Kap. II, § 2.) 

Wir behandeln zunachst den Spezialfall der homogenen linearen 
Differentialgleichung 

(!') = 


Wir bestimmen zunachst im «-dimensionalen Raum der Variablen 
Xi, x„ die Kurven = Xi(s) als Funktionen eines Parameters s durch 
das System der gewdhnlichen Differentialgleichungen 


( 2 ) 


dxj 


r=ai{Xi,...,x^). 


ds 


(» = f w) 
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Diese Kurven heiBen die charakteristischen Kurven unserer Differential- 
gleichung. Auf ihre allgemeine Bedeutung werden wir bei der von 
anderen Gesichtspunkten ausgehenden Behandlung der quasilinearen 
Differentialgleichungen in Kap. II, § 2 zuriickkommen. Im Falle n = 2 
sind sie als diejenigen Kurven gekennzeichnet, welche von den in § 4, 
Nr. i als Ausartungen des Mongeschen Kegels erwahnten Mongeschen 
Achsen beriihrt werden. 

Wir entnehmen der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen 
folgende Tatsachen: Indem wir eine der GroBen Xi als unabharigige 
Veranderliche statt s einfiihren, kbnnen wir, durch Aufldsung der von 
n—\ Parametem c,- abhangigen allgemeinen Losung von (2) die Losung 
in folgender Form darstellen 

= <Pi (^1. x^, (i = I, 1) 

wo Cj die willkurlichen Integrationskonstanten bedeuten und von- 
einander unabhangige „Integrale“ des Differentialgleichungssystems sind. 
Unter einem Integral ^ (x^, ...,x„) ist dabei eine Funktion der unab- 
hangigen Veranderlichen Xf verstanden, welche langs jeder Losungskurve 
des Differentialgleichungssystems (2) einen konstanten Wert besitzt. 

Nun besagt unsere Differentialgleichung (1 ') ; fiir die Werte u (s) = 
«(jfi(s), . . . , x„{s)) einer Losung «■ der partiellen Differentialgleichung 
lungs einer Integralkurve des Systems von gewohnlichen Differcntial- 
gleichungen gilt die Relation 



Unsere Gleichungen driicken also folgenden Sachverhalt aus; Auf 
jeder Losungskurve des Systems (2) gewohnlicher Differentialgleichungen 
hat jede Losung der partiellen Differentialgleichung (!') einen konstanten, 
d. h. von X unabhdngigen Wert. Jede Losung der partiellen Differcntial- 
gleichung ist ein ..Integral des Systems der gewohnlichen Differential- 
gleichungen". 

Andererseits ist jedes Integral 

<p{xi, . . . , Jf„) 

unseres gewohnlichen Differentialgleichungssystems (2) eine Losung der 
partiellen Differentialgleichung. Denken wir uns niimlich in dem Inte- 
gral fiir Xi irgendeine Losung Xi (s) des Differentialgleichungssystems 
(2) eingesetzt, so folgt durch Differentiation nach s fiir f das Be.stchen 
der partiellen Differentialgleichung (!') Ihngs jeder L().sung.skurve Xi{s), 
Da durch jeden Punkt des betrachteten Gebietes eine dieser Lbsungs- 
kurven geht, so erfiillt dort f die Differentialgleichung (1') identisch 
in Xi,...,x„. 

Zwischen je n Integralen 
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unseres Differentialgleichungssystems (2) muB nun eine Relation der Form 


(4) 

bestehen. 


w{(pi,...,<Pn) = 0 

Denn die Gleichungen 

n 


I 

k=:l 




dxk 


(j = 1, . . «)• 


konnen fiir nicht samtlich verschwindende a,- nur gelten, wenn die Funk- 
tionaldeterminante 

^(Pi. 



verschwindet. Diese Bedingung ist aber kennzeichnend fiir das Bestehen 
einer Relation der obigen Form (4). Andererseits gibt es sicherlich n — \ 
voneinander unabhangige Integrale (pi, . ■ .,(pn-\ des Systems (2), so 
daB also jedes Integral sich in der Form 


( 6 ) = 

aus diesem gewinnen lassen muB. Da umgekehrt auch jede Funktion 
w{cp-i , . . auf jeder Integralkurve von (2) konstant und daher ein 

Integral von (2) ist, so haben wir in der Gestalt (6), wobei w eine will- 
kurliche Funktion der n — t-Argumente ist, die Gesamtheit aller L6- 
sungen der partiellen Differentialgleichung (1') vor uns. 

Umgekehrt lassen sich mit Hilfe von « — 1 voneinander unabhangigen 
Losungen (pi, . . der partiellen Differentialgleichung die gewohn- 

lichen Differentialgleichungen (2) Ibsen, indem man z. B. aus den 
Gleichungen (p^ = c„ die w — 1 -GrbBen x^,. . x„_i als Funktionen der 
unabhangigen Veranderlichen und der Parameter Cj, . . ., berechnet. 

2, Quasilineare Differentialgleichungen. Der scheinbar wesentlich 
kompliziertere Fall, wo die gegebene Differentialgleichung (1) nicht mehr 
linear und homogen, sondern allgemein quasilinear und mit einer rechten 
Seite a (%, x^,...,u) versehen ist, laBt sich durch einen auch sonst in 
der Theorie der partiellen Differentialgleichungen wichtigen und immer 
wiederkehrenden Kunstgriff auf den Fall der linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichungen, und zwar mit einer unabhkngigen Veranderlichen 
mehr zurbckfflhren und so vollstandig erledigen.' Diese Zuruckfiihrung 
gelingt, indem wir als neue unabhangige Veranderliche ein- 

fiihren und uns die gesuchte Lbsung von (1) in der impliziten Form 
(p (%, Xp..., x^+i) — 0 Oder allgemeiner mit einer Konstanten c in der Form 

(7) <piXp...X„,X„ + T) = C 

gegeben denken, wo dann die Funktion <p zu bestimmen ist. Wegen 
<Pxi + — 0 geht unsere partielle Differentialgleichung, wenn wir 

noch a(xi, Xt, . . x„,u) = a„+i setzen, fiber in 

fml 


( 8 ) 
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Diese Relation hat genau die Form einer linearen homogenen Differential- 
gleichung fiir die Funktion (p{Xi, . . x„^ i) von « + 1 Veranderlichen. 
Jedoch entsteht eine kleine begriffliche Schwierigkeit : Die Gleichung (8) 
braucht nicht identisch in x^, x^, . . x„+izn bestehen, sondem vennoge 
ihrer Herleitung nur fiir solche Wertsysteme, fur die die Relation (p = 0 
Oder f = c gilt. In dieser Auffassung ist also (8) noch nicht eine lineare 
homogene partielle Differentialgleichung. Aber, wenn wir nicht nur eine 
einzige Losung der urspriinglichen Differentialgleichung betrachten, 
sondem eine einparan^etrige vom Parameter c abhangige durch q? = c 
gegebene Schar, dann besteht die Gleichung (8) fiir alle Werte von Xi, 
^ 2 , ■ ■ ■ . + 1 . ist also wirklich eine lineare Differentialgleichung des be- 

handelten Typus. Denn wahlt man X 2 ,...,x„^i beliebig, so betrachte 
man den dutch q}{xi,. . x„^i) — c gegebenen Wert von c ; da (8) fiir diesen 
Wert von c bestehen muB, so gilt (8) somit identisch in %, x^, ■ ■ ■, -v« + i. 

Indem wir (8) nunmehr durch eine Funktion (p losen und dann f = c 
setzen, gewinnen wir umgekehrt eine einparametrige Schar von Losungen 
von (1). 

Die angekiindigte Reduktion ist damit ausgefiihrt. Sie zeigt, daB die 
Integration der allgemeinen quasilinearen Differentialgleichung (1) mit 
der des gewdhnlichen Differentialgleichungssystems 


aquivalent ist. 

§ 6. Die Legendresche Transformation. 

1, Die Legendresche Transformation fiir Funktionen von zwei Ver- 
anderlichen. Die Integrationstheorie gewisser Klassen von Differential- 
gleichnngen kann wesentlich gefordert werden durch Anwendung der 
sog. Legendreschen Transformation, Wir werden auf diese Transformation 
von der geometrischen Deutung der Differentialgleichung her gefiihrt, 
wenn wir die Integralflache anstatt durch Punktkoordinaten vermittels 
ihrer Tangentialkoordinaten darstellen^. 

Fiir die Beschreibung einer Flache im x, y, f^-Raume durch eine 
Gleichung bestehen zwei dual reziproke Moglichkeiten. Man kann sie 
entweder als Punktgebilde durch eine Funktion u [%, y) geben oder sie 
als Enveloppe ihrer Tangentialebenen auffassen und die Bedingungs- 
gleichung dafiir angeben, daB eine Ebene Tangentialebene an die Flache 
ist. Sind t), u die laufenden Koordinaten auf einer Ebene, deren 
Gleichung 

H— ?7h + a>=:0 

ist, so bezeichnen wir die GroBen rj, co als die Koordinaten der Ebene. 
Da die Tangentialebene an die Flache u(x, y) im Punkte {x, y, u) die 

^ Zum Formalismus dieser Transformation vgl. iibrigens Bd. I, 2. Auf I, S, 203. 
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Gleichung x) — y) Uy = 0 

hat, so sind ihre Ebenenkoordinaten 


i = Ux ri — Uy CO — xUjc-{- y Uy — u. 

Offenbar ist nun die betrachtete Flache auch bestimmt, wenn co 
als Funktion von | und rj gegeben ist, wodurch die zweiparametrige 
Schar der Tangentialebenen charakterisiert wird. Die Abhangigkeit 
(o{i,rj) finden wir aus u{x, y), indent wir aus den Gleichungen 


f = W* V = ‘^y 

die Werte x und y als Funktionen von $ und r] bestimmen und in die 
Gleichung 

co = XU, + yuy—u = xi + yr] — u 

einsetzen. 

Um umgekehrt aus den Tangentialkoordinaten die Punktkoordinaten 
zu berechnen, bilden wir die partiellen Ableitungen der Funktion (o{$, rj ) ; 
wegen ^ = u, und rj — Uy folgt sofort 


und ebenso 


(0( = x + ^^+rj^ 


dx By 


ft) 


'n-T' 


daher ergibt sich fiir den Zusammenhang von Punkt- und Ebenen- 
koordinaten das Formelsystem 


(1) 


??) + «(*, y) = x^-\-yrj 

$ = u, r] = Uy 

x = co( y = <o^, 


welches uns den dualen Charakter der Beziehung zwischen Punkt- und 
Ebenenkoordinaten vor Augen fiihrt. 

Diese Transformation einer Flache von Punktkoordinaten auf Ebenen- 
koordinaten heiBt die Legendresche Transformation fur Funktionen von 
mei Verdnderlichen. Sie tragt einen wesentlich anderen Charakter als 
eine bloBe Koordinatentransformation. Denn es wird nicht etwa einem 
einzelnen Punkt ein anderer Punkt zugeordnet, vielmehr kdnnen wir 
das System (1) so auffassen, daB jedem Flachenelement (x, y, u, u„ Uy) 
ein weiteres Flachenelement (^, rf, co, cOf, co,) zugeordnet wird. 

Die Legendresche Transformation ist immer dann ausfuhrbar, wenn 
sich die beiden Gleichungen u, = I Uy^rj nach % und y auflosen lassen, 
wofiir hinreicht, daB die Funktionaldeterminante 

( 2 ) ^xx'^yy U,y = Q 

fiir die Punkte der vorgelegten Flache nicht verschwindet. 

Insbesondere versagt die Legendresche Transformation offenbar fiir 
solche Flachen, die der Differentialgleichung 

'^xx'^yy ® 
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geniigen, d. h. fiir die abwickelbarenFlachen. Dies Ergebnis ist geometrisch 
anschaulich. Denn eine abwickelbare Flache besitzt nach ihrer Definition 
nur eine einparametrige Schar von Tangentialebenen mit Beriihrungs- 
geraden, nicht Beriihrungspunkten, so dab es nicht moglich ist, eine 
umkehrbar-eindeutige Zuordnung zwischen den Punkten und den 
Tangentialebenen des Gebildes herzustellen. 

Wir berechnen im Hinblick auf die Anwendung der Legendreschen 
Transformation auf Differentialgleichungen zweiter Ordnung schlieBlich 
noch die Transformation der zweiten Ableitungen. der Funktionen m(^;, y) 
und (joi^.rj). Zu diesem Zweck denken wir uns in den Gleichungen 
i = Ux,rj — Uy die Variablen x und y vermittels der Beziehungen x = cOf 
und y = 0)^ als Funktionen von i und rj ausgedriickt. Durch Diffe- 
rentiation dieser Gleichungen nach ^ und rj finden wir 


I = -t- Mry COj, 

0 = '^xy “f* '^yy 

0 = ©I,, + 

1 = Ugy Uyy CO,j ,j . 


Setzen wir 

zur .^ibkiirzung 


* 

(3) 

j 




1 

^xx ‘^yy 

--Uly = Q, 

so erhalten 

wir 

f = 


(4) 


II 




II 



2 . Die Legendresche Transformation fur Funktionen von n Varia- 
blen. Der Vollstandigkeit halber geben wir die Form der Legendreschen 
Transformation an fur den Fall, daU es sich um Funktionen u{xi, x„) 
von 11 unabhtngigen Veranderlichen handelt. Die Legendresche Trans- 
formation wird hier durch folgendes Formelsystem geliefert: 


(5) 


u{xi, . . , , x,^ -{■ Oi (fi, • . • , l») = • -j- 

^1 = ^1 = 


Um die Formeln, vermittels deren sich die zweiten Ableitungen 
transformieren, anzugeben, bezeichnen wir die zu dem Element 
bzw. (Of.fj, der Matrix 
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gehorige Unterdeterminante mit Uik bzw. und die Determinante 
der Matrix selbst mit U bzw. Q. Dann lauten die gesuchten Formein 

(«) 

und es gilt QU 

Die Anwendbarkeit der Legendreschen Transformation ist hier an 
die Bedingung U + 0 bzw. gekntipft, wie man nachprufe. 

3. Anwendung der Legendreschen Transformation auf partielle 
Differentialgleichungen. Wir betrachten eine partielle Differential- 
gleichung von hochstens zweiter Ordnung 

(7) F{X, y, U, U^, Uy, U^y, Uyy) = 0. 

Durch die Legendresche Transformation werde einer Ldsungsflache 
u{x, y) dieser Gleichung die Funktion (o{^, rj) zugeordnet. Die Gleichung 
F = 0 geht dann iiber in eine Differentialgleichung fiir die Funktion co, 
die ebenfalls von hochstens zweiter Ordnung ist, nSmlich in 


(8) G = F{cO(, O),, qo)^^)=0 

mit 



^ { to, — 

Diese Differentialgleichung liefert uns jedoch im allgemeinen nur die 
nichtabwickelbaren Integralflachen der ursprunglichen Differential- 
gleichung, da fiir abwickelbare Flachen die Legendresche Transformation 
nicht anwendbar ist. 

Die Legendresche Transformation wird, insbesondere fiir partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung, dann mit Erfolg angewendet 
werden kdnnen, wenn die Variablen x, y und u in einfacher Weise, die 
Ableitungen % jedoch in mehr komplizierter Weise auftreten. 

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung 

( 9 ) U^Uy = X. 

Sie geht dutch die Legendresche Transformation fiber in 


{ 10 ) iri — co^, 

deren Losung sich unmittelbar angeben lafit: 

(0 = I + w{r]). 

Auf Grund der Transforraationsformeln folgt 


( 11 ) 


x = iri 

y = 1 ^* + je»'(^) 

M Jj +ri w'{rj) — w{rj). 
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Wenn wir aus diesen drei Gleichungen ^ und 7} eliminieren, so erhalten 
wir die gesuchten Losungen der gegebenen Differentialgleichung^. 
Betrachten wir dagegen die Differentialgleichung 

(12) W*My=1, 

so wurde die Legendresche Transfonnation ergeben 

= 1 . 

Diese Gleichung ist gar keine Differentialgleichung mehr und zeigt 
an, dafi hier die Transformation versagt. Stlmtliche Losungen von 
u^Uy = \ miissen abwickelbare Flachen sein. Dies bestatigt man sofort 
durch Differentiation der Gleichung nach x und y; 

I '^x y ^y y '^x 0 , 

da die Mdglichkeit Ux = Uy — 0 wegen «y = 1 ausgeschlossen ist, muB 
fur jede Integralflache u{x, y) die Bedingung 


Ug^Uy 


■u‘ 


0 


erfiillt sein**. 

Genau so versagt die Legendresche Transformation fiir jede Diffe- 
rentialgleichung der Form 

(14) F{Ug,Uy)=0. 

Ein drittes interessantes Beispiel bildet die schon in § 4, 3 betrachtete 
Clairautsche Differentialgleichung: 

(15) , XUg-\-yUy — U^f{Ux,Uy). 

Durch die Legendresche Transformation wird (15) in die einfachc 
Gleichung 

(fO) o> = f[l,ri) 

^ Jedoch fehlen solche Ldsungen, auf denen der Ausdruck wjy ver- 

$chwindet. Nun folgt durch Differentiation der Gleichung Uy ^ nach x und y: 


X Uy -j^ U 

Uxy Uy 4“ u. 


xy **x 
yy % 


s:: i 


also ein unhomogenes Gleichungssystem, dessen Determinante nur 


vcrschwinden kann, wenn u. 
Losungen die Form 


'*xy 


'xy " 


ist. Hieraus folgt, daB <lie5 fehlendon 

\ 

w a y 4* + b 

2a 

mit beliebigem konstantem « und b haben mQssen. latsacblich gibt diescr Aus- 
druck ein vollstandiges Integral von (9), aus dem man leicht nach der Vorschrift 

von § 4 die obige Ldsung wiederfindet. 

=* Die Differentialgleichung ( 12 ) laCt sich Qbrigens durch die Substitution x « 

leicht auf die Form (9) auriickflihren und so lOsen; oder auch mittels des voll- 
standigen Integrales 

tsK jK 4" *"* y 4 ^ • 
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iibergefuhrt. Wir schlieBen daraus, daC die einzige nicht abwickelbare 
Integralflache der Clairautschen Differentialgleichung durch die Gleichung 

Oder in Punktkoordinaten ausgedriickt 

x==f,(i,rj) 

( 17 ) . y==U{t,ri) 

1 « = 

dargestellt wird. 

Folgende Rechnung bestatigt den SchluB: Durch Differentiation der 
Differentialgleichung ergeben sich mit der Abkiirzung p = u^, q = Uy 
die Formeln 

(^— /?) w** + (y— /«) = 0 

{x~fp)uxy+{y—i^)uyy = 0, 

woraus folgt, daB fiir eine Integralflache entweder 

D=^UxxUyy — Uly = Q) 

Oder 

x = fp y = f, 

gelten muB. Die letztere Moglichkeit liefert aber gerade die oben erhaltene 
Ausnahmeflache. 

Endlich betrachten wir als Beispiel eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung namlich die Differentialgleichung der Minimalfldchen: diese 
lautet 

(18) (l Wy) tiyx 2 Ux Wy Uxy ~}“ (i ~1" “ 0. 

Sie ist in den Ableitungen von u [x, y) nicht linear. Dieser scheinbaren 
Komplikation kann nun dadurch begegnet werden, daB man (18) durch 
die Legendresche Transformation unmittelbar in 

(19) (1 + rf) %„ + + (1 +1*') = 0, 

also eine lineare Differentialgleichung, transformiert. Spater (vgl. Anhang 
§ 1 , Kap. fll, § 2, 2 und Kap. VII, § 1 0) werden wir andere Linearisierungen 
der, uns ubrigens schon aus Bd. I, S. 156 bekannten Differentialgleichung 
(18) betrachten, welche fur die Theorie der Minimalflachen einen ein- 
fachen Zugang offnen. 

§ 7. Die Bestimmung der Ldsungen durch ihre 
Anfangswerte und der Existenzsatz. 

1 . Formulierung und ErlSuterung des Anfangswertproblems. Das 
Auftreten willkflrlicher Integrationskonstanten bei den Ldsungen ge- 
wShnlicher Differentialgleichungen wird am besten durch die Aussagen 
dber die Ldsungen des Anfan^sweriproblems gekennzeichnet. Wenn eine 
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gewohnliche Differentialgleichung «***■ Ordnung fur eine Funktion u (.r) 
sich in die Gestalt 

«(") = / [x, U, u', u", . . 

setzen ISBt, so kann man fiir die Losung u an einer beliebigen Stelle 
Xq, z. B. Xo — 0, die Werte u (a;#) = q, u' {x„) = c^, (aro) == c„ 
willkurlich vorschreiben ; die Gesamtheit der Lbsungen erscheint als 
«-parametrige Funktionenschar mit diesen Anfangswerten q, . . . , c„ als 
Parametern. 

Anfangsprobleme dieser Art spielen in der mathematischen Physik 
eine wichtige Rolle, z. B. wenn es sich darum handelt, eine von der 
Zeit x abhangige ZustandsgroBe, ti{x), welche der obigen Differential- 
gleichung gentigt, aus ihrem Anfangszustand fur x = 0, d. h. Anfangs- 
wert und Anfangswerten der ersten 1-Ableitungen in ihrem zeitlichen 
Gesamtverlaufe zu bestimmen. 

Ahnliche Anfangswertprobleme treten naturgemaB auch auf, wenn 
die gesuchte GroBe u nicht nur von der Zeitvariablen x, sondern 
noch von anderen Veranderlichen y,... abhhngt. Auch bei partiellen 
Differentialgleichungen werden wir nun durch die Diskussion solcher 
Anfangswertprobleme den ubersichtlichsten AufschluB uber die Mannig- 
faltigkeit der Lbsungen, d. h. das Auftreten willkiirlicher Funktionen 
in der Lbsungsgesamtheit gewinnen. Der Kiirze halber wollen wir bei 
den Ausfuhrungen dieses Paragraphen zwei unabhangige Veranderliche 
x, y zugrunde legen mit dem Hinweis, daB alle Dberlegungen sich ohne 
weiteres auf mehr unabhangige Veranderliche verallgemeinern lassen. 

Wir orientieren uns zunachst an einigen Beispielen. 

Bei der Differentialgleichung 

a M* 4- /S «y = 0 

mit konstantem a und /S wird die Lbsungsmannigfaltigkeit durch 
u = w{xy—^x) mit willkurlichem w gegeben. Nehmen wir nun an, 
daB die Anfangswerte u(0,y) = ^{y) willkurlich vorgeschrieben seien, 
so bestimmt sich die Funktion w, indem wird x — 0 setzen, und wir 

erhalten die Las«n« Allememcr betrachten wir mm 

(vgl. §■'1, i, Nr. 5) die Differentialgleichung 

x(u)uf + p{u)uy = 0, 

wo nunraehr die Koeffizienten a und noch von der gesuchten Funktion 
in gegebener Weise abhangen. 

Wir stellen das Anfangswertproblem, eine Losung zu finden, fiir 
welche «(0, y)= 9 >(y) eine vorgeschriebene Funktion ist. 

Die Lbsungsmannigfaltigkeit unserer Differentialgleichung war durch 
a{u)y~^{u)x = w{u) mit willkflrlicher Funktion w gegeben. Die will- 
kiirliche Funktion w bestimmt sich wieder aus der Anfangsbedingung, 
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indem man == 0 und u^(p{y) einsetzt. Es wird dann w{f) = OL[(p)y, 
Konnen wir nun die Gleichung u^<p{y) durch y=^%{u) umkehren, 
so haben wir durch w[(p) =^{(p)x{(p) die willkiirliche Funktion w be- 
st immt. Die gesuchte Losung mu6 also allgemein der Gleichung 

c^{u) y-- ^{u) X = cl{u) x{u) 

Oder ^ ^ ^ 

genugen. Wenn wir aus dieser impliziten Gleichung eine Funktion 
u{x,y) bestimmen, haben wir damit das Anfangswertproblem gelost. 
(Einen fiir uns spater wichtigen speziellen Fall werden wir am SchluB 
dieses Paragraphen S. 44 im einzelnen diskutieren.) 

Bei der Differentialgleichung zweiter Ordnung u^y = g {x, y) wird 
nach §4,1, Nr. 3 durch das dort betrachtete Dreiecksintegral (2) diejenige 
Losung geliefert, welche auf der vorgeschriebenen Kurve C verschwindende 
Ableitungen und Uy besitzt und dort selbst verschwindet. (Dafl u 
auf C verschwindet, folgt aus dem Verschwinden von u^, Uy auf C schon, 
wenn « an einer einzelnen Stelle der Kurve C als Null vorausgesetzt 
wird.) Allgemein stellt jene Formel (2) eine Losung mit willkiirlich 
vorgeschriebenen Anfangswerten von m, und Uy dar. 

Die einfachste Schwingungsdifferenticdgleichung 

fur eine Funktion u (x, y) fuhrt zu dem Anfangswertproblem: Fiir a: = 0 
ist der Anfangszustand u (0, y) = 93 (y) und «,(0, y) =y)(y) willkiirlich 
vorgeschrieben (vgl. hierzu Bd. I, Kap. V, § 3). Aus der Losungsmannig- 
faltigkeit u = f {y x) + g{y— x) unserer Differentialgleichung gewinnt 
man die spezielle Gestalt der Funktionen / fthd g durch Anpassung 
an die Anfangsbedingungen auf Grund von /(y) + g(y) = 9 >(y), f'{y) — 
g' (y) =ip{y), woraus sich sofort f und g und endlich die gesuchte 
Losung u durch die Formel 

y + x 

2u{x, y) =<p{y + x)-^(p{y—x) + jip[X)dX 

y~x 

ergibt. 

Um zu einer allgemeinen Formulierung des Anfangswertproblems zu 
gelangen, setzen wir voraus, daB die gegebenen Differentialgleichungen 
in einer Form erscheinen, wo sie nach den hochsten Ableitungen der 
unbekannten Funktion oder Funktionen beziiglich x aufgelost sind. 

Wir betrachten zunichst die Differentialgleichung erster Ordnung 

(1) F{x,y,u,p,q) — 0, 

wobei wieder zur Abkiirzung 


CoorMt«Hllil)ert, Matbemttischf Physik H, 


q^XXUy 


3 
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gesetzt wird, und setzen voraus, daC sich diese Differentialgleichung ( 1 ) 
nach p aufldsen lafit in der Form 

( 2 ) p = f{x,y,u,q). 

Das Anfangswertproblem lautet nunmehr folgendermaBen : Es soil 
eine Losung u{x, y) von ( 2 ) gefunden werden, welche fiir a; = 0 in eine 
vorgegebene Funktion u(0,y) = qi(y) iibergeht; oder geometrisch ge- 
sprochen, es soli eine Integralflache gefunden werden, welche die Ebene 
a; = 0 in einer gegebenen Anfangskurve u = q>{y) schneidet. 

Man konnte ubrigens allgemeiner das Problem stellen, eine Integral- 
flache von F{x,y, u, p,q) = 0 aufzusuchen, welche durch eine gegebene 
Raumkurve u = (p{y), x — %p{y) geht. Indem man dann in der Diffe- 
rentialgleichung statt X und y als neue unabhangige Veranderliche 
f = x—'q){y) und = y einfiihrt und u{x, y) — u(i + tp{rj),7j) = cad, v) 
setzt, geht sie in F{i + ca,— ■(p'oif) = Gd, r), ca, ca^, (o^) = 0 

liber mit der Anfangsbedingung ea( 0 , »/) = Das allgemeinere 

Problem ist also auf das Problem in der urspriinglichen speziellen Gestalt 
zuriickgefiihrt, auf welche wir uns im folgenden beschranken wollen. 

Bei einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 

( 3 ) F{x,y,u,p,q,r,s,i) = 0, 
wobei hier wie auch spater zur Abkiirzung 


T — ^xx — Px ^ — Py ix ^ ^yy iy 

gesetzt ist, machen wir wiederum die Voraussetzung, daB sie sich in 
dem betrachteten Argumentbereich nach r auflosen laBt in der Form 


(4) 


r = f{x, y, u, p, q, $, t) . 


Das Anfangswertproblem fiir diese Differentialgleichung lautet: Es soil 
eine Losung u {x, y) gefunden werden, fiir welche bei a; = 0 die Anfangs- 
werte von u und 

(5) « (0, y) = (y) (0, y) = (y) 

vorgeschrieben sind. 

Statt der einen willkiirlichen Anfangsfunktion 9 ? (y) bei einer Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung treten also hier zwei willkiirlich vor- 
gegebene Anfangsfunktionen q)[y) und y>(y) auf. 

Analoge Probleme konnen fiir Differentialgleichungen hoherer Ord- 
nung Oder Systeme von Differentialgleichungen gestellt werden, z. B. 
fiir ein System erster Ordnung 


duj 

dx 


fi(x, 


y-«i. 


0«i 

Ty’ 


0Wm\ 

dyj’ 


(i= 1 , 


wobei fur die unbekannten Funktionen Ui{x, y) die Anfangswerte 


«.( 0 , y) = (piiy) 
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willkiirlich vorgeschrieben sind. Wenn man zeigen kann, da6 unsere 
Anfangswertprobleme eindeutig bestimmte Losungen besitzen, so ist 
damit das Auftreten der willkiirlichen Funktionen in der Ldsungs- 
mannigfaltigkeit vollig aufgeklart. 

2. Reduktion auf ein System von quasilinearen Differential- 
gleichungen. Fine nahere Diskussion aller unserer Anfangswertprobleme 
gestaltet sich am iibersichtlichsten und einheitlichsten, wenn man sie auf 
aquivalente Anfangswertprobleme fiir Systeme quasilinearer Differential- 
gleichungen erster Ordnung zuruckfiihrt. Wir haben zwar gesehen, 
da6 die Losungsgesamtheit von Differentialgleichungssystemen im all- 
gemeinen nicht mit der Losungsmannigfaltigkeit einzelner Differential- 
gleichungen gleichwertig ist. Jedoch wird sich zeigen, dafi eine solche 
Aquivalenz in unserem Falle erzielt wird, indem man nicht die Diffe- 
rentialgleichungen schlechthin, sondem diese zusammen mit zusatzlichen 
Anfangsbedingungen betrachtet. Dann hat man naturgemaB bei dem 
Differentialgleichungssystem, welches an sich eine groBere Mannigfaltig- 
keit von Losungen liefern wiirde, die Anfangsbedingungen so zu speziali- 
sieren, daB danach die Losungsmannigfaltigkeiten der beiden Anfangs- 
wertprobleme zusammenfallen. 

Wir fiihren die Reduktion auf ein iquivalentes quasilineares (und 
daher prinzipiell einfacheres) Differentialgleichungssystem zunkchst fdr 
die Differentialgleichung erster Ordnung (2) durch. Wir bemerken, 
dafi durch die Vorgabe von u{0, y) =(p(y) zugleich die Anfangs- 
werte q{0, y) = (p' (y) mit gegeben sind. Femer liefert nunmehr die 
Differentialgleichung (2) den Anfangswert fiir p, namlich 

^[0, y) = /(O, y, cp (y),(p' (y)). 


Indem wir die Differentialgleichung (2) nach x differenzieren, er- 
kennen wir, daB die drei GroBen u, p, q dem folgenden System von 
quasilinearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 


( 6 ) 


~ Py 

Px = fx-\- UP + fg Py 


und den Anfangsbedingungen 


(7) M(0,y)=9j(y) ?{0, y) = 9 >'(y) ^( 0 , y) =/(0, y,^) (y),?)' (y)) 

geniigen. Wir behaupten, dafl dieses Anfangswertproblem mit dem 
urspriinglichen aquivalent ist. 

Man, hat dazu nur zu zeigen, daB fiir ein Ldsungssystem «, p, q des 
Gleichungssystems (6), (7) die GleichungeA 

p = f{x,y,u,q} Ux = P Uy — q 
erfiillt sind. Nun folgt aus (6) wegen py = 


Ux y jr 


3 ’ 
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also durch Integration nach x 

Uy{x,y)-=q-\-v{y)\ 

setzt man hier aber x = 0, so folgt aus den Anfangsbedingungen (7), 
da sicherlich f' (y) =Uy{Q, y) ist, v{y) = 0, also 

Uy = q 

fiir alle x und y. Weiterhin ist nach (6) 

»xx = Px = ^f(x,y.u,q)-, 

also folgt durch Integration 

«* = /(*. y , ?) + a(y)- 

Hieraus ergibt sich aber, da fiir »:=?=0 sicher «* = / gilt, a(y) = 0 
Oder Ux = f{x,y,u,Uy); d. h. u{x,y) ist Losung des urspriinglichen 
Problems. 

Ebenso erkennt man, daB man das Anfangswertproblem der Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung (4) mit den beiden Anfangsbedin- 
gungen (5) durch das aquivalente Anfangswertproblem des folgenden 
Differentialgleichungssystems fiir sechs Funktionen u, p, q, r, s, t der 
unabhSngigen Veranderlichen x, y ersetzen kann 

«* = /> <lx==^Py Px = x 

"XX Ty “ Sy 

rx = fx + f»p d- fp X + /, py + A ry -I- itSy, 

wobei als Anfangsbedingungen 

u (0, y)=q) (y) p (0, y) = V (y) q (0, y) q)' (y) 
t{0,y)=x<p"{y) s(0, y)=v>'(y) 

^(0- y) = f(o, y,(p[y),f{y),f' (y),y' {y),<p" (yl) 

vorgeschrieben sind. Hier haben wir aus den vorgcgcbcnon Anfangs- 
daten (p,ip des urspriinglichen Problems und der Differentialgldchung 
von vornherein die weiteren passenden Anfangsdaten fiir q, t, s, r cnt- 
nommen. Genau wie oben stellt sich heraus, daB die Grofien p, q, r, s, t 
mit den Ableitungen u^, Uy, u^y, Uyy tibereinstimmen, daB u und p 
die vorgeschriebenen Anfang-swerte annehmen und daB die Different ial- 
gleichung r=xf{x, y, u, p, q, s, t) erfiillt ist. 

Ahnlich konnen wir die Ersetzung durch ein quasilineares System 
fur Differentialgleichungen hdherer Ordnung Oder fiir Differential- 
gleichungssysteme vornehmen, was nicht naher ausgefilhrt zu werden 
braucht. 

Unsere quasilinearen Differcntialgleichungssysteme enthalten in den 
Koeffizienten der rechten Sfeite noch die unabhangigen Verinderlichen 
X und y. Es erweist sich nun vielfach als formal bequem, durch eine 
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Abanderung vermoge eines kleinen technischen Kunstgriffes zu einem 
aquivalenten weiteren quasilinearen Differentialgleichungssystem iiber- 
zugehen, in welchem die unabhangigen Veranderlichen nicht mehr 
explizite auftreten und welches uberdies in den Ableitungen homogen 
ist. Zu diesem Zwecke fiihren wir fomaal statt x und y zwei weitere 
Funktionen | (x, y) und rj {x, y) ein durch die Gleichungen 

( 8 ) tx = 'ny 'nx = 0 

mit den Anfangsbedingungen 


(9) 1(0, y) = 0 rj{0,y) — y, 

welche die Losungen ^ = x. 7] = y und keine anderen besitzen. Da 
dann rjy = 1 ist, konnen wir unser Anfangswertproblem (6), (7) auch 
dutch das neue offenbar aquivalente System fur die fiinf Funktionen 
u.p.q.^.rj , 

‘^x — f'l]y qx — Py 

( 10 ) { ^x = riy 

Px~ tqpy ifx p fu) '>ly 


ersetzen. Hierbei ist in /,, /*, /„ statt x, y stets f, rj zu setzen und es 
sind die Anfangsbedingungen 


( 11 ) 


u{0,y)=(p(y) q{0,y) = (p'{y) 

i(0,y) = 0 tj(o,y) = y 

P(o, y) = f(o, y,(p{y),(p' (y)) 


zu stellen. Damit ist das zum Anfangswertproblem (2) aquivalente 
Problem aufgestellt, welches die gewiinschte Form besitzt. 

Entsprechendes gilt fiir das Anfangswertproblem zweiter Ordnung: 
Indem wir wie beim Problem erster Ordnting die kiinstliche Ersetzung 
von X und y durch Hilfsfunktionen f und rj vomehmen, welche den 
Differentialgleichungen (8) und den Anfangsbedingungen (9) geniigen, 
konnen wir wiederum unser urspriingliches Anfangswertproblem (4), (5) 
durch ein aquivalentes Anfangswertproblem fiir ein' System homogener 
quasilinearer Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die Funktionen 
u, p, q, r, s, t, 7] ersetzen. 

Die so auftretenden Anfangswertprobleme haben, wenn wir die 
unbekannten Funktionen generell mit tq, bezeichnen, durchweg 
die Gestalt 

fn 

(") (<=1^2 -») 


wobei Anfangsbedingungen der Form 

( 13 ) Mo.y)^<Pi{y) 

vorgeschrieben sind. 
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Dabei sind die Koeffizienten G, Funktionen, welche 
explizite nur von den gesuchten Funktionen «,• selbst, nicht aber von 
den unabhangigen Veranderlichen x und y abhangen. 

Auf ein solches Anfangswertproblem lassen sich auch Anfangswert- 
probleme hoherer als zweiter Ordnung und solche fiir Differential- 
gleichungssysteme nach dem obigen Muster ohne weiteres reduzieren. 

3. Die Bestimmung der Ableitungen langs der Anfangsmannig- 
faltigkeit. Ein entscheidender Punkt fiir die Diskussion der Anfangswert- 
probleme ist : Man kann mit Hilfe der Differentialgleichungen und der 
Anfangsdaten ein eindeutiges Verfahren zur Berechnung der weiteren 
Ableitungen der gesuchten Losung langs der Anfangskurve angeben, 
vorausgesetzt daS solche Losungen mit stetigen entsprechenden Ablei- 
tungen existieren. Wir beachten zunachst generell, daB Idngs der An- 
fangskurve x = 0 alle schon bekannten GroBen, etwa u und gewisse Ab- 
leitungen von u, wenn wir sie nach y differenzieren, wieder bekannte 
GroBen, d. h. weitere Ableitungen liefem. Die noch fehlenden durch 
Differentiation nach x entstehenden Ableitungen miissen sodann mit 
Hilfe der Differentialgleichungen bestimmt werden. 

Bei der Differentialgleichung p = f{x, y, u, q) wird demgeraaB langs 
der Anfangskurve q = (p' [y) und t — Uyy — qy = <p"{y) usw. durch die 
Vorgabe bestimmt. Die Differentialgleichung selbst liefert den Wert 
y)=f (0, y, (p (y), q>' iy)). Ebenso ist dann q^ = PyT= + /„ q qy 
fiir z = 0 bekannt. Um die langs der Anfangskurve noch fehlende zwcite 
Ableitung z = = zu bestimmen, differenzieren wir die Gleichung (2) 

nach X und erhalten r = = f^p + g*. Da nunmehr rechts 

fiir x = 0 nach dem Vorigen schon bekannte GroBen stehen, so i.st 
auch die linke Seite fiir z = 0 bestimmt. 

Durch weiteres Differenzieren der schon gewonnenen GroBen bzw. 
der Differentialgleichung erhalten wir alle weiteren Ableitungen Hlngs 
der Anfangskurve, solange die Voraussetzung stetiger Differenzicrbar- 
keit der Funktion / und der Losung « erfiillt ist. 

In ahnlicher Weise konnen wir die Ableitungen von « iSngs der 
Anfangskurve bei einem Anfangswertproblem der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung (4) bestimmen. Der Dbersichtlichkeit und grdBeren 
Allgemeinheit wegen diskutieren wir jcdoch sogleich das allgemeine 
Anfangswertproblem (12), (13), welches alle betrachteten speziellen 
Probleme umfaBt. Ein System dieser Form ItlBt besonders deutlich 
erkennen, in welcher Weise Itlngs der Anfangsmannigfaltigkeit, d. h. fiir 
z = 0 die Ableitungen der Funktionen sich sukzes.sive bestimmen. 

Zunachst erhait man aus den Funktionen (pi (y) durch Differentiation 
die Ableitungen . . . usw. an der Link * « 0; sodann aus den 

Differentialgleichungen die ersten Ableitungen nach z. Durch Differen- 
tiation der gewonnenen GrSBen nach y erhait man fiir za»0 die 
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gemischten Ableitungen Indem man sodann das Differential- 

gleichungssystem (12) nach x differenziert, erhalt man auf der rechten 
Seite Ausdriicke, welche nur erste und gemischte zweite Ableitungen 
der Funktionen nach x und y enthalten, also bekannt sind und daher 
nunmehr die Werte der Mnken Seite, namlich die zweiten Ableitungen 

bestimmen usw. Bei dieser sukzessiven Bestimmung werden, wie 

besonders hervorgehoben sei, lediglich Differentiationsprozesse und 
Einsetzungsprozesse vorgenommen. 

Nehmen wir an, da8 die Differentiationen unbeschrankt ausfiihrbar 
sind, so bestimmen sich dadurch langs x = 0, speziell also an der Stelle 
x~Q, y — 0 aus den Anfangsdaten samtliche Ableitungen der Funk- 
tionen 

Falls wir wissen, dafi die Losungen w,- sich in der Umgebung einer 
Stelle der Anfangslinie z. B. a; = 0, y = 0 in Potenzreihen entwickeln 
lassen, so sind daher die Koeffizienten dieser Taylorschen Potenzreihen- 
entwicklung und somit die Funktionen selbst durch die Anfangs- 
bedingungen eindeutig bestimmt. 

Es liegt nun nahe, diesen Zusammenhang umzukehren. Falls der 
oben geschilderte ProzeB der sukzessiven Bestimmung der Anfangs- 
ableitungen unbeschrankt ausfiihrbar ist — und dies ist der Fall, wenn 
die Differentialgleichungen selbst und die Anfangswerte andytisch sind—, 
so kann man mit Hilfe der so gewonneiien Ableitungen als Koeffizienten 
formal die Potenzreihen bilden und untersuchen, ob die so gebildeten 
Potenzreihen konvergieren und das gestellte Anfangswertproblem losen. 

4. Existenzbeweis analytischer Losungen von anal 3 d:ischen Diffe- 
rentialgleichungen. Wir wollen demgemafi nach Cauchy und Sophie 
Kowalewski den folgenden fundamentalen Existenzsatz beweisen. Es 
seien (pi{y), ...,(p„{y) andytische Funktionen von y in der Umgebung 
von y = yo. Es sei (yo) = m®. Es seien ferner die Funktionen Gn, (%, . . . ,«„) 
andytisch in der Umgebung von Ui = Ui. Dann gibt es ein und nur ein 
System von Funktionen Ui [x, y) , welche in der U mgebung von x=0, y = yo , 
andytisch sind, dem Differentidgleichungssystem 


( 13 ) 


m 



hmi 


genUgen und fur x = 0 die Werte q>i (y) annehmen. 

GemSlB den Bemerkungen aus Nr. 2 entnehmen wir aus diesem 
Existenzsatz sofort fiir Differentialgleichungen erster und zweiter 
Ordnung: Wenn in den Differentialgleichungen (2) bzw. (4) die Funk- 
tionen F bzw. / analytisch von ihren Argumenten in den betreffenden 
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Bereich abhangen und wenn die Anfangsfunktionen <p(y),y}{y) analy- 
tisch in y sind, so besitzen die dort ' gestellten Anfangswertprobleme 
eine und nur eine analytische Losung. 

Beim Beweise des genannten Fundamentalsatzes diirfen wir ohne Be- 
schrankung der Allgemeinheit die Voraussetzung yo = 0 und m® = 0 
machen. Sonst konnten wir, ohne die Form der Differentialgleichungen 
zu andern, durch Einfiihrung von y — y^ als neue unabhangige Ver- 
anderliche und %— m® als neue gesuchte Funktionen diese Forderung 
sofort erfiillen. Wir driicken nunmehr die Voraussetzung des analy- 
tischen Charakters unserer Daten aus, indem wir annehmen, daB die 
Funktionen Gi^, <Pi durch die folgenden Potenzreihen gegeben seien 

€» 

(14) = 

v = x 


(15) 


Gf* (Ml... .,««)= X b] 


dk 




,v„. = 0 




m 


Dabei mogen die gegebenen Potenzreihen (14), (15) in einer gewissen 
Umgebung | W; | ^ r bzw. | y | S g konvergieren. 

Unsere Behauptung ist: Das oben gestellte Anfangsproblem des 
Differentialgleichungssystems besitzt eine Losung, welche sich dutch 
Potenzreihen 


( 16 ) Mx,y)=^c}^x‘y’‘ 

l.k 

ausdriicken la,Bt. 

Aus Nr. 3 wissen wir, daB die Koeffizienten der Potenzreihen (16) 
sich durch die Differentialgleichungen und die Anfangsdaten eindeutig 
bestimmen. Wir gewinnen namlich die Werte der Ableitungen der 
— noch hypothetischen — Losungen «,■ an der Stelle x :=?= 0, y == 0, 
indem wir einfach in den nach Nr. 3 gewonncnen Anfangsablcitungcn 
speziell y = 0 einsetzen. Damit aber sind die Koeffizienten cj^ der 
Reihenentwicklungen (16) eindeutig festgelegt. 

Nehmen wir an, dafl die fonnalen auf diese Weise bestimmten Potenz- 
reihen wirklich in einem gewissen Gebiet um den Nullpunkt x 0, 
y = 0 konvergieren, so dtirfen wir sie nach bekannten Shtzen im Inneren 
des Konvergenzbereiches gliedweise differenzieren und die entstehenden 
Potenzreihen in die Differentialgleichung einsetzen. Die so entstehenden 
Ausdriicke dhrfen wir wiederum in Potenzreihen nach x und y um- 
ordnen. Die Differenz der linken und rechten Seiten der Differential- 
gleichungen werden dadurch Potenzreihen in x und y, welche mit ihren 
samtlichen Ableitungen im Nullpunkt verschwinden — dies foigt aus 
der Art, wie wir die sukzessiven Ableitungen der an dieser Stelle 
definiert haben. — Somit mtissen die Differenzen von rechter und 
linker Seite in unseren Differentialgleichungen identisch venschwinden, 
d. h. die stellen ein Ldsungssystem dar. Dafl dieses Ldsungssystem 
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die vorgeschriebenen Anfangswerte besitzt und somit unser Anfangs- 
wertproblem lost, ergibt sich ebenfalls direkt aus der Konstraktion 
der Potenzreihen (16), immer unter der Voraussetzung, daB diese kon- 
vergieren. Ber Beweis unseres Existenzsatzes ist also gefUhrt, sobald wir 
zeigen konnen, unsere Potenzreihen (16) tats&cUich innerhalh eines 
gewissen Gehietes konvergent sind. 

Zu diesem Nachweise betrachten wir genauer die Struktur der Koeffi- 
zienten c]/, in ihrer Abhangigkeit von den Koeffizienten al, 

Wir beachten zunachst, dafi durch gliedweise Differentiation irgend- 
einer Potenzreihe neue Potenzreihen entstehen, deren Koeffizienten aus 
den urspriinglichen durch Multiplikation mit nichtnegativen ganzen 
Zahlen entstehen. Bei der Einsetzung von Potenzreihen in den rechten 
Seiten der Differentialgleichungen ( 13 ) treten lediglich die Prozesse 
des Addierens und Multiplizierens auf. Ordnen wir die so rechts ent- 
stehenden Ausdriicke in Potenzreihen nach x und y um, so ergeben sich 
die Koeffizienten dieser Potenzreihen als Polynome in den GroBen 
Die Koeffizienten dieser Polynome sind nichtnegative 
ganze Zahlen, die ihrerseits von der speziellen Gestalt der Funktionen 
Gif, und <pi nicht mehr abhangen. Somit ergeben sich fur die GroBen 
4, Darstellungen der Form 

( 17 ) 

wobei die eben beschriebenen Polynome mit nichtnegativen Koeffi- 
zienten bedeuten. Verschiedene Differentialgleichungsprobleme unseres 
Typus, welche zu derselben Anzahl m gehoren, unterscheiden sich nicht 
in der Gestalt dieser Funktionen P^i, sondem lediglich in den auftre- 
tenden Argumenten at, dieser Funktionen. 

Nach diesen Vorbereitungen fiihren wir den gewiinschten Konver- 
genzbeweis auf Grund der klassischen Major antenmethode. Wir betrachten 
neben unserem urspriinglichen Anfangswertproblem, mit den Ausdriicken 
Go, und q)i, ein neues Anfangswertproblem, wobei die Funktionen Go, 
und <pi durch andere Funktionen if,* und ipi ersetzt \yerden. Und zwar 
sei in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes 


(18) 

Vi{y) 

It mO 

00 

(19) 

11 

^ ...» * 

wobei 




.4I>:|4| und 

nih 1 

ist. Mit 

anderen Worten: Die 

Entwicklungskoeffizienten 


Funktionen Kn, und y.- soUen nicht negativ und nicht kleiner als die 
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Betrage der entsprechenden der urspriinglichen Funktionen und 
sein. Mit diesen Funktionen stellen wir das Anfangswertproblem 


<“) '->17 , 

(21) =v>i(y) 

und nennen dieses Problem ein majorantes Problem zu dem urspriing- 
lichen. Bilden wir nach den obigen Vorschriften zu diesem majoranten 
Problem wiederum die Entwicklungskoeffizienten C\i der hypothetischen 
Potenzreihenlosungen 


( 22 ) 


Vi{x, y)~j:Ciix’‘y‘, 


SO entstehen die neuen GroBen aus den Al und 


Weise, d. h. als dieselben Funktionen Cl^ = P] 
urspriinglichen Koeffizienten 4/ 3-us den at und bl 
Potenzreihen P] 
bar 


Bij 


in derselben 
„ J wie die 
Da aber diese 

nichtnegative Koeffizienten haben, so folgt unmitteh 




: 


^kl\ 


Die formale Potenzreihe (22) ist also eine Majorante der Potcnz- 
reihe (16). Somit ist die behauptete Konvergenz unsercr urspriinglichen 
Reihe (16) bewiesen, wenn wir die Konvergenz einer solchen majoranten 
Reihe (22) nachweisen konnen. 

Diese Bemerkung niitzen wir aus, indem wir ein majorantes Pro- 
blem besonders einfacher Art aufstellen, dessen Losung wir explizite 
angeben konnen, womit die Konvergenz der majoranten Reihe fest- 
gestellt ist. Wir wahlen hierzu wie oben zwei positive Zahlen r und q 
derart, daB die Potenzreihen fiir . . .,w^) xmdfi{y) fiir \Ui\:^"r 

und konvergieren. Dann muB es, wie ein in der Pheorie 

der Potenzreihen gelaufiger SchluB zeigt, eine Konstante M derart 
geben, daB 


,M 


und 


IIS 


M 

37+ • 


•t 


gilt. Wir diirfen M>-^annehmen, was wir mit Riicksicht auf einen 


m 


sp^teren Zweek tun wollen. Urn so mehr ist mm 


M 


Wir setzen also [vgl. (18), (19)] 


k/» 


( 23 ) 


ft=r.2jAif 

V M 0 


00 

M y(^Y 

jLi \ ii) 

f wO 
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00 


Bn 

I'l, ■ 











Vi!-*. 


Die Reihe ( 24 ) konvergiert, wenn wir die Argumente auf ein 

Gebiet mit 

l%l + h 2 | + -*- + |“«l<^ 

einschranken; ihre Summe ist dann 


(26) {Ui , . . . , Uff^) 

die Reihe (23) ergibt fur | y [ < ^ 


M 

"h . • * * 

r 


( 27 ) »<()■) “^' 

So erhalten wir in dem Problem: 


( 28 ) 


m 

8vi M •y 8vi, 

8x ^ ^ ^~8y 


( 29 ) 


I'iio, y) = 


ilL 


ein majorantes Anfangswertproblem zu (13). 

Die einzig iibrig bleibende Aufgabe ist, die Existenz von Losungen 
Vi{x, y) dieses Systems nachzuweisen, welche an der Stelle 2? = 0, y = 0 
in Potenzreihen entwickelbar sind. 

Da samtliche Funktionen Ka bzw. fi miteinander identisch sind, 
liegt es nahe, fiir die Funktion Vi{x, y) den Ansatz 

Vi(x. y) = v(x. y) 

zu versuchen, d. h. w,- von i uhabhlngig anzusetzen. Wir erhalten so 
die partielle Differentialgleichung 

dv mM dv 

dx m dy 


(30) = 0 

und die Anfangsbedingung 

( 31 ) v{0,y)=v,^-^^. 

Es ist also nunmehr nur noch notig zu zeigen, daB dieses Anfangswert- 
problem sich durch eine in einer passend kleinen Umgebung des Null- 
punktes in eine Potenzreihe entwickelbare Funktion v{x, y) losen iSlBt. 
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( 33 ) 


Unser Anfangswertproblem stimmt mit dem schon in Nr. i, S. 33 
als letztes Beispiel betrachteten Anfangswertproblem iiberein. Die dortige 
Uberlegung ergibt fiir die Lbsung v die quadratische Gleichung 

(32) + = 

Unter den beiden Wurzeln dieser Gleichung haben wir diejenige zu 
wahlen, welche fiir x = 0 und y = 0 den Wert M annimmt. DaB es 
eine solche Losung gibt, folgt unmittelbar aus der Gleichung (32), welche 

fiir ;c = y = o in (a — ^v^(v—M) = 0 iibergeht. Wegen der hier zur 

Geltung kommenden Voraussetzung ■^<M sind die beiden Wurzeln 

fur x=y ~0 voneinander verschieden. Also ist die Diskriminante 
der quadratischen Gleichung (32) im Nullpunkt und daher in einer 
Umgebung des Nullpunktes verschieden von Null. Die Wurzel laBt sich 
daher sicher in der Umgebung des Nullpunktes in eine konvergente 
Potenzreihe nach x und y entwickeln. 

In der Tat kann man eine solche Lbsung explizite in der Form 



Q 


angeben, wie leicht bestatigt wird. 

Hiennit ist die Konvergenz der majoranten Reihen (22) und daher 
auch die Konvergenz der urspriinglichen Reihen (16) in einer gewissen 
Umgebung des Nullpunktes bewiesen und somit der Existenzbeweis fiir 
unsere Anfangswertprobleme erbracht. 


Anhang zura ersten Kapitel. 

§ 1. Die Differentialgleichung fur die Stiitzfunktion 
einer MinimalMche. 

Die nicht lineare Differentialgleichung einer MinimalflSiche « {x, y) 
kann (vgl. Bd, I, S. 156 ) in folgender Form geschrieben werden 


Wir geben hier eine von § 6, 3 verschiedene Linearisierung, bei welcher 
eine Zuruckfiihrung auf die Potentialgleichung erfolgt. Diese Lineari- 
sierung beruht auf der Einffihrung der sog. StQtzfunktion. Offenbar sind 


0 . 


Y= 


y 1 + + w; 

sas -y— — 



§ 1. Die Differentialgleichung fiir die Stiitzfunktion einer Minimalflache. 
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die Richtungskosinus der Normalen im Punkte {x, y, u) der Flache; 
die Differentialgleichung kann auch 


doi 

dx 


+ 




dy 


= 0 


geschrieben werden; sie besagt also, daB 


ccdy—^ dx 

ein vollstandiges Differential ist. Wir denken nun a und ^ als Koordinaten 
auf der Flache emgefiihrt und y, u als Funktionen von a, ausge- 
driickt. Fiir eine Minimalflache muB dann auch 


xdp~—y doi = d(^x—cK,y) — {fidx — o(.dy) 


ein vollstandiges Differential sein, d. h. die Gleichung 


(1) 


dx . dy 


= 0 


bestehen. 

Ist allgeraein <p (a, y) die Stutzfunktion einer Flache, d. h. der 
Abstand dfer Tangentialebene mit der Normalenrichtung a, ^8, y vom 
Nullpunkt, so ist die Tangentialebene an die Flache im Punkte mit der 
Normalenrichtung (a, /8, y) durch die Gleichung 


( 2 ) 


a:oc + y/5 + uy — <p (a, (8, y) = 0 


gegeben. Setzen wir y = yi— a*— so stellt (2) eine von den Para- 
metern «, /? abhangende Ebenenschar dar, deren Enveloppe die Flache 
u (x, y) ist ; fiir die Enveloppe gelten nun noch die beiden folgenden durch 
Differentiation nach den Parametern aus (2) entstehenden Gleichungen 


(*— fl’a) — -*■ («— ^y) = 0 

(y-9’i!)-y (m— 9’y) = 0. 

Zusammen mit der sich aus (2) und der Homogenitatsrelation fiir (p 
ergebenden Gleichung 

^{x—(p^+^{y—(pp) + y(«-9Jv) = 0 
erhalten wir so ein homogenes Gleichungssystem fiir x—cp^p y~9’|S- 
u—cpy, dessen Determinante = -T nicht verschwindet. Es gilt daher 

x = (p^, y = (pp, M = 

Danach ist » 

*a“9’a« ^’ayy ' — 

Wenden wir diese Relationen auf die Minimalflachengleichung (1) in 
den Parametern a,/8 an, so erhalten wir 

Vaa.'^Vpfl y 9?«y 

* Vgl. hierzu Kap. I, § 6. 
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aus der Homogenitat von (py folgt aber 

^9ay + ^VPv — ~~YVyY ’ 

SO dafi sich fiir 9? die Potentialgleichung 

A(p ~ ePayt, "b 9^j3j3 ^yy ® 

ergibt; diese Gleichung, die zunachst nur fiir y — ]/ be- 

wiesen ist, gilt wegen der Homogenitat der linken Seite fiir beliebige a, y. 


§ 2. Systeme vop Differentialgleichungen erster 
Ordnung und Differentialgleichungen hoherer Ordnung. 

Wir haben in Kap. I, § 2 fiir den Fall von zwei unabhangigen Variablen 
durch eine einfache Abzahlung plausibel gemacht, dafi ein System von 
partiellen Differentialgleichungen durch Differentiations- und Elimi- 
nationsprozesse im allgemeinen nicht auf eine Differentialgleichung 
hoherer Ordnung fiir eine einzige Funktion zuriickgefiihrt werdcn kann. 
Wir woollen hier diese Abzahlung etwas genauer und fiir einen allge- 
meineren Fall durchfuhren. 

Es sei 


(1) FAxi,. . .,x„; w,Mi, 


du 

TxT 


~Yxn~" 


0 (i = 1,...,w) 


ein System von m Differentialgleichungen fiir die Funktionen «, , 

— l (^l> • • •> ^»)' 

Differenzieren wir jede der Gleichungen (1) mehrfach nach den 
Variablen . x„, so gewinnen wir neue Gleichungen fiir die Funktionen 
«, in denen nun jedoch Ableitungen hoherer als erster 

Ordnung auftreten werden. Fiihren wir z. B. alle moglichen Differen- 
tiationen bis zur Ordnung durch, so entsteht aus (1) ein System 

von Differentialgleichungen^, in welchem im allgemeinen das 

Auftreten samtlicher Ableitungen der Funktionen «, bis zur 

{h + 1)*®" Ordnung einschlieBlich zu erwarten ist. 

Insbesondere ist die Anzahl der Ableitungen der Funktionen , 
M»,_i von der Ordnung Null bis zur Ordnung*:-)- 1, also die Gesamt- 
anzahl der aus dem neuen System zu eliminierenden Grdfien: 


1 Eine Funktion von n Variablen besitsst ^ ^ j Ableitungen Ord- 
nung; die Gesamtanajabl der Ableitungen von der Ordnung Null bis «ur Ordnung ^ 
einschlieBlich ist al’so « 



P iwO 




§ 3. Systeme von zwei partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 
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so daB die Elimination im allgemeinen nur dann mdglich sein wird, wenn 
die Differenz 


(2) „_,)(”+«+ 


+ x) ! 
m! (x+ 1) [ 




grofler oder gleich 1 ist. 

Zu einer einzigen Differentialgleichung fiir n allein fiihrt uns das 
geschilderte Verfahren nur, falls Z)(x) fiir ein bestimmtes x den Wert i 
annimmt. Wir sehen jedoch leicht, daB dies fiir w > 1 aufier im Fall 
n~i unmoglich ist. 

Aus (2) folgt zunachst, daB D (x) fur x = n (m—i) — i verschwindet, 
daB wir also jedenfalls die Funktionen und deren Ablei- 

tungen bis zur «(?«— 1)*®“ Ordnung durch dieFunktion« und deren 
Ableitungen bis zu dieser Ordnung ausdriicken konnen. 

Wegen 


D(x + i)-D(x) = 


(n + x)! 

(w — l)!(x + 2)! 


— (w— i) {n—i)) 


ist D (x) furx> (m — 1) {n — 1) — 2, also erst recht fiir x'^n{m — 1) — 1 
monoton wachsend, so daB der kleinste positive Wert von D (x) fiir 
x — n{m — t) angenonxmen wird. 

Dieser Wert 


D J 

^ \ n + l 

nmnm-^i'nm — 2 nm — (w — 2) 

— 2 2 ' 

der die im allgemeinen zu erwartende Mindestanzahl der fiir u entstehen- 
den Differentialgleichungen hoherer Ordnung bestimmt, ist aber fiir 
n>i und m>i stets groBer als i. 

Wir haben bei den obigen rein abzahlenden t)berlegungen keine 
Riicksicht auf den Umstand genommen, daB das System, welches aus 
(1) durch Differentiationsprozesse entsteht, von sehr spezieller Natur ist, 
so daB die Unmoglichkeit der Elimination nur plausibel gemacht aber 
nicht bewiesen ist. Daher wollen wir in Erganzung des Gegenbeispiels 
von § 2 nunmehr genauer wenigstens fiir einen Spezialfall die Bedingungen 
feststellen, die fiir die Moglichkeit der Reduktion auf eine einzige Diffe- 
rentiaJgleichung hoherer Ordnung notwendig und hinreichend sind. 


S 3. Systeme von zwei partiellen Dijfferentialgleichungen 
erster Ordnung und Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

Das Beispiel der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 

14 X = Vy 

UySS—Vg 


( 1 ) 
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zeigt, daB in speziellen Fallen Systeme von Differentialgleichungen mit 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir eine einzige Funktion 
aquivalent sein konnen: Jede Losung u von (1) geniigt der Potential- 
gleichung Au = Q und zu jeder solchen Potentialfunktion kann eine 
konjugierte Potentialfunktion v gefunden werden, so daB u und v dem 
System (1) geniigen. 

Wir fragen allgemeiner, unter welchen Bedingungen ein System 


I 0 (x, y, u, V, M*, Uy, v^, Vy) = 0 
I W{x, y, u, V, Ug, Uy, v^, Vy) — 0 

mit einer Differentialgleichung zweiter Ordnung L [m] = 0 fiir u allein 
aquivalent ist, in dem Sinne, daB jede Losung u von (1) der Gleichung 
L [m] = 0 geniigt und dafi umgekehrt zu jeder Losung u von I, [m] = 0 eine 
„konjugierte“ Funktion v gefunden werden kann, so dafi u und v dem 
System (2) geniigen. 

Wir betrachten zunachst lineare Differentialgleichungen der Form 
(v^ = a{x,y)v + A {x, y, u, u^, Uy) 

\vy==b{x,y)v A- B(x,y,u,Ux,Uy) . 

A und B seien lineare Funktionen von u, «*, Uy, deren Koeffizienten 
ebenso wie die Funktion a{x, y) und h{x, y) in der Umgebung de.s Null- 
punktes analytisch von ihren Argumenten abhangen; der Koeffizicnt 
von Ux in B sei auBerdem von Null verschieden, 

Aus § 7 folgt nun, daB (3) bei vorgegebenen analytischen Anfangs- 
werten u{0, y) und v{Q, y) in der Umgebung des Nullpunktes eindeutig 
bestimmte analytische Losungen u{x, y) und v{x, y) besitzt. Andererseits 
konnen wir statt m(0, y) und v{0, y) auch m(0, y) = (p{y) und m*(0, y) = 
y;(y) willkiirlich vorschreiben, jedoch sind durch diese Anfangsbcdingungen 
die Losungen u und v des Systems nicht eindeutig festgelegt. In der Tat 
ergibt sich aus der zweiten Gleichung (3) fiir v{Q,y) eine gcwohnlichc 
Differentialgleichung erster Ordnung: 


Vy (0, y)-b (0, y) v (0, y) + B{0,y,(p{y),f (y) , (p' (y) ) , 

also eine einparametrige Mannigfaltigkeit von Anfangswcrten t/(0, y) 
und damit auch eine einparametrige Schar von Losungen v{x, y) des 
Systems (3). 

Nach diesen Vorbemerkungen beweisen wir nunmehr den folgenden 
Satz. 

Das System (3) ist dann und nur dann mit einer Differentialgleichung 
zweiter Ordnung fiir u allein dquivalent, wenn die Bedingung 

erfUllt ist. ~ 

Zum Beweise differenzieren wir die Gleichungen (3) nach y bzw. 
nach X und erhalten 


( 4 ) 





§ 4. Darstellung der Mchetitreuen Abbildungen. 
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wobei L[u\ ein linearer Differentialausdruck zweiter Ordnung in u 
allein ist. 

1st nun ay— 6^ = 0, so folgt L[«] = 0 und liieraus der erste Teil 
des Satzes. 


Ist jedoch fiir a: = 0 und daher auch in einer Umgebung der y-Achse 
fly — + so folgt aus (4) 

(5) 




€Ly ~ 


die Funktion v ist also durch u eindeutig festgelegt. 

Wiirde niin u einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
geniigen, so lieBe sich u und damit gemaB (5) auch v durch die Anfangs- 
werte u{(),y) und Ux{0,y) eindeutig charakterisieren; dies steht aber 
im Widerspruch zu unserem friiheren Ergebnis^. 

Urn schlieBlich den allgemeinen Fall zu behandeln, setzen wir voraus, 
daB sich (2) in der Form 
(6) j v^ = F{x,y,u,v,p,q) 

I Vy = G{x,y,u,v,p,q) 

schreiben laBt, wobei F und G analytisch von ihren Argumenten abhangen 
sollen und auBerdem g^ + 0 sei. Durch Berechnung vonVj;y aus beiden 
Gleichungen folgt 


+ {Gg Fp) Uxy FgUyy-\-G„P g + G^ -^y H" G^F FyG=0. 

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in u allein, wenn 
die Ausdriicke 

I7\ Gup — Fug + Gx — Fy +GvF — FxG 

'''> Gp ’ '"Gp~’ Gp 

von unabh^ngig sind. Genau wie im linearen Falle zeigt man umge- 
kehrt, daB nur unter den Bedingungen (7) fur u eine zu (6) aquivalente 
Differentialgleichung zweiter Ordnung bestehen kann. 


§4. Darstellung der flachentreuen Abbildungen*. 

Die unterbestimmte Differentialgleichung 

(i) UxVy — VxUy=‘[ 

stellt die Bedingung dafur dar, daB die durch die Funktionen 

u = u{x, y) 
v = v{x, y) 

^ Wir bemerken, daB der obige Satz auch gilt, wenn A und B nicht linear 
von w, uxf Uy abhhngen. Sind auch die Koeffizienten a und b noch von u, ux^p 
und Uy«ss.q abhiingig, so treten an Stelle von ay bx die Gleichungen 

Uq ^ bp 0, ap^s^ bq t ay bx bup p 

an deren Bestehen alsdann die MdgHchkeit der Reduktion gekntipft ist. 

® Vgl G. Scheffers: Math, Zeitschr, Bd. 2, S. 18i. 

Cou«nt*«Hilbert, Matfaeiuatische Physik 11. 


4 
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gegebene Abbildung der x, y-Ebene auf die u, y-Ebene jedes Gebiet der 
X, y-Ebene in ein Gebiet der m, »-Ebene mit demselben Flacheninhalt 
iiberfuhrt. 

Wie fruher (vgl. § 1,5) die homogene Gleichung 


UxVy — Vx^iy — 0 , 

so konnen wir auch die unhomogene unterbestimmte Differentialglei- 
chung (!) vermittels einer willkiirlichen Funktion in integralloser Weise 
auflosen. 

Hierzu ist es zweckmaBig, x, y und u, v gleichzeitig als Funktionen 
von zwei Parametem a und jS aufzufassen und alsdann statt (1) die 
Differentialgleichung 

d(x,y) __ d{u,v) 

3(a,^) 0(«,i3)" 

fiir die Funktionen x{a.,^), y {«.,§), M(a, jS), t'(a, /3) zu betrachten. Da 

alle Losungssysteme x, y, u, v von (2), die dutch eine Transformation 

der Parameter a, /S auseinander hervorgehen, zu denselben Ldsungs- 

systemen u{x, y), v{x, y) von (1) fiihren, so bedeutet es keine Einschran- 

kung der Allgemeinheit, wenn wir nuf solche Losungen von (2) suchen, 

die die Bedingungen , , „ o 

^ ^ x-\-u = 2x', y + v = 2^ 


erfiillen, die also vermittels zweier Funktionen und Q{<x,fi) in 

der Form , „ „ 

x = ct-\-P u = x — P 


y^^ + Q v = 

dargestellt werden konnen. 

- ii- ft + A 9,- A 

geht (2) liber in 

( 3 ) + = 

woraus fiir P und Q die Darstellung 


P = O)0 Q — —(a^ 


vermittels der willkiirlichen Funktion (w(«, /d) folgt. Die gewiinschtc 
integrallose Auflosung der Differentialgleichung (4) wird alsdann dutch 
die Formeln 


(4) 


+ Uissx~0)f, 

y = P—(iia z>=:/5 + (Wa 

geliefert; dabei ist natiirlich vorauszusetzen, daB die Determinant© 


5 (*. y) 

w:§) 


B {u, v) 

d (a, /3) 


1 


nirgends verschwindet. 



Zweites KapiteL 


Allgemeine Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Die im vorigen Kapitel gegebene Konstruktion der Losungen partieller 
Differentialgleichungen mit Hilfe von Potenzreihen ist an die ein- 
schneidende Voraussetzung des analytischen Charakters der Daten ge- 
bunden und wird sich auch abgesehen davon in vielen Klassen von 
Problemen als unsachgemaB herausstellen. Man wird daher fiir ver- 
schiedene Problemtypen unabhangige, direktere und moglichst auch 
einfachere Behandlungsmethoden erstreben. 

Es zeigt sich nun, daB bei partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung unter geringen Stetigkeitsvoraussetzungen eine solche Inte- 
grationstheorie vollig befriedigend entwickelt werden kann. Das 
Hauptergebnis dieses Kapitels wird die Aquivalenz einer j>artiellm 
Differentialgleichung erster Ordnung mit einem gewissen System gewohn- 
licher Differentialgleichungen sein. Den Schliissel fiir die Theorie wird 
der auch spater bei Problemen hoherer Ordnung entscheidende Begriff 
der Charakteristiken liefern. 

Grundsatzlich sei nochmals daran erinnert, daB wir vorkommende 
Ableitungen als stetig voraussetzen, ohne das jedesmal im einzelnen 
zu formulieren. 

§ 1. Quasilineare Differentialgleichungen bei zwei 
unabhangigen Veranderlichen. 

1. Charakteristische Kurven* Wir beginnen die Erdrterung der 
Charakteristikentheorie mit einer nochmaligen kurzen Diskussion der 
— schon in Kap. I, § 5 behandelten — quasilinearen Differentialglei- 
chungen. Dabei mussen einige der in Kap. I durchgefiihrten Ober* 
legungen unter anderen Gesichtspunkten wiederholt werden. Zunachst 
beschr^nken wir uns auf zwei unabhangige Veranderliche x, y: 

( 1 ) + = 

wobei a, b, c gegebene Funktionen von x, y, u sind, welche in dem be- 
trachteten Teil des x, y, ^-Raumes zusammen mit ihren ersten Ab- 
leitungen stetig sein m6gen und fur welche dort + 0 ist* 

Diese partielle Differentialgleichung I§.6t sich folgendermaBen geo- 
metrisch deuten: Von der Losung u{x, y) der Differentialgleichung mrd 

4 * 
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verlangt, daB sie in jedem Punkte P mit den Koordinaten x, y, u eine 
Tangentialebene besitzt, deren Richtungskoeffizienten ~p, Uy = q 
durch die lineare Gleichung af-\-'bq = c verknupft sind, Diese Gleichung 
besagt, daB die fraglichen Tangentialebenen aller durch [x, y, u) gehenden 
Integralflachen einem und demselben Ebenenbiischel angehoren, dessen 
Achse im Punkte P durch die Relationen 


( 2 ) 


dx:dy:du = a:b:c 


gegeben wird. Unsere Ebenenbiischel bzw. Achsen nennen wir Monge- 
sche Buschel bzw. Mongesche AchsetP. 

Wir bezeichnen den Punkt P mit der hindurchgehenden Mongeschen 
Achsenrichtung auch als „charakteristisches Linienelement" . 

Die Mongeschen Achsenrichtungen bilden in unserem Raum ein 
Richtungsfeld; die Bahnkurven dieses Richtungsfeldes werden durch 
das System der gewohnlichen Differentialgleichungen (2) definiert und 
heiBen ,,charaktenstische Kurven" unserer Differentialgleichung. Wir 
kdnnen auf ihnen einen Parameter s einfiihren, so daB ihre Differential- 
gleichen lauten 


(2a) 


dx ^ dy j du ^ 

ds ^ ’ ds * ds 


Die Projektionen der charakteristischen Kurven auf die .v, y-Ebenc 
nennt man „charaktenstische Grundkurven" . 

Die partielle Differentialgleichung (1) integrieren, heiBt Flilchen 
finden, welche in jedem Punkte auf das Mongesche Feld passen, d. h. 
Flachen, deren Tangentialebene in jedem Punkte dem Mongeschen 
Buschel angehort oder, was auf dasselbe herauskommt, Flachen, welche 
in jedem Punkte die Mongesche Achsenrichtung als Tangentialrichtung 
enthalten. Somit erkennen wir: Jede von ciner einparamctrigen Schar 
von charakteristischen Kurven erzeugte Fldche u= u{x, y) ist einc Integral- 
fldche der partiellen Differentialgleichung. Umgekehrt gilt ; Jede Intcgral- 
fl&che wird so erzeugt. 

Die letztere Tatsache bestatigen wir rechnerisch folgendermaDon : Auf 
jeder gegebenen Integralflache u = u(x, y) der Differentialgleichung (1) 
wird durch die Differentialgleichung 


wobei in a und b fiir u die Funktion u[x, y) einzusetzen ist, einc ein- 
parametrige Schar von Kurven x~ x[s) , y^y{s), u - - w [x (s) , y {$)) 
definiert. 

Die fiir u bestehende partielle Differentialgleichung (1) langs einer 
solchen Kurve geht in die Aussage ~ c 0ber. Unsere (unpararnetrige 


• Vgl. S. 18. 



§ 1. Quasilineare Differentialgieichungen. 
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Schar geniigt also den Relationen (2 a) und besteht somit aus charak- 
teristischen Kurven. In den Differentialgieichungen tritt iibrigens der 
Parameter s nicht explizite auf. Wir erhalten daher dieselben Integral- 
kurven, wenn wir s durch s + konst, ersetzen. In dieseni Sinne ist eine 
additive Konstante im Parameter s als unwesentlich zu betrachten. 

Da die Losungen des Differentialgleichungssystems durch die An- 
fangswerte von x, y, u im s = 0 eindeutig festgelegt sind, so erhalten 
wir den Satz: Jede charakteristische Kune, welche einen Punkt mit einer 
Integralfldche gemeinsam hat, liegt ganz auf der Integralflache und schlieB- 
lich: Jede Integralflache wird aus einer einparametrigen Schar von charakte- 
ristischen Kurven erzeugt. 

2. Anfangswertproblem. Eine tJbersicht iiber die Mannigfaltigkeit 
der Losungen der partiellen Differentialgleichung erhalten wir durch 
Diskussion des Anfangswertprohlems: Eine Raumkurve C mit doppel- 
punktfreier^ Projektion Cq auf die x, y-Ebene sei durch Vorgabe von 
X, y, u als Funktionen eines Parameters i gegeben, wobei xf + y? 4=0 
sei. Gesucht ist in einer Umgebung von Q eine Integralflache u = u{x,y), 
welche durch C geht; d. h. eine Losung von (i), fiir welche in t identisch 
u[t) = u{x(t), y[t)) gilt. Von den Daten, d. h. den Koeffizienten der 
Differentialgleichung und den Anfangsgrofien x{t), y{t), u{t) wird ledig- 
lich stetige Differenzierbarkeit im betrachteten Bereiche, nicht aber 
analytischer Charakter vorausgesetzt. 

Um das Anfangswertproblem zu losen, legen wir durch jeden Punkt 
von C eine charakteristische Kurve, d. h. eine Losungskurve des Diffe- 
rentialgleichungssystems (2 a), was innerhalb einer gewissen Umgebung in 
eindeutiger Weise moglich ist. Wir erhalten so eine noch von dem Para- 
meter t abhangige Schar charakteristischer Kurven 
x{s,t), y(s,t), u(s,t). 

Diese Kurven erzeugen dann eine Flache u [x, y), wenn wir aus den ersten 
beiden Funktionen die Variablen s und t durch x und y ausdriicken 
konnen. Hinreichende Bedingung hierfiir ist das Nichtverschwinden der 
Funktionaldeterminante 

( 3 ) A = x,yi-y,Xi = ayt-hxt 

iSLngs der Kurve C. Dabei machen wir Gebrauch von einem bekannten 
Satze uber gewohnliche Differentialgieichungen*, wonach die Funktionen 
X, y, u stetig differenzierbar von s und t abhangen. 

Ist diese Bedingung zl 4= 0 erfiillt, dann wird u eine Funktion von 

X, y, und die dritte Differentialgleichung = c ist wegen ^ + bUy 

» tlbrigens ktonte man auch ohne weiteres Doppelpunkte, sei es fUr die Pro- 
jektion Co von C auf die x. y-Ebene, sei es fflr C selbst, zulassen, wobei man zu mehr- 
deutigen Ldsungen u, bzw. zu Integralflaohen mit Selbstdurchdringung gelangen 
wtlrde. 

* Vgl. zu diesero Satze analog® Satze mit Beweis in Kap. V, § S. 
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unmittelbar aquivalent mit der gegebenen partiellen Differentialgleichung. 
Das AnfangswertproUem ist mithin fiir die Anfangskurve C geldst. Die 
eindeutige Bestimmtheit der Losung folgt sofort aus dem obigen Satze, 
da6 eine charakteristische Kurve, die einen Punkt mit einer Integral- 
flache gemeinsam hat, ganz auf dieser Flache liegen mu6. D. h. Jede 
durch C gehende Losung muB die gesamte einparametrige Schar der Cha- 
rakteristiken durch C enthalten und somit mit u identisch sein. 

Die Bedingung d =f= 0 langs C laBt sich georaetrisch folgendermaBen 
deuten: Tangentialrichtung und charakteristische Richtung an jedem 
Punkte von C sollen verschiedene Projektionen auf die x, _v-Ebene haben. 

Wenn langs C der Ausnahmefall A = 0 eintritt^, so muB, damit das 
Anfangswertproblem Ibsbar wird, C selbst eine charakteristische Kurve 
sein ; wir kdnnen namlich den Parameter t auf der Kurve dann so wahlen, 

daB langs der Kurve « == ^ . ^ partielle Differential- 

gleichung besagt nunmehr c = — ; somit muB C in der Tat eine charak- 
teristische Kurve sein. Ist aber C eine charakteristische Kurve, so gibt 
es durch sie als Anfangskurve nicht nur eine, sondern unendlich viele 
Integralflachen, die sich alle in C schneiden; wir brauchen namlich 
lediglich durch irgendeinen Punkt von C eine andere Kurve C zu legen, 
welche eine nirgends charakteristische Projektion hat. Die Integral- 
flache durch C enthalt dann gewiB die charakteristische Kurve C und 
wir erkennen daher, daB die Mannigfaltigkeit der Losungen des Anfangs- 
wertproblems fiir C durch die Mannigfaltigkeit der Kurven C gegeben 
wird. Alle zugehorigen Integralflachen enthalten die Kurve C. Die 
charakteristischen Kurven sind so als Kurven gekennzeichnet, in denen 
sich zwei Integralfliichen durchsetzen (Verzweigungskurtm) , wahrend 
durch alle nicht charakteristischen Kurven hochstens eine Integral fliichc 
gehen kann. 

Wir fassen unsere Uberlegungen in folgendem Satz^ zusamraen: 

Ist fiir die Anfangskurve C uberall zl 4=0, so hesitzt das Anfangsi&crt- 
proUem eine und nur eine Losung. Ist jedoch lings C uberall A ~~ 0, 
so mufS C, damit das Anfangswertproblem losbar ist, charakteristische 
Kurve sein. Das Anfangswertproblem besitst in dicsem Falle unendlich 
viele Losungen. 

1 Den Fall, dafi A nur in isolierten Funkten oder auf einer sonstigen Teilnienge 
von C verschwindet, lassen wir hier beiseite, 

“ Kin zusanimenfas-sender Existenzsatz mit expliziter Formulierung aller Voraud- 
setzungen wUrde folgendermaBen lauten: Es sei G, ein Gebiet der x, y-Kbene, 
G das Gebiet des x, y, «-Raumes, welches durch Hinzunahme der Werte « mit 
|m| < r/ aus G„ entsteht. Es seien a, b, c in 0 stetig differenzierbare Funktionen 
von X, y, u. E.s .seien x{i), y{t), «(<) stetig differenzierbare Funktionen von t fiir 
|)f| < r mit x1 -I- y(=4(), welchc eine Kurve C in G mit doppelpunktfreier Pro- 
jektion C, in Go definioren. Auf C sei Zl ‘=ayt — bxt*^o. Dann gibt es ein 
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Wir weisen darauf hin, daB Losungen des Anfangswertproblems nur 
solche Losungen der Differentialgleichung (1) sein konnen, die durch C 
gehen und in einer Umgebung von C — also auch auf C selbst — stetig 
und stetig differenzierbar sind. Ohne die Voraussetzung der stetigen 
Differenzierbarkeit von u auf C konnen wdr aus der Bedingung d = 0 
langs C nicht schUeBen, daB C eine charakteristische Kurve ist. In der 
Tat kann es Losungen der Differentialgleichung geben, die durch eine 
Kurve C mit zJ = 0 gehen, ohne daB C charakteristisch ist. Allerdings 
konnen dann die Ableitungen von u auf C nicht mehr stetig sein ; C er- 
scheint in solchen Fallen als Ruckkehrkante (Enveloppe von Charak- 
teristiken) der Integralfldche u {x, y). 

3. Beispiele. t. Zur Illustration der gewonnenen Ergebnisse be- 
trachten wir die Differentialgleichung 

( 4 ) UU^ + Uy=i. 


Die zugehorigen charakteristischen Differentialgleichungen lauten 


(5) 



dy 

ds 


1 



und werden gelost durch 

* = 


y = yo + s 
u — u^ + s, 


wobei Xq, yo, % willkurliche Integrationskbnstante sind. Insbesondere 
ist die Schar der durch eine vorgegebene Anfangskurve C; 


= yo-vW. «o = zW 


gehenden Charakteristiken durch 


( 6 ) 


y(s,t)=f(t)+s 


Teilgebiet von Go, das Cq enthalt, nnd eine in GJ'" stetig differenaiierbare Funktion 
y), welcbe dort der Differentialgleichung aux + buy^sc tind auf Cg der 
Anfangsbedingung: u (x « « (f) gentlgt. Die Ldsung u ist eindeutig bestimmt. 

Wir werden im folgenden grundsatzlich mi entsprechende FormuHerungen 
von Existenrs^ltzen verzichten, Denn unsere Darstellung ist mehr auf das Metho- 
dische gerichtet, und wir wollen demgemaB nicht daran behindert sein, die vcr- 
schiedenon Momente eines verwickelten Sachverhaltes ihrer relativen Bedeutung 
gemfi.0 verschieden m betonen. 
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gegeben. Die Deteraiiaante 

A {s, t) = Xsyi—Xtys = s [ft—Xt) +X% 
hat dabei auf C den Wert 


(7) A=A[0j) = xWt-9t- 

1st nun langs C diese Detenninante Zl + 0, so lassen sich aus (6) 
die Parameter s und t eliminieren, so daB u als Funktion von x und y 
darstellbar ist. In der Tat folgt zunachst 

« = y + xW— V’W 

und alsdann aus der zweiten Gleichung t als Funktion von x und y, falls 

^ = <Pt~xwt + {y—w (^) (xt —wt) 

von Null verschieden ist. Bei Annaherung an die Kurve C gilt nun 
y— so daB also wegen ;fy»,=t=0 eine Umgebung von C 
existiert, in der D=t=0, t = t{x,y) md daher u = u{x, y) ist. 

Wahlen wir fiir C die charakteristische Kurve 


( 8 ) 

so geht (6) liber in 


yo = i> 

Uq = t, 

* = !(«+ 
y = s + i, 

M = S + ^, 


d. h. wiederum in eine Darstellung der Kurve C. Bei beliebiger Funk- 
tion w wird nun durch die Gleichung 

( 9 ) x = ^u^-j-w{u~y) 

implizit eine Losung von (4) gegeben, was librigens als Spezialfall des 
Beispieles Nr. 5 aus Kap. I, § 1 entnommen werden kann. Wahlen 
wir w so, daB w(0)=0 ist und « aus (9) eindeutig berechnet werden kann, 
so geht die Fliche u = u(x,y) durch die vorgegebene Kurve. 
SchlieBlich sei C die nichtcharakteristische Kurve 


(10) 

Das System (6) geht fiber in 


XQ=t^ 

y<j~2t 


« = Y + s< + ^* 
y = S + 2< 


(11) 
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Die Determinante A (s, t) = s verschwindet fiir s — Q, ohne daB C charak- 
teristisch ist. Durch Elimination von s und t folgt 

( 12 ) = 

y2 

also zwei Flachenmantel, die durch C gehen und fiir x>-^, also auBer- 

halb C der Gleichung (4) geniigen. Das Anfangswertproblem wird durch 
(12) nicht gelost, da die Ableitungen % und Uy bei Annaherung an C 
nicht beschrankt bleiben. C ist eine Ruckkehrkante der 'Blache u=u[x,y). 

2. Fiir den Fall einer linear en Differentialgleichung (1), wobei die 
Funktionen a, h, c von u nicht explizit abhangen, bedeutet das Ver- 
schwinden von A langs einer nicht charaikteristischen Anfangskurve C, 
daB die durch das System 

x=x[s,t], y = y{s,t), u = u{s,t) 

bestimmte Mannigfaltigkeit eine Zylinderflache ist, deren Erzeugende 
senkrecht zur x, y-Ebene stehen. Setzen wir voraus, daB auf C 

y,ut—ii,yt=¥^ 

gilt, so laBt sich x als Funktion von y und u ausdriicken. Wir zeigen, 
daB x = i{y,u) von u nicht abhangt. 

Zunachst beachten wir, daB im Fall linearer Differentialgleichungen 
aus (2a) fiir die Determinante A — x^yt — Xtys die Relation 

— (®i + ^y) ^ 

folgt, daB also Zl uberall verschwindet, wenn dies auf C der Fall ist. 
Nun aber folgt aus 

Xs fy y^ “h fu ‘^S 

Xt = fyyt + L'^t 

sofort 
d. h. 

f^ = 0 Oder x = f(y). 

§ 2. Quasilineare Differentialgleichungen bei 
n unabhangigen VerSnderlichen. 

Ist die Anzahl n der unabhangigen Verinderlichen Zj, 
groBer als zwei, so S.ndert sich an der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen nichts Wesentliches; als neues Moment kommt lediglich 
hinzu, dafi neben den eindimensionalen charaktefistischen Kurven und 
neben den «-dimensionalen Integralflichen noch (« — l)-dimensionale 
charakteristische Mannigfaltigkeiten C von Bedeutung werden. Eine 
ItitegralfMche kann man einroal aus einer («— i)-parametrigen Schar 
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von charakteristischen Kurven aufbauen, andererseits aus einer ein- 
parametrigen Schar charakteristischer (« — 'l)-dimensionaler Mannig- 
faltigkeiten^ deren jede wiederum von einer (« — 2)-parametrigen Schar 
charakteristischer Kurven erzeugt wird^. 

Wir betrachten die quasilineare Differentialgleichung 


( 1 ) 


« 


. u^. = a , 

1=1 


wo die GroBen ebenso wie die GroBe a gegebene Funktionen der 

n 

Variablen Xi, X 2 ,.-., x„, u mit stetigen Ableitungen und ^ af 4= 0 sind. 

t - 1 

Offenbar besagt die Gleichung geometrisch, da6 die Flache u [x-^, . ■ x„) 
des X, w-Raumes in jedem Punkte die „charakteristische Richtung" 
dx^-dx^ - ■ ■ ■ '.dx„: du = a^: a^: . . . :a„: a als Tangentialrichtung enthiilt. 
Entsprechend wie bei zwei unabhangigen Veranderlichen definieren wir 
nunmehr: Die «-parametrige Schar von Kurven, welche im AiM-Raume 
durch das System von gewohnlichen Differentialgleichungen 


( 2 ) 



du 

ds 


a 




gekennzeichnet ist, heiBt die zur partiellen Differentialgleichung gchorige 
Schar von charakteristischen Kurven] ihre Projektionen auf den :v-Raum 
heifien charakteristische Grundkurven. 

Diese charakteristischen Kurven sind durch das Differentialgleichungs- 
system ohne Bezugnahme auf Losungen der partiellen Differential*- 
gleichung (1) definiert^. 

Wir stellen jetzt den Zusammenhang her, indem wir zeigen: 

Auf jeder durch u^u (:Vi, . . gegebenen Integralfldche der partidlm 
Differentialgleichung giU es eine die Integralfldche erzeugende 
parametrige Schar von charakteristischen Kurven, Jede von einer solchen 
Schar erzeugte Flache xj) ist Integralfldche, Fcrner: 

eine charakteristische Kurve einen Punkt mit einer hitcgralfUkhe gemein 
hat, so liegt sie ganz auf dieser Flache, 


^ Auch alle ^wischenstufen k^nnte man diskutieren (vgl FuOnote ^ auf S. 89). 
® Dafi die w + 1 charakteristischen Differentialgleichungen (2) nur eine «- 
parametrige Schar von Kurven definieren, liegt an dem Auftreten der unwesent- 
lichen additiven Integrationskonstante in dem nicht explidt in (2) vorkommenden 
Parameter $, 

Es sei ausdrhcklich darauf hingewiesen, daB im Sperialfall einer linearen 
Differentialgleichung, d. h, wenn die a* nicht explicit von u abhtogen, schon die 

Differentialgleichungen (i « i, , . w), ein bestimmtas System bilden, 

welches die ^charakteristischen Grundkurven'* als (w — 1) -parametrige Schar im 
;ir-jRaum bestimmt. wahrend im allgemeinen Falle diese Grundkurven eine n-pam* 
metfige Schar Widen* 
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Zum Beweise betrachten wir das System gewohnlicher Differential- 

gleichungen -^ = (i = wobei rechts in Ui {xi . . . Xn, u) 

fiir u dieLosungsfunktion u{x^,..., x„) einzusetzen ist. Dieses Differential- 
gleichungssystem definiert eine n — 1-parametrige Schar von Kurven 
auf der Integralflache, welche demgemafi diese Flache erzeugen. Langs 
dieser Kurven wird u eine Funktion des Kurvenparameters s, und wir 

erhalten ~ ^ also, da u der Differentialglei- 

chung geniigt, ^ = a. Damit ist diese Kurve als charakteristische 

ct s 

Kurve erkannt. Die zweite Behauptung ergibt sich unmittelbar wie 
in § 1 aus der eindeutigen Bestimmtheit der charakteristischen Kurve 
dutch einen gegebenen Punkt. 

Wir benutzen diese Zusammenhange, um nun umgekehrt aus den 
dutch die charakteristischen Differentialgleichungen gewonnenen charak- 
teristischen Kurven die Integralflachen aufzubauen. Dabei gehen wir 
von dem folgenden Anfangswertfrohlem aus: Mit Hilfe von n — i un- 
abhangigen Parametern sei im {n + l)“dimensionalen Raume 

eine (w— i)-dimensionale Anfangsmannigfaltigkeit C: 


gegeben, wobei wir voraussetzen, daB der Rang der Matrix gleich 

n — 1 ist. Wir setzen die Projektion dieser Mannigfaltigkeit auf 
den :v-Raum als doppelpunktfrei voraus; d. h. wir nehmen an, daB ver- 
schiedenen Wertsystemen verschiedene Punkte von Cq ent- 

sprechen. Gesucht ist in einer Umgebung von Cq eine Losung . . . , 
der Differentialgleichung, welche dutch C geht, d. h. identisch in 
iibergeht, wenn die GroBen dutch Xi{k> ^ 

ersetzt werden. 

Wir losen dieses Anfangswertproblem, indem wir fiir ein vorgegebenes 
Wertsystem ^i, . . das System der gewohnlichen charakteristischen 
Differentialgleichungen (2) dutch Funktionen 


Xi{s, ty, . u{s, ii. . . /„_i) 

integrieren, welche fiir s = 0 in die vorgegebenen Funktionen von 
h'- --ih-i iibergehen. Diese Funktionen h§.ngen nicht nur von s, son- 
dem auch von f,, . . stetig differenzierbar ab. Nunmehr denken 
wir uns aus den Gleichpngen Xi = *< (s, . . . , _ i) umgekehrt die Grofien 

s. • . • . - 1 dutch Xi,...,x„ ausgedriickt und in u (s, ein- 

gesetzt, so daB « als Funktion von xi,...,x„ erscheint. Diese Ein- 
ftihrung der GrSBen Xi,.,.,x„ als neue unabhangige Veranderhche ist 
sicherlich dann mdglich, wenn die Funktionaldeterminante 
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( 3 ) 


3 Xi 


17 “ 

ds 

3 

dx^ 

1t^ * 

dti 

dx^ 

3 Xy^ 

' 

S/„_1 


d {x i, . . . , 

9 • • • > i) 


langs C, d.h. bei Einsetzung 5 = 0, nicht verschwindet. Wegen (2) gilt 

dx‘ 

auf C fur die Elemente der ersten Zeile = a,- (%. . . u), wobei 

fur die Xi und u die vorgeschriebenen Anfangswerte als Funktionen 
der ti. .. t„_i einzusetzen sind. 

Die Funktionaldeterminante (3) ist somit identisch mit 


... 

d^i dx^ 



<d Xj^ 3 x^ 


Unter dieser Voraussetzung erhalten wir aus u[$, einc Funk- 

tion u{xi, Xn). Die Gleichung = « geht iiber in = 

^aiUf. = a\ also ist « eine Losung der Differentialgleichung (1), und 
wir haben somit das Anfangswertproblera geldst. Unter der Voraus- 
seizun^ A=^0 besiizt also das Anfangswertproblem fur unsere Anfangs- 
mannigfaltigkeit eine eindeuiig bestimmte Losung. 

Im Ausnahmefall, wo zl = 0 langs C gilt, versagt unserc Losung 
des Anfangswertproblemes. Wir stellen die Frage, unter wcichen weiteren 
Bedingungen auch in diesem Falle das Anfangswertproblem losbar ist. 

Zunachst driicken wir das Bestehen der Gleichung zl = 0 in folgender 
Weise aus; Es gibt n—i eindeutig bestimmte Faktoren . . .,t„ .i)> 
welche stetig von den Parametern abhtlngen, so daB lings C die line- 
aren Abhingigkeiten 

( 4 ) 

K-l 

bestehen. Dies folgt in der Tat unmittelbar aus dem Venschwinden clcr 
Determinante zl und dem Nichtverschwinden mindestens eincr der zur 
ersten Zeile gehdrigen Unterdeterminanten. 

Wir fiihren nunmehr, um die gesuchten Bedingungen zu formulieren, 
den Begriff „charakteristische (n~i)-dmensionde Manmgfaltigkeii" 
ein; zunichst in geometrischer Sprechweise, wobei wir jedem Punkte 
jTj, . . . , x„, u des X, M-Raumes einen ^,charakteristischen Vektor" aj, « 

zuonlncn. 
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Die Mannigjaltigkeit C heifit charakteristisch, wenn in jedem ihrer 
Punkte der zugehorige charakteristische Vektor tangential zur Mannig- 
faltigkeit gerichtet ist. 

Indem wir die Mannigfaltigkeit C durch n—i Parameter 4-i 
darstellen, formnlieren wir iinser*e Definition analytisch: C heifit eine 
charakteristische Mannigfaltigkeit zur partiellen Differentialgleichung 

n 

^ aiUg. = a, wenn es m — 1 Faktoren {i = i, . . n — i) 

«■ = 1 

gibt, so daB in C die Relationen 


( 5 ) 


n — 1 



v^l 



n~l 





bestehen: d. h. dafl der charakteristische Vektor linear von den n---i 
linear unabhangigen Tangentialvektoren mit den Komponenten 


dxi du 


(^ = 1 , . . .,n — {) 


abhangt. 

Fiir eine charakteristische Mannigfaltigkeit zu einer quasilinearen 
Differentialgleichung gelten die folgenden Satze: Jede charakteristische 
Mannigfaltigkeit wird erzeugt durch eine n — 2-par ametrige Schar von 
charakteristischen Kurven] und umgekehrt erzeugt jede solche Kurvenschar 
eine charakknstische Mannigfaltigkeit. 

Wenn eine charakteristische Kurve F einen Punkt mit einer charak- 
teristischen Mannigfaltigkeit C gemeinsam hat, so liegt sie ganz in ihr. 

Urn den ersten Satz zu beweisen, betrachten wir in der Pararaeter- 
mannigfaltigkeit der ii eine eindimensionale Kurve bzw. eine n — 2- 
parametrige Schar solcher durch einen Parameter ^ dargestellter Kurven 
welche durch das System von w — 1 gewohnlichen Differen- 
tialgleichungen 
( 6 ) 


definiert sind. Es gehen dann die Funktionen Xiii,, . . und 

M(ij, . . in Funktionen von s iiber, und fiir diese wird 







somit zufolge der Definitionsgleichungen der charakteristischen Manhig- 
faltigkeit 



52 II. Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Dies aber driickt aus, daB unsere in C liegenden Kurven 

(^J ^1; • • ■ > l) 

U=U(S, 

charakteristische Kurven sind. Da sie eine n — 2-parametrige Schar 
bilden, so erzeugen sie C. — Die Umkehrung versteht sich von selbst, 
da eine von Scharen charakteristischer Kurven erzeugte Mannigfaltig- 
keit gewiB in jedem ihrer Punkte vom zugehorigen charakteristischen 
Vektor beriihrt wird. 

'Der zweite Satz folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB die Los ungen 
der charakteristischen Differentialgleichungen eindeutig durch die An- 
fangsbedingung bestimmt sind, einen Punkt von C zu enthalten. Denn 
nach dem Obigen geht durch diesen Punkt schon eine ganz auf C liegcnde 
charakteristische Kurve. 

Nunmehr konnen wir als Ergebnis den folgenden abschlieBenden 
Hauptsatz aussprechen: 1st A^O Icings der AnfangSTnannigfaltigkcit C, 
so gibt es durch C eine und nur eine Losung des Anfangswertproblcms. 
Gilt jedoch Idngs C uherall A = 0, so ist fur die Losbarkeit des Anfangs- 
wertproblems notwendig und hinreichend, daJS C eine charakteristische 
Mannigfaltigkeit ist. In diesem Falle gibt es unendlich viele Losungcn 
des Anfangswertproblems und C erscheint wiederum als Verzwcigungs- 
mannigfaltigkeit. 

Es bleibt nur der auf den Fall /I = 0 beziigliche Teil des Satzes zu 
beweisen. Aus der Voraussetzung A = 0 folgte die Existenz von n — i 
Faktoren jl, die — stetig und differenzierbar — von den Parametern 
^ 1 , abhangen, so daB die Relationen (5) gelten. Wir haben 

auch die fehlende Bedingung (5') zu erweisen, vorausgesetzt, daB durch 
C eine Integralflache w = w(%, . . geht. Fur die Losung u gilt 
langs C 

du 

v«l iml 

also, da u die Differentialgleichung (1) erfiillt, 

Dies aber ist die zu beweisende Relation^. 

Ist umgekehrt C eine charakteristische Mannigfaltigkeit, so kon- 
struieren wir unendlich viele sie enthaltende Losungen u der partiellen 
Differentialgleichung folgendermaBen: Wir wS-hlen eine willkhrliche 

^ Man sieM das Ergebnis flbrigens auch leioht geometrisch ohne Rechnung 
ein, indem man beachtet, daB der charakteristische Vektor tangential an der 
Integralflache sein muB; da seine Projektion auf den ar-Raum zufolge der Rela- 
tionen (S) tangential zur Projektion von C auf den zr-Raum ist, so folgt, daB er 
selber tangential zu C ist. 





du dXi 
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(« — l)-dimensionale Mannigfaltigkeit C, welche C in einer n — 2-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit S schneidet und fiir welche uberall A=^0 ist. 
Dutch C' geht dann eine eindeutig bestimmte Integralflache /'. Diese abet 
enthalt gemaB ihrer oben angegebenen Konstruktion 'alle dutch S gehen- 
den charakteristischen Kurven, somit die von diesen etzeugte Mannig- 
faltigkeit C. Det Beweis unsetes Hauptsatzes ist damit zu Ende gefiihrt. 

§ 3. Allgemeine Differentialgleichungen mit zwei 
unabhangigen Veranderlichen. 

1 . Charakteristische Kurven und Fokalkurven. Wit bettachten 
eine allgemeine Diffetentialgleichung 

(f) F{x,y,u,-p,q) -0, 

wobei zut Abkutzung p = u^, q = Uy gesetzt ist und — entsptechend 
unsetet standigen Vetabtedung — vorausgesetzt witd, daB F in dem 
zu bettachtenden Wettebeteich eine stetige und mit stetigen ersten 
und zweiten Ableitungen vetsehene Funktion seinet fiinf unabhangigen 
Verandetlichen ist. Wit machen dabei ausdriicklich die Voraussetzung 

F| + F| + 0.- 

Die pattielle Diffetentialgleichung laBt sich im x, y, M-Raume geo- 
metrisch folgendermaBen deuten (vgl. Kap. I, § 4) : In jedem bettachteten 
Punkte [x, y, u) witd von den Richtungskoeffizienten f, q det Tangential- 
ebene einet Integtalflache u{x, y) das Bestehen det Gleichung F = Q 
verlangt. Diese Gleichung ist jetzt nicht mehr linear in p und q] daher 
stellen die moglichen Tangentialebenen im allgemeinen kein Ebenen- 
biischel mehr dar; wit nehmen an, daB sie eine einparametrige Schar 
bilden und einen Kegel, den Kegel von Monge, einhiillen. Die Differential- 
gleichung ordnet somit jedem Punkte {x, y, u) des bettachteten Raum- 
stiickes einen solchen Mongeschen Kegel zu; das Integrationsproblem 
besteht in det Aufgabe, Flachen zu finden, welche auf dieses Kegel- 
feld passen, d. h. in jedem Punkte den zugehorigen Kegel bertihren. 

Wit konnen die Mongeschen Kegel statt dutch die Relation F = 0 
flit ihre Tangentialebenen auch dutch eine Relation fiir ihre Seiten- 
linien charakterisieren. Um zu einer analytischen Darstellung zu gelangen, 
denken wit uns den Mongeschen Kegel F = 0 in Parameterform dar- 
gestellt, indem p und q als Funktionen eines Parameters X aufgefaBt 
werden. Dann erscheint eine Seitenlinie des Kegels als Grenzlage det 
Schnittgeraden der zum Parameter X und der zum Parameter A -f- A 
gehSrigen Tangentialebene Mr h-^0. Denken wir uns langs der Seiten- 
linie X, y, u etwa als Funktionen der Entfemung a von der Spitze dar- 
gestellt, so gelangt man in bekaimter Weise neben der Gleichung 

iff I iy 
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zu der Gleichung 

Da auBerdem durch Differentiation von F = 0 nach A die Gleichung 

Fpf{^) + F,q'{l) = 0 

besteht, so erhalten wir sofort fiir die Seitenrichtungen des Kegels die 
Relation 

(2) dx:dy:du= Ff:Fj:{pFp + qFg), 

die wir als die zur Differentialgleichung (f) duale Darstellung des Monge- 
schen Kegels auffassen "konnen. 

Die so charakterisierten Seitenrichtungen des Mongeschen Kegels 
wollen wir als charakteristische Richtungen bezeichnen. Zum Unter- 
schied gegen die quasilinearen Gleichungen bei denen jedem Raum- 
punkt nur eine charakteristische Richtung zukommt, haben wir es 
also hier in jedem Punkte mit einer einparametrigen Schar charaktcri- 
stischer Richtungen zu tun. Raumkurven, welche in jedem Punkt 
charakteristische Richtung besitzen, wollen wir Fokalkurven oder Monge- 
sche Kurven nennen. Indem wir auf ihnen einen geeigneten Para- 
meter s einfiihren, konnen wir die Bedingungen (2) fur die Fokalkurven 
in die Gestalt 

W + 

setzen. Die letzte dieser drei Differentialgleichungen heiBt die Streifen- 
bedingung. Sie bringt zum Ausdruck, daB durch die Funktionen x{s), 
y{s), u{s), p{s), q(s) nicht nur eine Raumkurve, sondern zugleich eine 
in jedem ihrer Punkte beriihrende Ebene definiert ist. Man nennt ein 
Gebilde, welches aus einer Kurve und aus einer Schar von Tangential- 
ebenen dieser Kurve besteht, einen Streifen. Dies System der drei gc- 
wohnlichen Differentialgleichungen {}) und die Relation F [x, y, u, p, q) = 0 
fur die fiinf Funktionen x, y, u, f, q in ihrer Abhangigkeit von s .stellt 
ein 'unterbestimmtes System dar. Jede Ldsung dieses Systems liefert 
einen sogenannten Fokalsireifen^. 

Der Kern unserer Theorie beruht nun auf folgender tJberlegung: 
Auf jeder Integralflache u{x, y) muB es Fokalkurven geben; denn in 
jedem Punkte beruhrt die Integralflache einen Mongeschen Kegel, ent- 
halt also eine charakteristische Richtung und dieses charakteristische 
Richtungsfeld liefert auf der Integralflache zugehdrige Fokalkurven als 

' Um die vier Bedingungen far einen Fokalstreifen zu einem vollstandigen 
System zu erganzen, kdnnen wir noch eine willkarliohe Relation zwischen x, y, « 
vorschreiben, also far die Fokalkurve Lage auf einer vorgegebenen Ihiche ver- 
langen. (Der Streifen wird allerdings im allgemeinen die Fl&ohe nicht beriihren.) 
Man erkennt dann leicht, daO es im allgemeinen eine einparametrige Schar von 
h'okalkurven auf einer vorgegebenen Flache gibt. 
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Bahnkurven. Wir zeigen: Die Forderung, eine Fokalkurve soil in eine 
Integralflache u u {x, y) eingebettet sein, fiihrt zu zwei weiteren ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen fiir die GrdBen f und q als Funk- 
tionen von s. 

In der Tat, geben wir von einer bestiminten Integralflache u = u[x, y) 
aus, anf welcher demgemaB durch ^ und q^Uy auch die GroBen p 
und q gegeben sind, so wird durch die Differentialgleichungen 


auf der Integralflache eine einparametrige Schar von Kurven definiert. 
Langs dieser Kurven wird jedenfalls 


also 


du dx , dy 


du 

ds 




Unsere Kurven auf der Integralflache bilden mithin eine Schar Monge- 
scher Kurven und erzeugen die Integralflache. Nun erhalten wir aus 
der partiellen Differentialgleichung durch Differentiation nach x hzw. 
nach y die auf unserer Integralflache in x, y identisch bestehende Relation 

Px + -fj ?* + -Pu ^ — 0 

PpPy + -Fig-y + -f F, = 0. 

Betrachten wir jetzt eine unserer Mongeschen Kurven mit dem Para- 
meter s, so gehen diese beiden letzten Gleichungen vermoge fl = — , 

^ d s 

Fq = Py — <lx sofort liber in die Relationen 


langs der betreffenden Mongeschen Kurven. Wenn also eine Mongesche 
Kurve auf einer Integralflache eingebettet ist, so genugen die Koordinaten 
X, y, u ihrer Punkte und die GroBen p und q langs ihr einem System von 
fiinf gewohnlichen Differentialgleichungen 


(4) 


dx 
d s 


■F„, 


ii=^F 

ds 


It 

d s 


-{pF.yF,). 


^-x=.-{qF^ + F,). 


Das System dieser Differentialgleichungen heifit das zur Gleichimg (1) 
gehdrige charakterisHsche Differentialgleichungssystem. 

Wir kehren nun den Zusammenhang um, mdem wir da.von absehen, 
dafi dieses gewdhnliche Differentialgleichungssystem aus der Betrachtung 
einer als vorhanden angenommenen Integralflache gewonnen wurde; 
wir nehxnen vielmehr das System ohne Bezugnahme auf Losungen von (1) 

Comnt-HUbert, Mathcniati$ch<j Physik II. 5 
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zum Ausgangspunkt'. Es definiert dann, da im Parameter s eine additive 
Konstante unerhebiich ist, eine vierparameirige Schar von Kurven. 
x{s), y(s), u{s) mit zugehorigen Tangentialebenen p{s), q{s), d. h. eine 
Schar von Streifen. 

Wir bemerken; Die Funkiion F ist ein Integful unseTcs chuTdkteri- 
stischen Differentialgleichmgssy stems] d. h. langs jeder Losung dieses 
Systems hat F einen konstanten Wertb In der Tat gilt fiir eine solche 
Losung ap p dp , p dq , p du , p dj^ , p ^ 

und der Ausdruck rechts wird vermdge der charakteristischen Differential- 
gleichungen identisch in s gleich Null. 

Wir wollen nun aus der vierparametrigen Schar der Losungen der 
charakteristischen Differentialgleichungen eine dreiparametrige Schar 
durch die Bedingung heraussondern, daB F auf diesen Losungen nicht 
einen beliebigen konstanten Wert, sondern der Ausgangsdifferential- 
gleichung gemaB den Wert Null besitzt®. Jede Losung der charakteristi- 
schen Differentialgleichungen, welche aufierdem noch der Gleichung F = 0 
geniigt, wollen wir einen ..charakteristischen Streifen" nennen; die einen 
solchen Streifen tragende Raumkurve x{s), y{s), u{s) heifSt charakteristische 
Kurve. 

Wie im quasilinearen Falle folgen aus der Herleitung der charakteri- 
stischen Differentialgleichungen die Satze: Auf jeder IntegralfUche giht 
es eine einparametrige Schar charakteristischer Kurven und zugehoriger 
charakteristischer Streifen. Ferner; Wenn ein charakteristischer Streifen 
ein Element, d. h. Werte x, y, u, p, q mit einer Iritegralfldche gemeinsam 
hat, dann gehort der Streifen gdnzlich der betreffenden Integralfldche an. 

Die wichtigste Erkenntnis in der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung ist nun, daB das Integrationsproblem un.serer 
partiellen Differentialgleichung (1) aquivalent ist mit dem Integrations- 
problem des charakteristischen Systems gewohnlicher Differential- 
gleichungen (4) : D, h. man kann die Integration der partiellen Differential- 
gleichung (1) auf die des charakteristischen Systems gewohnlicher Diffe- 
rentialgleichungen zuriickfiihren. 

2. Losung des Anfangswertproblems. Zum Beweise wollen wir 
analog zu §§ i und 2 die Integralfldchen mit Hilfe der charaktcri.sti.schen 
Streifen aufbauen. Wir stellen fur unsere partielle Differentialgleichung 
wiederum das Anfangswertproblem, und zwar zweckmaBigerweise in der 
folgenden Form : Mit Hilfe eines Parameters t sei durch die Funktionen x (/) , 
y[t), u{t), p{t), q{t) ein Anfangsstreifen Cj mit doppclpunktfreier Projek- 
tion Co gegeben, derart daB 

^ Zu dieser Bedeutung des Wortes ..Integral", welche nicht mit der Bedewtung: 
Integral gleich Ldsung verwechselt werden darf„ vgl. Kap. I, § J, S. 24. 

* Ohne diese EinschrSnkung warden wir gleichzeitig alle Differentialgleichungen 
F = konst, zu hetrachten haben. 



§ 3-. Allgemeine Differentialgleichnngen. 


67 


1, die Streifenrelation 

du L dx . dy 

2. F = 0 identisch in t besteht. 

Ein solcher Streifen heiBt ein Integralstreifen^. Das Anfangsproblem 
besteht nun darin, in Umgebung von Cq eine Fnnktion u{x, y) zu finden, 
die dort der Differentialgleichung geniigt und samt q = Uy auf Cq 

die vorgegebenen Werte annimmt, also den Anfangsstreifen enthalt. 

Wir denken tins nun zur Losung des Anfangswertproblems dutch 
jedes Anfangselement dieses vorgegebenen Streifens den charakteristi- 
schen Streifen mit s als laufenden Parameter gelegt ; d. i. eine Losung der 
charakteristischen Differentialgleichungen (4), welche fiir s = 0 in x{t), 
y {t), u {t), p [t), q [t) ubergeht. Dieses Losungssystem bezeichnen wir mit 

x{sj), y{sj), p{s,t), q[sj). 

Wiederum ist dutch bekannte Satze iiber gewohnliche Diffe- 
rentialgleichungen die eindeutige Bestimmtheit dieser Losungen und 
ihre stetig differenzierbare Abhangigkeit von s und vom Parameter t 
gesichert. Wenn der Ausdruck 

(5) A = Fpyt—F^x, = x,yi — xty, 

langs unseres Anfangsstreifens und also auch in einer gewissen s, MJm- 
gebung dessdben von Null verschieden ist, so konnen wir in dieser 
Umgebung statt der Parameter t und 5 die GroBen x und y als unab- 
hangige Jy^eranderliche einfixhren, also die GroBen u, p, q als Funktionen 
von X und y ausdriicken; insbesondere erhalten wir eine Flache u[x, y). 
Wir behaupten, daB auf dieser Flache p^u^; und q = Uy wird und daB 
die Flache eine Integralflache ist, mithin unser Anfangswertproblem lost. 

Die letzte Tatsache versteht sich von selbst, sobald auf unserer 
Flache die Relationen p^u^, q^Uy feststehen; denn da F Integral 
des Gleichungssystems (2) ist, so verschwindet wegen der zweiten An- 
fangsbedingimg langs unserer Flache sicherlich die GroBe F {x, y, u, p, q) 
identisch in und t, also auch in x und y. 

Urn nun die Relation p^u^ und q^Uy zu verifizieren, brauchen 
wir lediglich zu zeigen, daB die beiden GroBen 

I U = Ui—pXi-~qyt 

__ I V = Us-px,-qy, 

^ Man kdnnte bei der Problemstellung auch zunachst nur die Anfangskurve C 
als vorgegeben betrachten und dutch die Streifenrelation sowie die Gleichung jp »0 
die AnfangsgrdBen p und q hinzubestimmt denken; jedoch ist die hier gewSihlte 
Form des Anfangswertproblemes vorzuziehen, weil dabei die ftir das eigentliche 
Problem unwesentliche Diskussion der sich fiir p und q ergebenden Gleichungen 
vermieden wird. 

5 * 
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auf unserer Flache identisch verschwinden ; denn sicherlich gelten die 
Relationen 

0 = Mj — 

Q = u,—u^x,—Uyys-, 

da die Determinante Xtys—x^yt^A dieses linearen Gleichungssystems 
fur Mj:, Uy nach Voraussetzung nicht verschwindet, so folgt alsdann aus 
f/ = F ;= 0 und (7) sofort p — u^, q — Uy. 

Das Verschwinden der GroQe V ist eine unmittelbare Aussage der 
charakteristischen Differentialgleichungen. Um das Verschwinden von 
U zu beweisen, fassen wir TJ, ebenso wie V, als Funktionen von s und 
i auf. Wir gehen aus von der Identitat 

du dv ,, , . ^ 

jj—Qf=-{'P,Xi~p,Xs + qsyi-qtys)- 

Berucksichtigen wir jetzt die charakteristischen Differentialgleichungen (4) 
und benutzen wir, daB aus dem identischen Verschwinden von V auch 

o It/ 

= 0 folgt, so ergibt sich 

^ = piFp + qtFj + (j>Xt + qyt)F„ + F^Xt + Fyyt. 

Andererseits folgt aus der identisch in s, t erfiillten Relation F ™ 0 
durch Differentiation nach t 

fi Pp + ?( -fl? + ‘ti'i XiFx-\- ytFy = Q , 

somit 

( 8 ) W = 

Diese Gleichung stellt bei festem t eine lineare gewohnliche Differential- 
gleichung fiir XJ als Funktion von s dar. Da C/ fiir s = 0 nach Voraus- 
setzung verschwindet, so ist wegen der eindeutigen Bestimmtheit der 
Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung ^ fiir U (s) durch den 
Anfangswert [/(O) die Grofie U fiir alle Werte von s Null. Die ge- 
wiinschte Verifikation ist damit geleistet. Wegen der eindeutigen Be- 
stimmtheit der Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen durch 
die Anfangsbedingungen ist die durch unsere Konstruktion geliefcrtc 
Integralflache eindeutig festgelegt. 

Wir konnen so unser ResuRat folgendermaBen zusammen fassen: ht 
C\x = X [t], y = y (t), u = u (t) eine vorgegebene Raumkurve, die durch 
p{t), q{t) zu einem der Sireifenrelaiion und der Relation F = 0 geniigen- 
den Anfangsstreifen Cj : x, y, u, p, q erganzt wird, und ist lings dieses 


-/P«d> 

U(s)=U{0)e ® 



^ Oder wegen 
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Streifens A — Fpyt — Fg 0, so gilt es in einer Umgebung durch diesen 
Anfangsstreifen eine und nur eine Integralfldche u [x, y). 

3. Charakteristiken als Verzweigungselemente. Erganzende Be- 
merkungen. Integralkonoid. Wir haben uns noch tiber die Bedeutung 
des durch die Gleichung A = 0 charakterisierten Ausnahmefalles klar zu 
werden. Gilt fur einen Streifen Q, welcher auf einer Integralflache u{x, y) 
liegen soil, iiberall F^yt — FgXt = 0, so muB Q nach den Ausfuhrungen 
von S. 65 ein charakteristischer Streifen auf dieser Integralflache 
sein. Im Ausnahmefall A = 0 kann daher durch die Kurve C nur 
dann eine Integralflache gehen, wenn die Kurve C charakteristisch 
ist, d. h. wenn die durch die Bedingungen 1. und 2. hinzubestimmten 
Funktionen f urid q diese Kurve zu einem charakteristischen Streifen 
erganzen. Ist diese Bedingung erfullt, dann gibt es durch den An- 
fangsstreifen wiederum nicht nur eine, sondern unendlich viele Integral- 
flachen, die sich daher langs dieses Anfangsstreifens beriihren. In der 
Tat, betrachten wir eine Kurve C, welche die Kurve C schneidet und 
welche zu einetn Anfangsstreifen so erganzt ist, daB dieser Anfangs- 
streifen in dem gemeinsamen Punkte auch den charakteristischen Streifen 
zu C beriihrt, dann wird das Anfangswertproblem durch C eine Integral- 
flache ergeben, welche den ganzen zu C gehorigen charakteristischen 
Streifen enthalt, da ja diese Integralflache mit dem charakteristischen 
Streifen ein Element gemeinsam hat. 

Die charakteristischen Kurven auf einer Integralflache sind also 
Linien, langs denen sich verschiedene Integralflachen beruhren. Man 
kann daher diese Kurven bzw. Streifen als Verzweigungselemente von 
Integralflachen betrachten. Bei Uberschreiten einer solchen Linie kann 
man, ohne die Bedingung der Stetigkeit der ersten Ableitungen von u zu 
verletzen, statt auf der urspriinglichen Integralflache auch auf irgend- 
einer anderen der dort sich beriihrenden Schar weitergehen. 

Zusammenfassend hat man die folgenden zwei FaUe fur das Anfangs- 
wertproblem: Gilt Zl 4=0 fur den Anfangsstreifen Q, so ist das Anfangs- 
wertproblem eindeutig losbar. Gilt jedoch A~0 langs Cj, so ist das An- 
fangswertproblem nur losbar, wenn der Anfangsstreifen Cj charakteristisch 
ist; es gibt dann unendlich viele Lostmgen. 

Zum SchluB noch eine weitere Bemerkung tiber den Ausnahmefall 
A~0. Wenn der Anfangsstreifen C der weiteren Bedingung, charakteri- 
stisch zu sein, nicht geniigt, so ist Cj, wie man sofort sieht, lediglich ein 
Fokalstreifen; es kann dann keine Losung des Anfangswertproblems 
durch Cl geben, d. h. keine Integralflache, welche diesen Anfangsstreifen 
enihSlt uncf in seiner Umgebung stetige Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung besitzt. Wohl aber ist es denkhar, daB es eine Integralflache 
gibt, fiir welche C singulhre Linie ist. In der Tat; Wenn wir durch 
jedes X, y, u, p, g-Element von Cj als Anfangselement den charakteri- 
stischen Streifen ziehen, so zeigt genau dieselbe Diskussion wie friiher, 
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daB diese Streifen bzw. ihre Kurven eine Integralflache bilden, wenn 
sie nicht ~ im Falle eines charakteristischen — alie zusammenfallen. 

Auf diesen Integralflachen miissen die Kurven C singular sein und 
als Enveloppen der die Flache erzeugenden charakteristischen Kurven 
erscheinen. Wir diirfen erwarten, daB sie Riickkehrkanten der Integral- 
fldchen sind. Diese Tatsachen werden wir an Hand von Beispielen 
bestatigen (vgl. § 6 und das in § 1 fur den Fall quasilinearer Differen- 
tialgleichungen diskutierte Beispiel). In der Theorie der Lichtausbrei- 
tung werden sich die Charakteristiken als Lichtstrahlen erweisen; daher 
erscheinen dann die Brentdinien dieser Strahlen als Fokalkurven, was 
deren Bezeichnung rechtfertigt. 

• Wir heben noch einen besonderen Grenzfall des Anfangswertproblems 
hervor, namlich den Fall, daB die Anfangskurve sich auf einen Punkt 
zusammenzieht. Genau dieselben Uberlegungen wie oben ftihren zu 
folgendem Ergebnis: Die Gesamtheit der charakteristischen Kurven durch 
einen fester, Punkt P des x, y, u-Raumes bildet eine Integralflache. Diese 
Integralflache, welche im Punkte P eine kegelartige Singularitat (mit 
dem Mongeschen Kegel als Tangentialkegel) hat, heifit das Integral- 
konoid der partiellen Differentialgldchung in P. Es spielt in der Theorie 
der Lichtausbreiturig als Lichtkegel, wie sich spater zeigen wird, eine 
besonders wichtige Rolle. 

Endlich noch eine Bemerkung fiber die wesentliche Verschiedenheit 
der Verhaltnisse beim quasilinearen und beim allgemeinen nichtlinearen 
Falle — dieselbe Bemerkung gilt ubrigens entsprechend auch bei n 
unabhSngigen Veranderlichen Im linearen und quasilinearen Fall 
kann man sich mit den charakteristischen Kurven begnugen, welche 
eine zweiparametrige bzw. «-parametrige Schar bilden, um die Losung 
zu konstruieren. Beim allgemeinen Falle ist man jedoch zu dem Zweck 
gendtigt, durch Hinzunahme der TangentialgrdBen p, q, zu charakte- 
ristischen Streifen uberzugehen, deren Tragerkurven charakteristische 
Kurven sind. Diese Streifen bilden aber nunmehr eine dreiparametrige 
(bzw. 2«— 1-parametrige) Schar, und dasselbe gilt dann im allgemeinen 
auch fur ihre charakteristischen Tragerkurven. 

§ 4. Zusammenhang mit der Theorie des voUstandigen 

Integrals. 

Wir haben frfiher in Kap. I, § 4, Nr. 2 gesehen, daB wir mit Hilfe 
eines voUstindigen, von zwei Parametem a und b abhingigen Inte- 
grals u = q>(x, y, a, b) der Differentialgleichung F ^0 eine von einer 
willkfirlichen Funktion abhangige Menge von Ldsungen der Differential- 
gleichung durch den ProzeB der Enveloppenbildung erhielten, indem 
wir b = w{a) setzten und aus den beiden Gleichungen 

u=:<p{x, y, a, w(a)) 

0 = q>t + (pi,w'(a) 



§ 4. Zusammenhang mit der Theorie des vollstandigen Integrals. ’]\ 


die GrdJBe a eleminiert dachten. Diese beiden Gleichungen geben uns 
eine Darstellung der noch von dem Parameter a abhangigen Beriihrungs- 
kurven der Schar mit ihrer Enveloppe. Da die p'unktion w [a) so gewahlt 
werden kann, daB sie an einer bestimmten Stelle a einen beliebigen 
Wert b imd die Ableitung w' {a) einen beliebigen Wert c erhalt, so stellen 
die beiden Gleichungen 

(1) u~f{x,y,a,b), (la) 0 = fa + <^fb 

eine von den drei Parametem a, b, c abhangige Kurvenschar dar, welche 
als Beriihrangskurven bei der Enveloppenbildung auftreten konnen. 

Wir zeigen nun: Die durch die Gleichungen (1) dargestellten Kurven- 
schar en sind charakteristische Kurven unserer Differ entialgleichung. Es 
miissen dann von selbst die zugehorigen durch f = cpx {x, y, a, b), 
q = q>y {x, y, a, b) gelieferten Streifen charakteristische Streifen sein. 

Der Beweis folgt anschaulich sofort aus der Tatsache, daB sich 
langs unserer Kurve zwei verschiedene Integralflachen beriihren, was, 
wie wir in § 4 gesehen haben, nur langs eines charakteristischen Strei- 
fens moglich ist. 

Im iibrigen ist die Behauptung leicht durch direkte Rechnung zu 
bestatigen. Betrachten wir etwa x statt s als unabhangige Verander- 
liche langs unserer Kurve, so folgt durch Differentiation nach x aus 
der Gleichung (la) 

(2) 0 = 9?«* + C9>i* + y*(fa, + C99jy), 

wahrend die Differentiation der Differentialgleichung F=0 fiir 
u = q) {x, y, a, b) nach a bzw. b die Gleichungen 

. , I ^ax ^ay 0 

1 Fu.fph'f' Fp^kx'f' Fqfby = ^ 

ergibt. Durch Multiplikation der zweiten feer Gleichungen mit c und 
Addition zur ersten gewinnen wir nunmehr wegen (1) und (2), unter der 
Voraussetzung F^i+O, die Gleichung Fpy^ — Fg = 0, welche unsere Kur- 
ven nach den Uberlegungen von S. 65 sofort als charakteristische 
Kurven kennzeichnet. Hierbei ist, wie nochmals hervorgehoben werde, 

Fl + F^g^O 

im betrachteten Bereich vorausgesetzt. 

Unsere beiden Gleichungen liefern uns also, sobald ein vollstandiges 
Integral der partiellen Differentialgleichung bekannt ist, eine dreipara- 
metrige Schar von charakteristischen Kurven bzw. Streifen; daB wir 
hier eine Darstellung durch die unabhhngige Veranderliche x statt der 
symmetrischen durch einen Parameter s gewahlt haben, ist belangslos. 
Wir haben somit den in § 3 behandelten Zusammenhang umgekehrt, 
nSmlich die Losungen der charakteristischen Differentialgleickungen aus 
einer voUst&ndigen Losung der partiellen Differentialgleichung gmonnen. 
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In § 7 werden wir auf diesen dem urspriinglichen entgegengesetzten 
Gesichtspnnkt nochmals ausfiihrlich zuriickkommen. 

DaB wir auf diese Weise alle Charakteristiken bzw. alle Losungen 
der partiellen Differentialgleichung gewinnen, foigt sofort, wenn wir 
voraussetzen, dafi man fiir jede vorgelegte Integralflache, fiir welche 
JF® Fg=^ 0 ist, zu jedem Punkte ein dort beriihrendes Individuum 
der Schar u = (p{x, y, a, b) hinzubestimmen kann. 

Endlich noch eine Bemerkung iiber die Rolle der singularen Losung. 
Wir erhalten diese nach Kap. I, § 4 , Nr. 3 durch Bildung der Enveloppe 
der zweiparametrigen Schar u = f(x, y, a,b), bzw. ohne Bezugnahme 
auf ein spezielles vollstandiges Integral durch Elimination von p und q 
aus den Gleichungen 

F=0, Fp = 0, F^ = 0. 

Fiir eine singuldre Losung werden alle Betrachtungen des § 4 hinfallig, 
da stets auf unseren Integralflachen das Bestehen der Relation Fp + + 0 

vorausgesetzt war. Der Ausnahmecharakter der singularen Losung 
kommt unter anderem auch darin zum Ausdruck, daB auf ihr die charak- 
teristische Anfangsbedingung 


4 l = F* 


dy 

dt 


dx 

dt 


identisch erfiillt ist, wie auch immer wir eine Anfangsmannigfaltigkeit 
auf ihr wahlen. In diesem Sinne ist jeder auf der singularen Losung 
gelegene Anfangsstreifen charakteristisch. 


§ 5. Fokalkurven und Mongesche Gleichung. 

Auf S. 64 hatten wir die Fokalkurven durch das Differentialgleichungs- 
system (3) dargestellt, wobei die Grdfien p, q noch der Nebenbedingung 
F[x, y, u, p,q) = 0 unterworfen waren. Fiihrt man unter der Annahme 
Fp = 1 = 0 statt s einfach x als Parameter auf den Kurven ein, so erhdlt 
man die drei Gleichungen 


(j ’ dx^Fp’ U Tp • 

Eliminiert man aus diesen Gleichungen p und q, so gelangt man zu 
einer einzigengewohnlichen Differentialgleichung in den zweiUnbekanntcn 
y und u 


( 2 ) 


M(x,y, u, 


dy 

dx 



0 . 


Diese Gleichung heiflt die Differentialgleichung von Monge. Sie ist das 
einfachste Beispiel eines unterbestimmten Systems gewbhnlicher Differential- 
gleichungen und stellt die Bedingung fiir die Seitenrichtungen des Monge- 
schen Kegels im Punkte {x, y, u) dar, wahrend die Gleichung F 0 
dual hierzu die Abhangigkeit zwischen dessen Tangentialebenen gab. 
(Hatte man statt x den Parameter s auf den Fokalkurven beibehalten, 
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so wurde die Kegelgleichung von der Form 


( 2 ') 


M I X, y, u. 


dx dy ■ du\ 
ds * ds * ds ) 


= 0 


sein, wo M homogen in den letzten drei Variablen ist.) 

Wir konnen auch umgekehrt zu einer gegebenen Mongeschen Gleichung 
M (x, y, u, y', u').= 0 eine zugehorige partielle Differentialgleichung kon- 
struieren, und zwar indem wir aus der Gleichung M — 0 und den beiden 
Gleichungen + 

? = — -W' — 


die Grdfien y', u' eliminieren, w^bei sich als Resultat die Gleichung 
F (x, y, u, p, q) ergibt. (Ubergang zur Tangentialdarstellung des Monge- 
schen Kegels in {x,y,u).) Eine Mongesche Gleichung, d. h. eine ge- 
wohnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei un- 
bekannten Funktionen, und eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung fur eine Funktion von zwei unabhangigen Veranderlichen 
reprasentieren dieselben geometrischen Gebilde, einmal erzeugt dutch 
Flachenelemente (partielle Differentialgleichung) und zweitens dutch 
Linienelemente (Mongesche Gleichung). 

Die Ldsungen der Mongeschen Gleichung, die Fokalkurven, sind, 
abgesehen von den charakteristischen Kurven, solche Kurven, welche 
in jedem Punkte von einer charalcteristischen Kurve beriihrt werden. 
Aus den Betrachtungen von §3,3 entnehmen wir, daB wir diese Fokal- 
kurven erhalten, indem wir zu einer Integralflache der Differential- 
gleichung F = 0 die Enveloppe der auf ihr liegenden charakteristischen 
Kurven bilden (falls es eine gibt). 

Diese Bemerkung fiihrt zu einer bemerkenswerten Auflosungstheorie 
der Mongeschen Gleichungen. An sich erfordert die Bestimmung von 
u und y aus der Mongeschen Gleichung zuerst die willkiirliche Fest- 
legung irgendeiner weiteren Beziehung W {x, y,u) = 0 und sodann 
Integration einer gewdhnlichen dutch Elimination von u oder y ent- 
stehenden Differentialgleichung erster Ordnung, d. h. also unendlich 
viele solche Integrationsprozesse. Irgendeine Darstellung der Ldsungs- 
gesamtheit der Mongeschen Gleichung (2) mittels einer willkiirlichen 
Funktion kommt so nicht zustande. Es ist nun jedoch moglich, vom 
vollstandigen Integral aus eine mit einer willkurlichen Funktion behaftete 
explizite Ldsung der Mongeschen Gleichung zu geben, welche keinerlei 
Integrationsprozesse mehr enthalt. Zu dieser integrallossn Losung der 
Mongeschen Gleichung gelangen wir, indem wir annchmen, u = qj{x, y, a, b) 
sei ein bekanntes vollstandiges Integral der zur Mongeschen Gleichung 
aquivalenten partiellen Differentialgleichung. Wir haben dann zu den 
beiden Gleichungen 

[ u = <p{x,y,a,w(a)) 

I 0 — % (x, y, a, w{a))+ ft {x, y, a, w (a)) w' (a ) , 
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die die zum Parameter a gehorige charakteristische Kurve auf der durch 
b = w{a) bestimmten Integralflache geben (vgl. S. 71), noch die weitere 
durch Differentiation nach a entstehende Gleichung 

(4) 0 = + 2 cpabw' (a) -f cpbbW"^ («) + W 

hinzuzufiigen. Diese drei Gleichungen stellen eine Raumkurve mit 
Hilfe des Parameters a dar, und zwar eine Enveloppe von Charakteri- 
stiken. Sie liefem die gewiinschte Ldsung, sobald wir aus ihnen durch 
Elimination u und y als Funktionen von x ausgedriickt denken. 

§ 6. Beispiele. 

Wir wollen die entwickelte Theorie an einer Reihe von — zum 
Teil auch an sich wichtigen — Beispielen erlautern. 

1. Die Differentialgleichung (gradu)2=l, Wir betrachten die 
Differentialgleichung 

( 1 ) ul + u^-i 

bzw. die Gleichung 

(2) ul + u^ + u]-i 

fur eine Funktion u{x, y, z), welche ausdriickt, daB der absolute Betrag 
des Gradienten der Funktion u den Wert 1 hat. 

Diese Differentialgleichungen haben durch ihre Bedeutung fiir die 
geometrische Optik auch an sich Interesse. Denn die Ldsungen « be- 
schreiben mdgliche Zustinde einer Lichtausbreitung in einem homogenen 
Medium, wobei die Flhchen w = konst, die Wellenfronten, die Charak- 
teristiken die Lichtstrahlen sind. Allgemein beschreibt iibrigens die 
Differentialgleichung 

(3) ul-\-ul-\ru\=^n{x,y.z) 

die Lichtausbreitung in einem inhomogenen Medium mit dem vom 
Orte abhangigen Brechungsindex n{x, y,z). 

Wir behandeln zunachst den Fall von zwei unabhangigen Verander- 
lichen, fiir welche wir schon in Kap. I, § 3 das vollst^ndige Integral 

(4) u — ax yi — a^y -\-b 
und durch die Gleichungen 

u = ax-\- -j/l — + w(a) 

0 = x — -A.^y^w‘{a) 

]/! — «* 

eine noch eine willkiirliche Funktion enthaltende Ldsung gewonnen 
haben. Die beiden Gleichungen 

u — ax + — y + b 

0 = X ; y-j-c 

]/l — a* 
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und die zugehorigen Relationen 

f = a, q=-^\ — a^ 

geben uns die von den 3 Parametern a, b, c abhangige Schar der charak- 
teristischen Streifen, langs deren wir etwa x als unabhangige Verander- 
liche ansehen. Wir erkennen, daB die charakteristischen Kurven, die 
„LichtstrahIen“ gerade Linien sind und daB langs dieser ganzen Geraden 
die zugehorige Tangentialebene fest bleibt, und zwar haben sowohl 
die charakteristischen Geraden als auch die zugehorigen Ebenen gegen 
die X, y-Ebene eine Neigung von 45° und sind hierdurch gekennzeichnet. 
Der Mongesche Kegel im Punkte Xg, yg, Ug lautet offenbar 

{x—Xg)^ + {y—yg)^=(u — Ug)^. 

Die charakteristischen Differentialgleichungen, welche durch die obige 
Relation gelost werden, konnen wir in der folgenden Proportion schreiben 

(5) dx:dy : du: df: dq = q'A: 0:0 

und selbstverstandlich auch sofort direkt integrieren: es ist 


f=:fg, q = qg, u = s + Sg, x = pgS + Xg, y = yo^ + ?o. 


wobei mit Xg, yg, Ug, pg, qg die betreffenden Anfangswerte fiir den Para- 
meterwert s = 0 bezeichnet sind. 

Die Mongesche Gleichung fiir die Funktionen u{x) und y{x), die zu 
unserer partiellen Differentialgleichung gehort, gewinnen wir durch 

Elimination von p und q aus p^ q^ = i, y' = 1-^ = _L . Sie lautet 

P P 


( 6 ) 



= 1 . 


Ihre Losungen sind diejenigen Kurven, deren Tangenten iiberall gegen 
die X, y-Ebene den Neigungswinkel von 45° besitzen. Wir konnen 
diese Fokalkurven oder „Brennlinien" integrallos mit Hilfe einer will- 
kiirlichen Funktion w{ii) folgendermaBen^ darstellen: 


(7) 


u=^ ax + — a^y-\-w[a) 

0 = y [a) 


Wir konnen vermittels dieser Fokalkurven die Losungen der Diffe- 
rentialgleichung (1) — abgesehen von den Ebenen (4) und den Integral- 
konoiden, d. h. den geradlinigen Kreiskegeln, deren Erzeugende gegen 
die X, y-Ebene um 45° geneigt sind — als abwickelbare Tangenten- 
flachen kennzeichnen, deren Riickkehrkante eine Fokalkurve ist, also 


^ Es sei als Aufgabe gestelit, diese Darstelltiug durch Rechnung dixekt zn 
verifiatiereu. 
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eine Kurve, deren Tangenten mit der x, y-Ebene stets den Winkel 45° 
einschlieBen. 

Die Losungen von (1 ) besitzen noch eine andere wichtige geometrische 
Bedeutung. Wir betrachten die Kurvenschar u {x, y) ~ c — konst, 
in der x,y-Ehene und behaupten: Der Weri der Funktion u{x, y) in 
einem Punkte der Ebene ist gleich dem Abstand dieses Punktes von der 
Kurve u (x, y) = 0. Die Kurven u {x, y) = c sind zu dieser Kurve 
aquidistante Parallelkurven im Abstand c; die orthogonalen Trajek- 
torien zu der Kurvenschar sind gerade Linien (namlich die Projektionen 
unserer charakteristischen Kurven) und die Enveloppe dieser geraden 
Linien, die gemeinsame Evolute der Kurven « = konst, ist die Projek- 
tion der Riickkehrkante, d. h. der Fokalkurven. 

Der Beweis dieser Tatsache . ergibt sich z. B., indem wir fur eine 
gegebene Anfangskurve G (x^, yg) ~ 0 das Anfangswertproblem I6.sen, 
wobei langs dieser Kurve als Anfangsbedingung u — 0 vorgeschrieben 
wird. Um die Losung nach der Charakteristikenmethode aufzubauen, 
betrachten wir die durch die Punkte Xg, yg gehenden Charakteristiken, 
bzw. ihre Projektionen x = pg s + Xg, y = ga s + Vo’ Wegen 

^0 + ?o ~ ^ bedeutet s die Entfernung des Punktes x, y auf diesen geraden 
Linien vom Punkte Xg, yg. Zur Bestimmung von pg und qg beachten wir, 
daB aus der Anfangsbedingung, wenn wir etwa langs der Anfangskurve 

Xg als unabhcLngigen Parameter ansehen, = po + qa folgt. Es 

axQ a X0 

wird 3.lso pgGy^—qgG^^=:0. Somit steht die obige charakteristischc 
Projektionsgerade orthogonal auf der Anfangskurve. P^s ist also « 
— wenigstens in einer hinreichend kleinen Umgebung der Anfangs- 
kurve — tatsachlich der Abstand des Punktes x, y von dieser Kurve. 
Dafl jede Kurve u — konst, wiederum orthogonal zu unseren Geraden 
stehen, folgt unmittelbar aus den obigen Betrachtungen. 

Eine etwas andere Wendung des Beweises ergibt sich, wenn wir 
von dem Problem ausgehen, die orthogonalen Trajektorien zu den als 
gegeben betrachteten Kurven u ~ konst, zu finden. Sie werden durch 
das System der gewohnlichen Differentialgleichungen 


( 8 ) 


dx 

ds 




dy 


ds 


charakterisiert, aus denen sich durch Quadrieren und Addieren sofort 



ergibt; s bedeutet also die Bogenlange auf den Trajektorien. Indem 
wir ferner etwa die erste der Differentialgleichungen (8) nach $ diffe- 
renzieren und rechts wieder die Differentialgleichungen (8) beriick- 

sichtigen, gelangen wir zu der Gleichung Die 

rechte Seite aber ist identisch Null, wie sich durch Differentiation der 
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partiellen Differentialgleichung nach x ergibt, ebenso folgt — 

die Trajektorien sind also gerade Linien. 

In genau derselben Weise erkennt man fur 3 unabhangige Ver- 
anderliche, daB die Losungen der partiellen Differentialgleichung (2) 
durch eine Schar aquidistanter Flachen u {x, y, z) = konst, gegeben 
wird, die zu einer willkurlichen AnfangsMche G [x, y,z) = 0 parallel 
sind. Diese Flachen besitzen geradlinige orthogonale Trajektorien, und 
das Stiick dieser geraden Linien zwischen den Flichen « = und u = c^ 
besitzt die konstante Lhnge — Cg; « selbst ist der Abstand des Punktes 
X, y, z von der Anfangsflache. 

2. F Wir betrachten die Differentialgleichung 
(fO) = 

Die aquivalente Mongesche Gleichung fiir y{x) und u(x) lautet 
(11) M'2 = 2y'. 


Ein voUstandiges Integral, das alle Flachenelemente der Differential- 
gleichung enthalt, ist 

(12) u = ax + -^y -j- b. 


Hieraus entsteht die von einer willkurlichen Funktion w(a) abhangige 
Familie von Losungen 


( 13 ) 


4 

u = ax-i- — y-l-w(a) 
0 = x—~y + w' (a) 


nach Elimination von a; durch Hinzunahme von 


(130 


o = 4^y + ®"(«) 


erhalten wir endlich die integrallose Darstellung der Fokalkurven mit 
Hilfe einer willkurlichen Funktion w. 

Die Gesamtheit der Charakteristiken wird durch die Gleichungen 


u = ax + y + b 


0=x-^y + c 


mit den drei Parametem a, b, c und etwa x als unabhangiger Verinder- 
lichen geliefert. Die charakteristischen Gleichungen lauten 

(14) dx:dy:du:dp:dq = q:p:i:0:o. 

t Durcli die Transformation (Drehung) i ^u, n « — ) — , co =» — r*"geht unser 

1/2 1/2 

Differentialgleichung in die Differentialgleichung cd^ — « 1 ftir m (f , rj) Ckbei 

die ahnlich wie die In Nr. l behandelt werden kann. 



78 II. Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Die Charakteristiken sind also wiederum gerade Linien und die zu- 
gehdrigen Tangentialebenen bleiben langs der ganzen Geraden fest, 
wobei pq = \ ist. Die charakteristischen Geraden warden daher durch 
die Gleichungen 

(15) ‘ y = ^» + yo. M = --^ + Mo 

?o ?o 

gegeben. 

Wir Ibsen schliefilich das Anfangswertproblem, fur die Anfangswerte 
«(0, yo) = •Mo = i;(yo), die in der Ebene x=-0 willkiirlich vorgegeben 
seien. Es ergibt sich sofort 

? (0, yo) = iVo) > f (0, yo) = Tvky^) ’ 


wir haben somit in den Gleichungen 

1 

I ^ = 77 

( 16 ) 






die Lbsung des Anfangswertproblems, wobei wir aus der zweiten Glei- 
chung yo durch x und y ausgedriickt und in die ersten eingesetzt 
denken miissen. Ein Vergleich mit der oben gefundenen Lbsung 


{ u — lax-\-a'w'{a)-\-w{a) 
y = 2a^x + w'{a) 2a^ 


zeigt, daB tatsachlich die Lbsungen folgendermaBen ineinander libergehen : 
wir fiihren durch die Gleichung y^ = 2a^w' {a) statt a einen neuen 
Parameter y^ ein und definieren sodann durch die Gleichung v (y^) = 
{aw{a)y = aw' (a)-\-w{a) zu w[a) eine neue Funktion v{y^, Wegen 
der Beziehungen 


j^=2a[2w'{a) i-aw"(a)] 


2 a {aw {a))" 


,, , dv(yo) , da 

® (yo) = = («“'(«)) Tv; 

2v'~{nf 


2a^ 


\ 

2a 


gehen dann die beiden Darstellungen ineinander iiber. 

Die beiden vorangehenden Beispiele sind Spczialfitlle der allgemcinen. 
Differentialgleichung 

(17) E(m„«,) = 0, 


bei welcher ganz ahnliche Verhaltnisse vorliegen. Aus den charak- 
teristischen Gleichungen 


( 18 ) Ax-.dy\du\dp-.dq^ Fp‘. Fq-.pFp-yqFg'.O'.Q 

erkennen wir wie oben, daB die charakteristischen Streifen aus geraden 
Linien mit nur einer zugehbrigen Tangentialebene bestehen, und daB 
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infolgedessen die Losungen abwickelbare Flachen sind. Diese letzte 
Tatsache wird noch deutlicher, wenn wir bemerken, dafi es mogiich ist, 
ein vollstandiges Integral aufzustellen, das aus lauter Ebenen besteht. 
Zu dem Zweck denken wir uns die Gleichung F {p, q) = 0 durch zwei 
Funktionen p{a) und q{a), wo a ein Parameter ist, erfiillt. Dann 
erhalten wir die vollstandige Losung 

u = p{a)x+ q{a)y + b, 

die in der Tat aus lauter Ebenen besteht. 

3. Die Differentialgleichung von Clairaut h Wir betrachten femer 
emeut die Clairautsche Differentialgleichung 

(19) m = a:w* + >'«3. + /(m*. «y)- 

In Kap. I, § 4 fanden wir als ein vollstandiges Integral die Ebenenschar 

( 20 ) u = ax+by + f(a,b). 

Die durch Enveloppenbildung aus dem vollstandigen Integral entstehen- 
den Losungen, die durch die Formeln 

J u= ax-\-w{a)y + f(a,w{a)) 

\ 0= x + w'{a)y + fa + h‘ii>' 

gegeben werden, stellen abwickelbare Flachen dar. Ebenso erkennen 
wir, daB alle durch Aneinanderreihung von Charakteristiken entstehen- 
den Integralflachen abwickelbar sind; denn aus den charakteristischen 
Gleichungen 

( 22 ) dx:dy:du={x + fp ) : (y + /,) : ()i« + + Pfp + qfj) 

dp = dq = 0 

entnehmen wir wie oben (vgl. Nr. 1 und 2), daB die charakteristischen 
Streifen gerade tinien mit.nur einer zugehorigen Tangentialebene sind. 

Die singulare Losung der Differentialgleichung (19) haben wir be- 
reits in Kap. I, §§ 4 und 6 betrachtet ; wir erhalten sie, vorausgesetzt, 
daB /|j + 0 ist, wenn wir aus den Gleichungen 

X~ — fa y-—fb 
a und 6 ausrechnen und in 

u = ax-{-by-\-f{a,h) 

einsetzen; in Tangentialkoordinaten rj, w ist ihre Darstellung einfach 
gegeben durch die Stiitzfunktion 

(23) <y=-/(f.»j)- 


1 Vgl. awch Kap, I, §§ 4 nnd 6. 
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Die Gesamtheit der Losungen kann nun durch ihre Beziehungen 
zur singularen Losung einfach gekennzeichnet werden. Wir bemerken, 
daB die Ebenen des vollstandigen Integrals gerade die Tangential- 
ebenen der singularen Losung und die Charakteristiken Tangenten 
sind. Hieraus folgt, daB die Gesamtheit der Losungen der Clairaut- 
schen Differentialgleichung diejenigen abwickelbaren Flachen sind, 
welche die singulare Losung beriihren. Das Anfangswertproblem kann 
man nun einfach dadurch losen, daB man die Ebenen bestimmt, die die 
Anfangskurve und zugleich die singulare Losung beriihren, und ihre 
Enveloppe bildet. 

DaB der Mongesche Kegel der Tangentialkegel von einem Punkte 
an die singuMre Losung ist, hatte man schon unmittelbar aus der Diffe- 
rentialgleichung entnehmen konnen. Der Mongesche Kegel ist hier 
zugleich Integralkonoid} . 

4. Die Differentialgleichung der Rohrenflachen. Ein instruktives 
Beispiel bietet die schon in Kap. I, § 4 aufgestellte Differentialgleichung 
der Rohrenflachen: 

(24) + \) = \ . 

Fiir sie ist die Schar von Kugeln 

(25) {x — fl)* 4* (y — J)*-|-M^ = l 

ein vollstandiges Integral. Geometrisch ergibt sich sofort, daB die zur 
«-Achse parallelen groBten Kreise der Kugeln die Charakteristiken sind. 

Analytisch entnehmen wir diese Tatsache der charakteristischen 
Differentialgleichungen 

(26) dx : iy \ du : dp : dq =■ u^p : u'^q : 1 — ^ - ^ , 

aus denen sich ergibt 

d{x-\-up) — d{y-\-uq) — d == 0. 

Wir gewinnen somit die Gleichungen 

x—a = -~up\ y—b — — uq, ptr.-:cq, 

wobei a, b, c Integrationskonstanten sind. Aus ihncn und au.s der 
Relation u^{p^ + q^) = l~u^ folgen nun tatsiichlich die Gleichungen 

(x— «)* + (y— 6)** = -1 und y-^-~c die charakteristi-schen Kurven 

sind also die oben- genannten Kreise. Ferner ergibt sich aus 
x—a : y— b:u = p:q: — i fiir die zugehorigen Tangentialebenen, daB 
ihre Normalen in den Mittelpunkt des Kreises weisen, 

‘ Diese Betrachtungen dieser Nummer gelten ebenso fftr die nur formal all- 
gemeine Differentialgleichung 

F{p, q, u~xp — yq) •» 0, 
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Die weiteren Integralflachen sind Enveloppen einparametriger Schareii 
von Kugeln mit dem Radius 1 , deren Mittelpunkt sich auf einer Kun-e 
in der y-Ebene bewegt. 1st diese Kurve, die ,,Seele‘' der Rohren- 
flache, weniger gekrtimmt als der Einheitskreis, so wird die Rohren- 
flache wirklich die Gestalt eines Rohres haben. Die charakteristischen 
Kreise auf ihr besitzen dann keine Enveloppe. 1st jedoch der Knimmungs- 
radius der Seele kleiner als eins, so erhalten wir durch diese Enveloppen- 
bildung bzw. als Erzeugnis der zugehorigen charakteristischen Kreise 
eine Flache mit einer Riickkehrkante. Diese Riickkehrkanten sind die 
Fokalkurven unserer Differentialgleichung. Die Projektion dieser Fokal- 
kurven auf die x, y-Ebene wird dann die Evolute der Seelenkurven 
unserer „Rohren''. 

Es sei empfohlen, diese Verhaltnisse an einem konkreten Beispiel 
und an einem Modell anschaulich zu machen. 

5. Homogenitatsrelation. Als letztes Beispiel betrachten wir eine 
lineare Differentialgleichung, und zwar die Homogemtdtsr elation (vgl. 
Kap. I, §1,6) 

(27) px + qy = hu, 

wo h eine Konstante ist. Die charakteristischen Differentialgleichungen 

( 28 ) dx: dy: du = x: y:hu 

werden durch die Gleichungen 

(29) ^ = b 

integriert. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung wird also 
dann mit Hilfe einer willkiirlichen Funktion W durch die Gleichung 

uz=:x^Wi^^^ Oder mit Hilfe einer willkiirlichen Funktion w durch die 

Gleichung . 

w = y'* 1 

gegeben, also tatsachlich durch eine homogene Funktion Grades 
von X und y. 

Eine andere Darstellung der allgemeinen Losung ergibt sich aus 
dem vollstandigen Integral 

ax^ + 6y*, 

aus welchem sich die Losung vermittelst der Gleichungen 

ax^ -{’W{a)y^ 

0 + ze?' [a) y^ 

ausdriickt. Da sich aus der zweiten Gleichung a als Funktion des 
Quotienten ergibt, gewinnen wir auch so fiir u eine allgemeine homo- 
gene Funktion Grades. 


Courant-Filbert, Mathematische Physik IL 
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§ 7. AUgemeine Differentialgleichung mit 
n unabhangigen Veranderlichen. 

Bei der allgemeinen partiellen Differentialgleichung 

(1) F{xi, .... x„, u,i>^ pn) = 0 (fi=- 

mit n unabhangigen Veranderlichen verlauft die Integrationstheorie 
ganz^analog wie bei n = 2 . Wir woUen dabei auf die ausfiihrliche Wieder- 
holung der geometrischen Deutung verzichten und vor allem das neu 
auftretende Moment, namlich die charakteristischen Streifenmannig- 
faltigkeiten diskutieren. 

Wir ordnen in Analogic zu § 3 der Differentialgleichung F — Q das 
System der gewdhnlichen Differentialgleichungen 


n 





ds 




fiir die 2« + t Funktionen Xi, u, pi eines Parameters s zu. Dieses System 
( 2 ) heiflt das zur partiellen Differentialgleichung (1) gehorige charakteri- 
stische Differentialgleichungssystem. 

F{Xi,u,pi) ist ein Integral^ dieses charakteristischen Differential- 
gleichungssystems, fiir jede Ldsung dieses Systems wird namlich 


n n 



1 = 1 issl 


Wir nennen alle Losungen unseres charakteristischen Differential- 
gleichungssystems, die noch iiberdies der Bedingung F = 0 geniigen, 
charakteristische Streifm. Sie bilden eine 2« — 1 parametrige Schar. 
Nunmehr erkennt man genau wie bei zwei Veranderlichen: Auf jeder 
Integralfldche « (*1, • . x„) der Differentialgleichung F = 0 liegen unend- 
lich vide charakteristische Streifen. Jeder charakteristische Streifen, der 
ein Element, d. h. ein Wertsystem Xi, u, pi mit einer Integralfldche gemeinsam 
hat, liegt ganz auf der Integralfldche. 

Wie in § 3 lautet das Anfangswertprohlem: Gegeben sei eine n—\- 
AimerxdoxidlQAnfangsmannigfaltigkeitCAnxch stetig differenzierbare Funk- 
tionen x^, X2, - . x„, u von Parametem so daB die Matrix 

der Ableitungen den Rang »- 1 hat. Diese Mannigfaltigkeit C sei 

durch weitere Vorgabe von n Funktionen p^, . . . , der Parameter ti zu 
einer SireifenmannigfalUgkeit Q erganzt, wobei die Streifenbedingungen 


n 



^ Siehe Anmerkting 1, S. 66, 
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identisch in den 4 erfiillt seien. 

Relation ^ , 

F{xi, 


Zwischen den StreifengroBen sei die 


als identisch in bestehend vorausgesetzt. Gesucht ist eine Integralmannig- 
faltigkeit u = u {x^, . . . , d, h, eine Losung der Differentialgleichung 
F = 0, der art da^ sie die gegebene Anfangsmannigfaltigkeit enthdlt. 

Zur Losung betrachten wir nun die Schar derjenigen vom Parameter 5 
abhangigen charakteristischen Streifen, welche fiir 5 = 0 ihr Anfangs- 
element in der vorgegebenen Anfangsstreifenmannigfaltigkeit Q be- 
sitzen, d. h. diejenigen Losungen 

— 1)> ft — l) 

der charakteristischen Differentialgleichungen, welche fur s = 0 in die 
vorgegebenen Funktionen iibergehen. Falls die Funktionaldeterminante 


(4) 

die wegen (2) mit 


... x^) 



««-l) ’ 

Pp. 

... Pp„ 

dxi 

dx„ 

8<i 

dty 

Bxi 

Bx„ 

r 

1 

M 

dtn^l 


libereinstimmt, langs der Anfangsmannigfaltigkeit (d. h. fiir 5 = 0 ) 
und daher in einer Umgebung von nicht verschwindet, konnen wir 
umgekehrt dort die GroBen s, durch ausdiiicken, 

erhalten also durch Einsetzung dieser Ausdriicke in w(s, 
eindeutig bestimmte Flache u{xi, . . welche die Anfangs- 
mannigfaltigkeit enthalt. Wir wollen zeigen, daB diese Funktion u 
unser Anfangswertproblem lost. Da wir wissen, daB auf der Flache 
J: u^u (%, . , x^) die GroB^ F ( ac *, u, pf) identisch verschwindet, wenn 
fiir Xi, u, pi, die Losungen der charakteristischen Differentialgleichungen 
eingesetzt werden, so brauchen wir nur nachzuweisen, daB auf der Flache 

/ iiberall pi = ~ ist. Dieser Nachweis laBt sich genau wie bei zwei 

unabhangigen Veranderlichen fiihren (vgL§3,2) und kann hier iiber- 
gangen werden. 

Es bleibt der Ausnahmefall zu diskutieren, daB J = 0 auf Q gilt. 
Wir konnen die Relation /I = 0 wiederum wie in § 2 auch dadurch 
kennzeichnen, daB es w— i Faktoren gibt, mit denen 

die linearen Abhangigkeiten 


♦»“i 



Vvml 


(5) 

langs Q bestehen. 


6 ^ 
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Unser Ziel ist, weitere Bedingungen fiir die Losbarkeit des Anfangs- 
wertproblems auch in diesem Falle zu linden, d. h, zu untersuchen. 
welche weiteren Bedingungen hinzukommen mtissen, urn das Anfangs- 
wertproblem losbar zu machen. Wiederum wird uns hier eine iiber- 
sichtliche Formulierung der Zusammenhange durch die Einfiihrung 
des Begriffes j.charakterisHsche MannigfaltigkeW ermoglicht, den wir 
zunachst definieren und analysieren wollen. Zum Unterschiede gegen den 
quasilinearen Fall (§2), wo eine charakteristische Mannigfaltigkeit eine 
n — 1-dimensionale Mannigfaltigkeit Cimn+ 1-dimensionalen x, w-Raum 
war, haben wir jetzt n — 1-dimensionale Streifenmannigfaltigkeiten Q, 
charakterisiert durch 2;^ + ! GrdBen Xi, u, pi, zu betrachten, die wir 
auch in einem 2 w + 1-dimensionalen x, u, ^-Raume deuten konnen. 

Wir ordnen zunachst jedem Punkte des 2n + 1-dimensionalen 
.r, w, ^-Raumes (oder jedem Flachenelement des + 1-dimensionalen 
AT, f^-Raumes) das System der 2w -h 1 Zahlen 

n n 

^i— Pp ^ ~ ~ ^Pp (X-p 

*■ ysrjl |/ss=l 



uls Komponenten eines „charakteristischen Streifenvektors'* zu. Nunmehr 
definieren wir : Eine n — i-dimensionale Sireifenmannigfaltigkeit Q, fur 
welche identisch die Relation F [Xi, u, pi) = 0 gilt, heifit eine charaUeri- 
slische Sireifenmannigfaltigkeit, wenn in jedem ihrer Punkte der charakie- 
ristische Streifenvektor tangential ist. Diese auf die Deutung im 2n + i- 
dimensionalen Raume beztigliche geometrische Definition prazisieren wir 
foIgendermaBen analytisch, indem wir lineare Abh^ngigkeit des Vektoi* 
{ai,a,bi) von den n— 1 unabhangigen definitionsgemaB an Q tangen- 


tialen Vektoren 
fordern : 


dXi 8u dpi 

Jijj' Tiff' 


(v= i, . . .,n-— 1) 


Fiir die w — t~dimensionale Mannigfaltigkeit Q gegeben durch 
Funktionen Xi,u,pi der unabhangigen Parameter ti, bcstehe 


identisch in den t die Relation 


sowie die Streifenrelationen 


F{Xi, u, fi) = 0 

in ~ 

dt, ~ dL 


Dann heiCt die StreifenmannigfaJtigkeit charakteristisch, wenn es in ihr 
n — i Faktoren gibt. so daB die linearen Abhangigkeiten’- 

^ Diese 2n -f 1 Relationen zwischen den 2n + 1 GrdBen xi, u, pi sind nicht 
imabhSlngig voneinander. Vielmehr bestehen die w — 1 Identititen 


( 9 ) 





5 7. Allgemeine Differentialgleichung mit n unabhangigen Ver^derlichen. 


(9) 

'2 dtl 

V^l 

(10) 


(11) 


bestehen. 

v=l 


Es gelten nun wiederum die beiden Satze: Jede charakteristische 
Streifenmannigfaltigkeit Q wird dutch eine n — i-parametrige Schar ganz 
in ihr liegender charakteristischer Streifen erzeugt. 

Jeder charakteristische Streifen, welcher ein Anfangselement mit einer 
charakteristischen Mannigfaltigkeit gemeinsam hat, liegt ganz in ihr. 

Zum Beweise definieren wir wiederum wie in § 2 in der ?z~1-dimen- 
sionalen ]{j-Mannigfaltigkeit die Kurven ti (s) durch das System der ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen 

02) (v=l n-\) 


Diese Kurven bilden eine n— 2-parainetrig:e Schar, welche die i!-Mannig- 
faltigkeit erzeugt. Langs dieser Kurven wird durch Xi{Q, u{tj), 
nach Einsetzung t, = t,{s) ein in Cj liegender eindimensionaler Streifen 
Xi{s), m(s), pi{s) definiert, den wir als charakteristischen Streifen unserer 
urspriingiichen partiellen Differentialgleichung zu erweisen haben. In 
der Tat wird nun unter Beriicksichtigung unserer Relationen (9), (10), (11) 



V 


Unsere Funktionen sind also Losungen des charakteristischen Gleichungs- 
systems und definieren wegen des Bestehens von F = 0 somit einen 
charakteristischen Streifen. Die gewonnene w— 2-parametrige Schar 
solcher Streifen bedeckt Q. 


die man leicht bestatigen wird. Somit folgt, daB aufier der Relation F == 0 bzw. 

dF 

den daraus $ich ergebenden Relationen -- — = 0, den Streifenbedingungen (8) und 

den Bedingungen (9) und (10) nur noch eine einzige der n Bedingungen (11) gestellt 
zu werden braucht, um die Erftillung der fehlenden zwangslaufig zu sichern. Es 
ist jedoch, wie auch sonst vielfach in Geometric und Analysis, zweckmSlBig aus 
Symmetriegrtinden in der Definition das System der abhSlngigen Relationen bei- 
zubehalten. 
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Der zweite Satz ergibt sich nunmehr genau entsprechend zur Uber- 
legung im quasilinearen Falle (§ 2) aus der eindeutigen Bestimmtheit der 
Losungen des charakteristischen Differentialgleichungssystems dutch, 
Anfangswerte. 

Nach dieser Analyse der charakteristischen Mannigfaltigkeiten konnen 
wir das Gesamtergebnis genau wie im quasilinearen Falle aussprechen 
und den Beweis ebenso zu Ende fiihreiu 

Das AnfangswertproUem fur eine gegebene Anfangsmannigfaltigkeit Cj 
besitzt, falls Idngs Q uberall Zl =|= 0 ist, eine und nur eine Losung. Bestehi 
jedoch Idngs Cj die Relation A — 0, so ist notwendig und hinreichend fur 
die Losbarkeit des Anfangswertproblems, dafi Cj eine charakteristische 
Mannigfaltigkeit ist. In diesem Falle gibt es unendlich viele Losungen. 

Wir brauchen lediglich noch die den Fall zl = 0 betreffenden Behaup- 
tungen zu beweisen. In diesem Falle konnen wir sofort auf die Existenz 
von n—\ Faktoren schlieBen, so daB die Relationen (9) 
erfiillt sind. Nehmen wir nun an, daB u~u[xi, . . .,x„) eine Integral- 

flache / dutch darstellt mit = so folgen sofort die noch fehlen- 

den Relationen (10), (11), welche Q als charakteristische Mannigfaltig- 
keit kennzeichnen. Wir haben namlich zunachst unter Beriicksichtigung 
von Pi ~ und von (9) 




■i: 


U 


« — X « - 1 


du 


wbmit die Relation (10) als erfiillt festgestellt ist. Benutzen wir ferner, 
daB u identisch in den x,- der nach x^ differenzierten partiellen Differential- 
gleichung „ 

(u)' 

t S3 1 

— wir haben dabei eingesetzt — geniigen muB, und ver- 

wenden (12), so erhalten wir 

2 A, = — F„ pk~Fx^ ~ bk > 

y sa 1 


d. h. die fehlenden Relationen (11). 

Somit haben wir bewiesen, daB aus der Losbarkeit des Anfangs- 
wertproblems fiir Cl folgt, daB Ci eine charakteristische Streifen- 
mannigfaltigkeit ist. 

DaB diese Eigenschaft fiir die Losbarkeit auch in der angegebenen 
Weise hinreicht, ergibt sich wortlich wie im qualisinearen Falle. Man 
konstruiert irgendeine Quermannigfaltigkeit Cj, welche mit Cj die n~-2- 
dimensionale Mannigfaltigkeit S gemeinsam hat und fUr welche die 
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Bedingung =t= 0 uberall erftillt, das Anfangswertproblem also eindeutig 
durch eine Integralflache J losbar ist. AUe charakteristischen Streifen, 
die ein Anfangselement auf Q haben, also sicherlich auch diejenigen 
durch S, somit die durch diese erzeugte Mannigfaltigkeit C, liegen also 
auf Q. Daher gibt es wegen der Willkur von C[ unendlich viele Losungen 
des Anfangswertproblems fiir Cj. 

§ 8. Vollstandiges Integral und Hamilton- Jacobische 

Theorie. 

1. Enveloppenbildung und charakteristische Kurven. Es liege die 
partielle Differentialgleichung 

(1) = 0 

vor Eine von n Parametem a; abhangige Losung 

(2) u = (p{xi,..., x„,a^,...,a„) 

dieser Gleichung sei bekannt und die Determinantenbedingung 

(3) ■ 

in dem in Betracht kommenden Teil des x, M-Raumes erfiillth Dann 
erweist sich die Enveloppe einer beliebigen («■— l)-parametrigen Schar 
dieser Losungen wieder als eine Losung. Wir setzen zum Beweise 

wo die o),- willkurliche Funktionen der n~i Parameter 4 sind. Man 
erhalt die Enveloppe durch Berechnung von 4 . • • •> ^»-i a-us den 
Gleichungen „ 

(4) (v = l.. 

» 1 

als Funktionen von x^^, , x„ und Einsetzen in 

u = qi{xi, ...,co„(4, ...,4_i)). 

Die BerUhrungskurven der durch das vollstandige Integral gelieferten 
Flache mit der Enveloppe werden sich als charakteristische Kurven 
heraustellen. Eine solche Beruhrungskurve gehort zu einem bestimmten 

System von Werten und aj. Kennzeichnend fiir die Beriihrungs- 

kurve ist, daB langs ihr auch die Relationen (4) bestehen, aus denen sich 

^ Wir k5nnten auch in Analogic zu friiher (Kap. I, § 4, 2) allgemeiner die Be- 
dingung stellen daB die w-reihige Matrix 

Vxiai • • • 



den Rang n hat. 
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bis auf einen gemeinsamen Proportionalitatsfaktor A gewisse konstante 
Werte bi fiir die 

(5) 

ergeben. Fassen wir diese Gleichung,(5) als Zuordnung von Werten A bi 
zu Werten Xi und a; auf, so konnen wir sie wegen Bedingung (3) in der 
Umgebung des betrachteten Wertsystems in eindeutiger Weise nach den 
Xi auflosen. Wir erhalten so Funktionen 

Xi {ui, - • . , 6j, . . . , Jh _ 1, A) . 

Setzt man diese Funktionen in<p (Xi, . . x„, a„) ein, so erhalt man 

zu jedem solchen Wertsystem eine Raumkurve dargestellt durch 
den Kurven parameter A. Dafi alle diese Kurven Beruhrungskurven bei 
unserer Enveloppenbildung sind, ergibt sich daraus, dafi man durch 
geeignete Wahl der Funktionen co< den Werten a,- und hi beliebige Werte 
in der betrachteten Umgebung erteilen kann. Somit erhalten wir eine 
2K-parametrige Schar von Beruhrungskurven zu unserem vollstandigen 
Integral. 

Diese Kurven sind charakteristische Kurven unserer partiellen 
Differentialgleichung (1) und liefem zusammen mit 

p j — ^Xi » A) , CLy) 

charakteristische Streifen. 

Dies ergibt sich aus der geometrischen Definition unserer Kurven 
alS' Beruhrungskurven. Um es analytisch einzusehen, differenzieren wir 
die Gleichungen (5) nach dem Kurvenparameter A und bezeichnen 
Differentiation nach A mit einem Strich 

( 6 ) 

Andererseits folgt mit Hilfe von (5) durch Differentiation der Diffe- 
rentialgleichung (1) die ja durch <p{Xi, . . x„, a^, . . .,a„) identisch in 
den Xi und a,- erfiillt wird, nach «,• 

(7) i>.,.a,i>. + F„A6, = 0. 

x-l 

Hiemach erfullen die Grofien dasselbe inhomogene Gleichungs- 

system wie die x^\ da die Determinante dieses Gleichungssystems nicht 
verschwindet, kann man 

Ppx. 

schliefien. Setzt man den von Null verschiedenen Ausdruck ~ 
gleich Q, so folgt 
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Differenziert man andererseits die Differentialgleichung (1) nach 
x^, so folgt 

+ 

Oder, da nach (8) 



% 


^ ' Q ^ dx^ ‘ q ^ dXjdx^ ' 

i 

_ 1 op„ ’ _ 1 y 

8xi ’ e 


ist, 


Py.~~Q fx + ■ 


Schliefllich ist nach (8) 


'u' = ^ x'i = Q^ pi Fp^ . 


Damit sind, da man den Kurvenparameter 2 so wahlen kann, dafi g = 1 
wild, die charakteristischen Gleichungen (2) von S. 82 auf den vor- 
liegenden Kurven 

2. Die Kanonische Gestalt der charakteristischen Differential- 
gleichungen. Man kann die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung in eine iibersichtlichere Gestalt bringen und die Rech- 
nungen von Nr. 1 vereinfachen, wenn die abhangige Variable u nicht 
mehr explizite in der Differentialgleichung auftritt. Bei einer beliebigen 
Differentialgleichung konnen wir dies stets dutch Vermehrung der 
Anzahl der unabhangigen Veranderlichen um Eins erreichen. 

Zu dem Zwecke brauchen wir z. B. (vgl. Kap. I, § 5, S. 25) nur 
u = Xn+i als unabhangige Variable einzufiihren und eine Schar von 
Losungen u = ip{xi, ...,x„-,c) in der Form (p{x^, x^, . . *„+i)=c 
implizite zu geben. An Stelle von «*, ist dann ^{i = 1 n] 

9xu*l 

zu setzen. Wir erhalten also jetzt fiir die gesuchte Funktion (p eine 
Differentialgleichung, die von cp nicht explizite abhangt. 

Wir wollen auBerdem eine Variable x„+i = x auszeichnen und die 
Differentialgleichung nach der Ableitung von <p nach dieser Variablen 
aufgelost denken. Wir konnen ims also, wenn wir statt cp wieder « 
schreiben, auf eine Differentialgleichung 

^ Beiiaulig sei darauf hingewiesen, daB man noch auf andere Axten durcli 
Enveloppenbildung Ldsungen aus einer von willkiirlichen Parametern abMngigen 
Ldsung erhalten kann. Z. B. kann man die Enveloppe 

der «-*parametrigen Schar (2) bilden nnd so wiederum zu einer singularen 
Ldsung gelangen, welche wie ftir n == 2 auch durch Differentiation- und Elimina- 
tionsprozesse aus den Relationen F=Fp, = 0 gewonnen werden kann. Oder man 
kann aus der w-parametrigen Schar mittels willkiirlicher Funktionen irgendeine 
m-parametrige Schar mit m<n herausgreifen und deren Enveloppe bilden. Die 
Beriihrungsmannigfaltigkeiten in diesem Falle werden dann charakteristische 
Mannigfaltigkeiten der Dimension m sein. 
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I p H {Xy, . . . , X„, X, Pi, . . . , p^ — 0 


fiir eine Funktion u der n-\- \ Variablen x,Xi,..., x„ beschranken. 

Das System der charakteristischen Differentialgleichungen geht dann, 
wenn wir, unter Beriicksichtigung von ~ = x statt s schreiben, in 


folgendes iiber: 

(10) 

und dazu noch 


dXj 

d X 


H, 


Pi’ 



{i = i, 2, 


M 



i = l 


Schon die Gleichungen (10) bilden fiir sich ein bestimmtes System von 
2n Differentialgleichungen. Wenn aus ihnen die Funktionen Xi{x) 
und pi{x) bestimmt sind, so ergeben sich p{x) und u{x) aus den 
Gleichungen (It) durch einfache Integrationen. 

Auf Differentialgleichungen von der Form (10) wird man in der Me- 
chanik und in der Variationsrechnung (vgl. z. B. auch Bd. I, Kap. IV, 
§ 9 und dies Kap. § 9) gefiihrt. Ein zu einer Funktion if (%,... , x„, x, 
pi,..., p,i) von 2n + 1 Veranderlichen gehoriges gewohnliches Differen- 
tialgleichungssystem 


( 10 ) 


dxi 

dx 



dpi 

dx 




heifit ein kanonisches Differentialgleichungssystem. 

Die Resultate des vorigen Paragraphen kbnnen wir dahin zusammen- 
fassen, daB die Integration der partiellen Differentialgleichung (9) sich 
auf die Integration eines kanonischen Systems mit derselben Funktion H 
reduzieren laBt. 

3. Hamilton- Jacobische Theorie. Eine der Hauptleistungen von 
Jacobi war nun die Erkenntnis, daB sich dieser Zusammenhang umkehren 
laBt. Zwar gilt in der iiblichen Rangordnung die Integration einer 
partiellen Differentialgleichung als ein hoheres Problem als Integration 
eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen. Jedoch wird man 
vielfach in der mathematischen Physik auf ein System von gewohnlichen 
Differentialgleichungen der kanonischen Gestalt gefiihrt, welche verhtilt- 
nismSBig verwickelt erscheinen und der Integration Schwierigkeiten 
entgegensetzen, wahrend die zugehdrige partielle Differentialgleichung 
sich als weniger unzuganglich erweist, z. B. mit Hilfe von Trennung 
der Variabeln (Kap. I, § 3) leicht ein vollstandiges Integral gewonnen 
werden kann. Dann kann man das Integrationsproblem des zugchorigen 
charakteristischen gewohnlichen Differentialgleichungssystemes durch 
Differentiations- und Eliminationsprozesse auf Grund der Kenntnis des 
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vollstandigen Integrales losen. Dieses Ergebnis, welches schon in den 
friiheren Resultaten von § 4 und § 8, 1 enthalten ist, laBt sich fiir den 
Fall kanonischer Differentialgleichungen besonders einfach formulieren 
und, unabhangig von der heuristischen Betrachtung der Enveloppen- 
bildung, analytisch verifizieren. 

Zunachst wollen wir den Begriff des vollstandigen Integrals fiir 
unsere Differentialgleichung folgendermaBen neu fassen: wir beachten 
hierzu, daB zu jeder Losung u der Differentialgleichung auch u + a mit 
einer willkiirlichen Konstanten a eine Losung sein muB. 1st nun u = 
<p{x] eine von n Parametern ai abhangige Losung, 

derart daB die Determinante 

(^ 2 ) 

von Null verschieden ist, so nennen wir den von ^ + 1 Parametern 
abhangigen Ausdruck 

u^(p + a 


ein voUstandiges Integral. Den Hauptinhalt der hier zu behandelnden 
Theorie bildet der folgende Satz, der in vollkommener Analogic zu den 
zu Anfang des Paragraphen in Nr. 1 bewiesenen Tatsachen steht. 
Kennt man zu der 'partiellen Differentialgleichung 

( 9 ) + X„, X, M*,, . = 0 

ein voUstandiges Integral u = (p{xi, . . x; ^i , . , gewinnt 
man am den Gleichungen 

(13) Cpa.= h. = (J = 


hei heliehigen 2n Parametern und hi die 2 n-parametrige Schar von 
Losungen des kanonischen Differentialgleichungssystems 


( 10 ) 


dxi 
d X 




Pi* 


dx 




Denken wir uns aus den ersten n der Gleichungen ( 13 ) die GrdBen a;,- 
als Funktionen von x und den 2n Parametern a,-, J,- ausgedriickt, was 
wegen des vorausgesetzten Nichtverschwindeijs von 1 | mdglich ist, 
und denken wir uns weiter diese Werte von Xi in das zweite System 
dieser Gleichungen eingesetzt, so erhalten wir Funktionen Xi{x) und 
pi [x), die noch von 2 n Parametern abhangen und die allgemeine 
Losung der kanonischen Differentialgleichungen darstellen. Die Losung 
des kanonischen Differentialgleichungssystems ist somit auf das Problem 
der Auffindung eines vollstandigen Integrals der zugehorigen partiellen 
Differentialgleichung reduziert. 

Den Beweis fiihren wir am kiirzesten durch eine einfache Verifi- 
kation, nach dem Muster des zu Anfang des Paragraphen Bewiesenen^. 

1 Der weseatUche Uaterschied des hier folgenden Beweises von dem zu Anfang des 
Paragraphen gegebenen liegt in derBeibehaltung der unsymmetrischen Schreibweise. 
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Um zu zeigen, daB die nach der obigen Vorschrift bestimmten Funk- 
tionen Xi{x) und -piix) den Gleichungen 





geniigen, differenzieren wir die Gleichungen nach x und die 

Gleichung (p:,+ H {x, Xi, (jj* ) = 0 nach a,- und erhalten die 2n Gleichungen : 

ay . ^ ay ^ = o 

dx da^ dxft da^ dx 

gy I = o 

8x 8a^ ^i‘8xk ~8ai 

4=1 

aus denen sich wegen des Nichtverschwindens der Determinante | | 

die erste der behaupteten Relationen ergibt. Zur Bestatigung der 
anderen Relation differenzieren wir die Gleichungen (p^. — pi nach x 
und die Gleichung (px + R {x, Xi, (p^) = 0 nach Xj und erhalten die 
Gleichungen 



aus denen sich unter Beachtung der schon bewiesenen Gleichung 
= Hp, die zweite der behaupteten Relationen ergibt. 

4. Beispiel. Zweikorperproblem. Fiir die Bewegung zweier Massen- 
punkte Pj und P^, die sich gegenseitig nach dem Newtonschen Gra- 
vitationsgesetz anziehen, bestehen die Differentialgleichungen 


I = ’fhyi = Uy,, = 

1 Wlj jCj = , W 2 y2 ~ ^y, > ^2^2 = Ut, > 

wobei . 

gesetzt isi. 

Da, wie man leicht erkennt, die Bewegung stets in einer Ebene 
erfoigt, so konnen wir diese Ebene als x, y-Ebene unseres Koordinaten- 
systems wkhlen mit dem Ort von Pg als Anfangspunkt und erhalten 
alsdann fiir den Ort x, y des Massenpunktes mit A® = x* w, 
die Bewegungsgleichungen 


x==XJx y = Uy\ 


^ y i* +y* ' 
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Durch Einfuhrung der Hamiltonschen Funktion 


(3) 




k- 

"]/ 


geht dieses System (2) schlieBlich in das System der kanonischen Diffe- 
reniialgleichungen 

/ f — Hp p = 

\ y = H, q=-Hy 

ftir , die GroBen x, y,p = x, q'= y iiber, und die Integration dieser 
Gleichungen ist mit dem Problem aquivalent, ein vollstandiges Integral 
der partiellen Differentialgleichung ^ 


(5) 


i<Pl + 9>y) = 




aufzusuchen. 
aus (5) 

( 6 ) 


Fiihren wir Polarkoordinaten r, ein, so erhalten wir 



und erkennen leicht, daB diese Gleichung die von den Parametern a, 
^ abhangige Losungsschar 

r 

(7) — — + 


besitzt. Nach dem Hauptsatz von Nr, 3 folgt alsdann die allgemeine 
Losung von (4) in der Form 

. 

doL ® 


Oder ausgeschrieben 



( 8 ) 


f 



Die zweite dieser Gleichungen liefert die Bahnkurve, die erste bestimmt 
die Bewegung des Massenpunktes auf dieser Kurve in Abhangigkeit von 
der Zeit t. 


‘ Vgl. Kap. I, § 3, Nr. 4. 
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Die Bahnkurve laBt sich — nach Einfiihrung der Integrationsvariablen 

-i. — . sofort explizit berechnen; wir erhalten: 

^ g 

= arc sin 


Oder, wenn wir zur Abkiirzung die Grofien 


r 


^ i 


]/i + 


It* 


(S') 

einfiihren : 


d. h. 


L 



2aL^^ 


= — arc sin 


t 

r 


' ' 1 — £2 sin 

Je nachdem ob e < 1, £ = 1 oder e > 1 gilt, ist also die Bahnkurve 
eine ElUfse, Parabel oder Hyperbel'^. 

5 . BeispieL Geodatische Linien auf einem Ellipsoid. Die Differen- 
tialgleichungen der geodatischen Linien u = u{s), v =^v(s) einer FMche 


x=:x{u,v), y^y{u,v), z^z(u,v), 


lassen sich nach Bd. I, Kap. IV, § 9 in der folgenden kanonischen Form 
schreiben 


( 9 ) 

wobei 


Us Hp Ps 

Vs ~ Hg ^s ^ E[vf 

p=:==EUs+FVs 


und 

gesetzt ist mit 


q:=FUs + GVs 

^ {Gp^-2Fi>q+Eq^) 


E = xl+yl + zl, F = x^x^ + y„y^ + z„z^, ^ (';=4 4 -y^^-z^ 

Wir betrachten gemaB Nr. 3 die zu (9) gehdrige partielle Differen- 
tialgleichung 

(iO) 'Ps+ {G9i — 2Fq>„q>^ + G<pl)=0 

mit dem 2 iel, ein vollstandiges Integral dieser Gleichung zu gewinnen. 
Setzen wir zunSlchst 

q>-—s + y){u,v), 

* Ffir die Diskussion der Gleichungen (8) vgl, im ilbrigen etwa R. CouraNt; 
Vorlesungen iiber Differential- und IntegraJrechnung, Bd. II, 2. Aufl., S, 344. 
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so folgt fiir f die Gleichung^ 

(H) Gy^„-2Fip^f, + Eyi^ = EG-Fr 

Da uns in (9) nur die tosungskurven interessieren, nicht aber die 
durch (9) zugleich mitbestimmte spezielle Parameterdarstellung dieser 
Kurven, so genugt es, eine einparametrige Losungsschar f {u,v;a.) 
von (11) aufzusuchen, aus der sich alsdann in der Form 

(12) U-C 


gemaB dem Hauptsatz von Nr. 3 die zweiparametrige Schar der 
geodatischen Linien ergibt. 

Im speziellen Fall des drdachsigen Ellipsoides 


I* ^ ^ c* ' 


besteht, wie man leicht verifiziert, die Parameterdarstellung (vgl. Bd. I, 
195) 


(13) 



a (u— a) (i' — a) 
(b — a) (c — a) 

^ (w — . 6) (u — b) 
(c^b) (a^b) 

c{u^c) (v^ c) 
(a — c) (b’^c) 


Hieraus folgt 
(14) 


E=(u-v)A(u) 
F = 0 

G = (v—u) A (v) , 


wobei zur Abkiirzung 



u 

(a — «) (6 — u) (c — u) 


gesetzt ist. 

Wir erhalten somit fiir ip («, v) die partielle Dif ferentialgleichung 


(15) 'A (v)fl—A {u)ifi = {u—v) A ( m ) a (v) 


und durch den Ansatz ipiu,v)=f{u) + g(v) sofort die von dem Para- 
meter a abhangige Losungsschar 

(16) ip{u,v;ct)= J ^/A {'u){u-\- a) du + f '^A {v) (v + a.)dv. 

Aus (12) folgt somit als Glddmng der geodatischen Linien auf dent 
Ellipsoid: 


> Vgl. Kap. 11. § 9, 3. 
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§ 9. Hamiltonsche Theorie und Variationsrechnung. 

Die Hamilton-Jacobische Theorie der partiellen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung ist mit der klassischen Variationsrechnung aufs 
engste verkniipft. Es besteht eine vdllige Aquivalenz zwischen der 
Theorie einer solchen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
— in welcher die gesuchte Funktion nicht explizit auftritt — und einem 
\''ariationsproblem des folgenden Typus 
/ 

(-() d J ~ dfF(s, Ui, ii^, .... u„, Uy, u«, . . . , «„) ds = 0 , 

X 

wobei Mi(s), Uz{s), . ..,u„{s) n Funktionen eines Parameters s sind, der 
Punkt ■ Differentiation nach s bedeutet und F{s,u„Uy) eine von 
ihren 2 m + f-Argumenten in den betrachteten Bereichen zweimal stetig 
differenzierbar abhangige Funktion bedeutet. Diese Zusammenhange 
sollen hier kurz dargestellt und dabei die Reslutate des § 8 wieder- 
gewonnen und vertieft werden. 

1. Die Eulerschen Differentialgleichungen in der kanonischen 
Form. Die Extremalen unseres Variationsproblems (vgl. Bd. I, Kap. IV) 
werden gegeben durch das System der n Eulerschen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung fiir die Funktionen m,(s) 

(2) 0- (v = 1, . . . , M) 

Wir konnen nun (vgl. hierzu Bd. I, Kap. IV, § 9) unser Variationsproblem 
durch ein anderes aquivalentes kanonisches Variationsproblem ersetzen, 
welches zu einem System von 2n kanonischen Differentialgleichungen 
erster Ordnung fur die Extremalen fiihrt. Hierzu fiihren wir durch eine 
Legendresche Transformation die ..Impulse" 

( 3 ) F^=^v, 

ein. Wir nehmen an, daB aus diesen Gleichungen (3) in dem betrachteten 
Bereiche der Variabeln li, u,. s sich die GroBen als Funktionen der 
GroBen s berechnen lassen und machen zu diesem Zwecke die Vor- 
aussetzung 

(4) I I + 0 , 

wobei dieser Ausdruck die »-reihige Determinante mit den Elementen 
el' fit ’ Dann stellt das System der Gleichungen 

Pi, = V, 

Pfi, ~ 

n 

F {it.,, u,. s) + L {v„ u,. s)~iE it, v, ^ 

psssl 

1 Suramationeti sollen, falls nichts besonderes bemerkt wird, in diesem und 
dem folgenden Paragraphen stets von 1 bis n erstreckt werden. 
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eine Legendresche Transformation und ihre Inverse dar, wobei % und 5 
als nicht mittransformierte Parameter fungieren (vgl. Kap. I, § 6), und 
wir gewinnen unmittelbar die weitere Relation 

(^) + = 

Die Eulerschen Differentialgleichungen gehen dabei iiber in das kanonische 
System 

(7) 1 = 

\ 

mit der zum Variationsproblem gehorigen „Legendreschen Funktion'' 
L {ui, . . .,u„; Vj^, , , ,, v„; s), Diese kanonischen Differentialgleichungen 
gehoren als Eulersche Gleichungen zu einem dem urspriinglichen Varia- 
tionsproblem aquivalenten Problem kanonische Form des Variations^ 
problems') (vgl. Bd. I, Kap. IV, § 9) 

i 

SJ=6f {fE — s))ds = 0, 

T 

Oder 

I 

bf V,. + L (v„ M,„ s) ds = Q , 

T 

wobei die 2n GroBen v, die Argumentfunktionen des Parameters s sind. 
Die Variablen u, und v, heiBen kanonisch konjugiert. 

Es sei darauf hingewiesen, daB es eine kanonische Transformation 
nicht gibt, wenn die Funktion F homogen von erster Ordnung in den u, 
ist^ (s. jedoch Nr. }), z. B. 



Jedoch sei betont, daB unter Voraussetzung der Bedingung (4) der Ober- 
gang von der Eulerschen Darstellung der Extremalen zur kanonischen 
auf Grund der Fonnel (5) unmittelbar umkehrbar ist, d. h. zu jedem 
V ariationsintegranden F {u„ s) gehort eine Legendresche Funktion 
L (u„ v„ s) und umgekehrt. 

Unser kanonisches System (7) von Eulerschen Differentialgleichungen 
ist identisch mit dem charakteristischen Differentialgleichungssystem 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 

(8) ' L + L{J^,u„s) 

fiir eine unbekannte Funktion /(«„ s). In Nr. 2 und 4 werden wir 

erkennen, dafi diese Gleichung eine unmittelbare Bedeutung fiir das 
Variationsproblem hat. 


> Die Determinante in (4) ist dann identisch Null. 

Courant-Hllbert, Mathematlsche Physik It 


7 
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II. Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordniing. 


2. Der geodatische Abstand Oder das Eikonal, seine Ableitungen 
und die Hamilton- Jacobische partielle Differentialgleichung. Wir 
setzen nunmehr voraus, daB in dem betrachteten Bereiche des n-j-i -di- 
mensionalen Raumes der Variablenw,, s je zwei Punkte B mit den 
Koordinaten }<i, . ■ t bzw. A mit den Koordinaten q„, t in 

eindeutiger Weise durch eine Extremale verbunden werden konnen. 
Dann lassen sich die Extremalen, welche dieses Gebiet durchziehen, 
durch Funktionen 

f Kft X, q^) t'j 

und die zugehorigen Impulse mit x, q„, t als Parametern durch 

(9) v, = g^(s,x„x,g^,t) 

darstellen. Insbesondere ist also fiir die Punkte A und B 


( 10 ) 


( 11 ) 


q, = t, [t] Xy, x; q„ t) 

x^t ™ /() (t f Xpt X j q^) t') < 

Die Richtung der Extrenalen in diesen Punkten ist gegeben durch 

q, = h{t-.Xy,x-,q^, t) 

Xp /ir (t f Xpf X ) q^i t 

wobei der Punkt ' Differentiation nach dem ersten Argument (Differentia- 
tion langs der Extremale) bedeutet. Diese Grofien (11) sind Funktionen 
der 2n + 2-Variablen t, q„ t. Xp, ebenso wie die Impulse Vp an den 
Endpunkten 

Pv “ ^v> ^v> ^ 9 p (^*'^ ^) 

= gy (f, Xp, X, q„ t) — (Xp, Xp,x), 


(12) 


die sog. Feldfunktionen 

Setzen wir die Funktionen (9) in unser Variationsintegral 

( t 

J — J F{u,Up, s) is =J (JS VpUp—L {Vp, Up, s)) is 

X XV 

ein, so geht dieses Integral iiber in eine Funktion 

J (i, qp. X, Xp) 


der 2n 4- 2-Gr66en x, Xp, t, qp. 

Diese Funktion heiBt geoditischer Abstand der Punkte B und A im 
Hinblick darauf, daC man das Variationsproblen! als die Verallgemeine- 
rung des Problems der kiirzesten Verbindungslinie im Raum auffassen 
kann. Man kann die Funktion / {t, qp, x, Xp) auch optisch deuten, indem 
man s als Zeitvariable betrachtet und 
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set zt, wo dann v als Lichtgeschwindigkeit im w^-Raume abhangig von der 
Lage, Richtung und Zeit gedeutet wird. Nimmt man nun nach dem 
Fermatschen Prinzip des stationdren Lichtweges (vgl. Bd. I, Kap. IV, § 1) 
an, daB die Lichtstrahlen Extremalen unseres Variationsproblems sind, 
so bedeutet die Funktion / die Zeit, welche das Licht braucht, um 
den Weg von B nach A auf der Lichtbahn zuriickzulegen. Bei dieser 
Auffassung bezeichnet man J als das EikonaL 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Ableitungen des Eikonals / nach 
seinen 2n + 2 unabhangigen Veranderhchen mit Hilfe der Funktion F 
auszudriicken. 

Der grundlegende Zusammenhang beruht auf dem folgenden Satz: 

Die partiellen Ableitungen des Eikonals werden durch die Formeln 


(13) 

{13a) 


\ [p,, q,, t)=:F q,, 

I Jqy = = Eq^ 

I ~ ■I' ~ E “i” ^ E 

I /xy “ = E;;^ 


Oder zusammengefafit 


(14) 


dJ^-^L[p,.q,,t)dt + Zp.6q, 

V 


+ L (jTy, Kt,, t) dt — ^TCvd Ky 

V 


gegeben. wobei q„ x,. n, aus (•il) bzw. (12) zu entnehmen sind. 

Wir gelangen zu diesen Formeln am schnellsten mit Hilfe der kano- 
nischen Darstellung des Variationsproblems. Betrachten wir die 2« + 2 
Koordinaten des Anfangspunktes B und Endpunktes A als irgendwie 
stetig differenzierbar abhangig von einem Parameter e und bezeichnen 
Differentiation beziiglich dieses Parameters durch das S 5 mibol d, so 
ergibt sich sofort unter Beriicksichtigung der fiir die Extremalen bestehen- 
den kanonischen Differentialgleichungen (7) 


SJ = {^qypy—L {py,qy.t)) 8t—{^x,iiy~L {7i„x„r)) dr 

V V 

t 

+ f [{Vy dity + ity 8Vy) — JZ (L^y ^^y + (3 W,) ] rfS 

X V 


(.1^ ^ypv“~” ^ ^)) Xy^y L {TCyf Xy^ T)) dx 

V y 


t 


+ /{VydUyYds. 


Nun folgt aus (10) unmittelbar 

8qy-qydt+ 
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und entsprechend 2 s s.lso wegen 

§j=:{^q^-p^-L ip,, q,,t))dt- Kn,-L {n,. r)) dr 

V ’’ 

+ '^v 

V 

(-15) dJ^-L q„ t)dt-^L (jr„ t) <5t + ^ ^ 6q, -^7i, dx,. . 

Diese Relation enthalt unsere Behauptung. 

Aus den Gleichungen ( 13 ) konnen wir sofort die ImpulsgroBen 
eliniinieren. Wir erhalten damit fw dts gcoddiische Entfernung J ods 
Funktion des Endpunktes A die .,Hamilton-Jacobische“ Differentialgleickung 

(id) JtA- L{Jg^, qr,t) = 0, 

welche auch die Eikondgleichung genannt wird. Damit ist der in Nr. i 
angekiindigte Zusammenhang der Gleichung (8) mit dem Variations- 
problem hergestellt. Wie dort bemerkt wurde, sind die charakteristischen 
Gleichungen von (16) gerade unsere kanonischen Differentialgleichungen; 
die CharakUristikm der Hamilionschen Gleichung sind also die Extremalen 
des kanonischen Variationsproblemes. 

3. Homogene Integranden. Geodatische Linien. Auch in dem 
Ausnahmefall, dafi F homogen vom ersten Grade in den GroBen «, ist, 
laBt sich eine entsprechende Uberlegung diirchfiihren. Es wird hicr 

= 0 sowie I = — E + 0, 

und die Legendresche Transformation auf die kanonische Form versagt. 
In diesem Fall gilt jedoch wie oben in Nr. 2 

Jt~ 0, Jgy~ ' 

wobei nunmehr die Ausdriicke F^^ homogen vom nullten Grade in 
den q, sind. Hieraus kann man die Verhaltnisse der GroBen q^ durch 
die Ableitungen ausdriicken, und die Homogenitatsrelation 

vssl 

liefert dann den Ersatz fur die Hamiltonsche partielle Differential - 
gleichung. 

Als Beispiel betrachten wir den Fall der geoddtischcn Linien 

»,A< 

wobei die Koeffizienten der quadratischen Form Q Funktionen 
von Ml sind. Wir erhalten 

7.=o, ;,,=Fi.-2-V' 

- Va t 

~F .4^ ’ 


Oder 
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wobei die GrdBen die zur Matrix reziproke Matrix bilden. Multi- 
plikation mit und Summation gibt wegen der Homogenitats- 

relation die Gleichung 


A'.*' 


als Hamiltonsche partielle Differentialgleichung fiir die geodatische 
Entfernung /. Fiir die GroBe r=P folgt die partielle Differential- 
gleichung 
(17a) 




Z. B. erhalten wir im euklidischen Fall F = die Differential- 

gleichung 

1 

Dasselbe allgemeine Resultat (17) erhalt man fiir das Problem der 
geodatischen Linien, wenn s in F nicht explizit auftritt, folgendermaBen: 
In den Eulerschen Differentialgleichungen 
d 


( 18 ) 


Oder 

d Qup 


TwQuv — • 0 


wahlen wir den Parameter 5 so, daB Q =zF^= i wird. Die Eulerschen 
Differentialgleichungen werden dann einfach 

jL 

(is 


(18 a) 


■Qir-Qu.- 


0 . 


Dieses nunmehr lineare Differentialgleichungssystem hat nun stets 
Q als Integral, so daB wir Q = i widerspruchsfrei als Zusatzforderung 
stellen konnen. Jetzt konnen wir die neuen Differentialgleichungen (l8a) 
kanonisch transformieren, da sie zu dem quadratischen Integranden Q 
und nicht mehr zu dem vom ersten Grade homogenen Integranden 
•j/ Q gehbren. Die kanonische Transformation mit H statt L ergibt unter 
Beriicksichtigung der Homogenitat von Q 


( 19 ) 


■Q + i: QiyUv = Q = H{py, u,) 

Uy “ ^Py 




Beweis : Langs einer Extremalen wird Q eine Funktion von s mit der Ableitung 


dQ 

ds 




Die rechte Seite ist aber auf Grund der Homogenitatsrelation gleich 2 


£9. 

ds 


2 “' 


ds 


Qup 


dQ 


. Wegen (l8a) folgt somit = 2 , also-™ ~0. 
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Nunmehr folgt aus der Zusatzbedingung H = I unmitt elbar die unserer 
obigen Gleichung (17) aquivalente Gleichung 

4. Extremalenfelder und Hamiltonsche Differentialgleichung. Wir 
kehren zur Diskussion des in Nr. 2 betrachteten geodatischen Abstandes / 
zuriick. Wenn wir den Anfangspunkt B festhalten, wird / eine Funktion 
der w-f 1 Koordinaten q„ t des Endpunktes allein, welche der Hamilton- 
schen Differentialgleichung (16) geniigt; wir setzen dabei, wie schon be- 
tont, voraus, daB der Endpunkt A ein Gebiet durchlauft, fiir welches die 
Extremale BA und damit auch die in den Formeln (11), (12) eingefuhrten 
Feldfunktionen eindeutig bestimmt sind. Ein solches Gebiet nennen wir 
ein Feld. 

Der Begriff des Feldes und einer zugehorigen der Harailtonschen 
Gleichung geniigenden Absiandsfunktion von n-\- i Veranderlichen laBt 
sich nun wesentlich erweitem. Wir definieren hierzu nicht nur die 
geodatische Entfemung von einem festen Punkt, sondern auch den 
geoddtischen Abstand von einer festen Anfangsfldche 

T(x^,r) =0. 

Zu diesem Begriff des geodatischen Abstandes in einem Falde gelangen 
wir auf folgende Weise: Wir betrachten fiir einen Moment den End- 
punkt A einer Extremalen als fest und suchen einen Anfangspunkt B 
auf der vorgegebenen Flache 

(20) ' r(«i, t) = 0. 

so daB der geodatische Abstand J{B, A) stationdr gegeniiber Variationen 
des Punktes B bleibt. Jetzt haben wir fiir die Variationen 6q,, dt des 
Endpunktes A die Werte Null einzusetzen und erhalten aus unserer 
Formel (14) fiir den Anfangspunkt B die Bedingung 

n 

(21) L {sty. Tty, t)6r~J£ Tty 6Xy — 0 . 

V a* 1 

Diese Bedingung muB erfiillt sein wie auch immer der Anfangspunkt 
auf der vorgegebenen FMche T = 0 variiert wird. D. h. diese Gleichung 
muB eine Folge der Gleichung (20) oder 

6T = :ET,^6Ky + T,6x = Q 

sein. Dies ist gleichbedeutend mit dem Bestehen der folgenden Bedin- 
gungen, der sog. Transversaliidtsbedingungen mit L^L{ny, >i„ t) (vgl. 
Bd. I, Kap. IV, § 5) 

(22) -I : aV = 

Oder mit F=F{icy,iey,x) 

(22a) F-i:icyF;^:F^==Ty:T,^. 
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Diese Transversalitatsbedingung ist eine Beziehung, welche zwischen 
den Koordinaten eines Punktes der Flache T = 0 und den Ableitungen x, 
bzw. den kanonisch konjugierten GroBen tt, der gesuchten Extremale 
bestehen muB. Wir nennen eine Extremale, welche in B die Bedingung (22) 
erfiillt, eine zur Flache T = 0 transversals Extremale. Ordnen wir jedem 
Punkt eines solchen Flachenstiickes eine Transversale zu, so bilden 
diese Transversalkurven eine w-parametrige Transversalenschar. 

Nunmehr sei vorausgesetzt, dafi wir zu jedem Punkt des betrachteten 
Flachenstiickes T eine solche transversal stehende Extremale konstruieren 
konnen und daB die Schar dieser Extremalen ein gewisses Gebiet um 
das Flachenstiick herum eindeutig bedeckt oder, wie man sagt, ein 
Extremalenfeld bildet. Dann gehort zu jedem Pimkt A dieses Feldes 
eindeutig ein Punkt B auf der Flache T = 0. Ebenso sind in dem Felde 
die FeldgroBen bzw. die GroBen fiir die Extremalen als Ortsfunk- 
tionen eindeutig bestimmt. Wir konnen somit den Wert des Eikonals 
von B bis A als eine Funktion der Koordinaten q^, t des Endpunktes A 
auffassen. Dieses Eikonal stellt die stationare geodatische Entfernung 
vom Punkte A zur Flache T = 0 dar. Wir bezeichnen sie als geo- 
datischen Abstand des Punktes A von der Flache. 

Der zuerst betrachtete Fall des festen Anfangspunktes B ist der 
Grenzfall, welcher entsteht, wenn die Anfangsflache (etwa eine Kugel- 
flache) sich auf den Punkt B zusammenzieht. 

Wie man sehr leicht sieht, ist dieser geodatische Abstand im Spezial- 
falle des Integranden F = |/l + genau der euklidische geradlinige 
Abstand. In diesem Falle ist das; Extremalenfeld identisch mit dem 
Normalenfeld einer Fldche T = 0, wird also von einer speziellen Art 
von M-parametrigen Geradenscharen gebildet. Der allgemeine Begriff 
des Extremalenfeldes ist somit lediglich die Verallgemeinerung dieses 
elementar-geometrischen Begriffs fiir den Fall, daB an Stelle des eukli- 
dischen Abstandes der durch unser Variationsproblem definierte geo- 
datische Abstand und an Stelle der kiirzesten geraden Verbindtmgslinie 
die zugehdrigen Extremalen treten. 

In naheliegender Verallgemeinerung der Verhaltnisse beim Spezial- 
fall des euklidischen Abstandes nennt man die Flachen / = konst, eine 
Schar von Parallelfldchen zu unserem Variationsproblem. 

Da fiir diesen geodatischen Abstand gemaB den Transversalitatsbe- 
dingungen (22), (22 a) die Relation (21) besteht, so erhalten wir fiir den 
geodatischen Abstand von einer Flache aus der Formel (14) unmittel- 
bar wieder dieselbe Beziehung wie bei festem Anfangspunkt B 

(23) dJ = -L {p„ q,,t)dt + i: p, (5?,. 

Mithin gelangen wir zu folgendem allgemeinen Resultat: Sind 
i ^ 4y (ft. • • •. ft. Pv == P* (ft. • • •. ft. ^) die FeUgrbfien in einem 

zu einer stetig differenzierbaren Fldche T=0 transversalen Extremalenfeld, 
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SO sind in diesem Feld die partiellen Ahleiiungen des geoddtischen Abstandes 
J = J{qi, . . . , t) von der Fldche T—Q gegeben durch die Formeln 

I = 

Der geoddtische Abstand selbst genugt der Hamiltonschen partiellen Diffc- 
rentialgleichung ( Eikonalgleichung ) 

m Jt + L{U,q.J)=^0. 

Diese Behauptung ist an die Voraussetzung gebunden, daB unsere 
Feldkonstruktion, auf welcher der Begriff des geodatischen Abstandes 
beruht, moglich war. Ein Ausnahmefall fur die Moglichkeit dieser Feld- 
konstruktion tritt ein, wenn die Anfangsflache selbst von den zu ihr 
transversalen Extremalen erzeugt wird („charakteristisch'‘ ist), wenn 
diese also ganz in die Anfangsflache hineinfallen. Jedoch ist es durchaus 
moglich, daB die Transversalkurven die Anfangsflache beriihren, ohne 
in sie hineinzufallen und dann doch zur Konstruktion eines eindeutig 
an die Anfangsflache nach einer Seite hin anschlieBenden Feldes dienen 
kdnnen. Man nennt dann die Anfangsflache eine Brennfldche. Das obigc 
Result at bleibt auch in diesem Falle bestehen. 

Wir formulieren sogleich die Umkehrung des obigen Satzes: Isi 
I (<li» Losung der Hamiltonschen partiellen Differential’^ 

gleichung (16'), so gibt es ein Extremalenfeld, dessen Extremalen trans- 
versal zu alien Fldchen eine^ Sckar J = konst., z. B. zu der Anfangsflache 
J == Ostehen. J hedeutet dann den geoddtischen Abstand von der Anfangs- 
fldche in diesem Extremalenfeld. 

Urn diese Umkehrung zu beweisen, gehen wir von einer vor- 
gegebenen Losung / der Differentialgleichung [\&) aus und definieren 
in dem betrachteten Gebiet n FeldgroBen durch die Gleichungen 

k(qv •••.?», ^)- 

Es wird dann vermdge (16') 

Jt iPvr 0 ■ 

Nunmehr definieren wir eine «-parametrige Schar von Kurven durch 
das System gewohnlicher Differentialgleichungen 

j, = Lp^, (v = 1 , . . 

wobei wir in der rechten Seite fiir die Groflen p^ die Werte 

Py k (^ 1 ’ ’••'?»' 0 

einzusetzen haben. Langs einer Integralkurve dieses Differential- 
gleichungssystems werden die GrdBen p^ Funktionen des Parameters t, 
und die Differentiation nach diesem Parameter ergibt 

n 

Pv = 2, /f , { % + kf 

li-i 
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Andererseits erhalten wir durch Differentiation der Differentialgleichung 
(16') nach q, die Indentitat 

somit 

Diese Gleichungen zusammen mit der obigen = Lp^ charakterisieren 
unsere Kurvenschar als eine M-parametrige Schar von Extremalen. 
Indem wir in den Transversalitatsbedingungen (22) n, durch und 
y.^, X durch q^, t und T durch / (?i, . . . , /) ersetzen, erkennen wir unmittel- 

bar, daB die Schar dieser Extremalen auf alien Flhchen der Schar 
/ = konst, transversal steht. 

5, Strahlenkegel. Huyghens Konstruktion. Die Uberlegungen 
dieses Abschnittes haben gezeigt, daB wir durch Losung des Varia- 
tionsproblems Losungen der Hamiltonschen partiellen Differential- 
gleichung konstruieren konnen, welche noch von einer willkiirlichen 
Funktion abhangen. Namlich Losungen, welche auf einer vorgegebenen 
Flache 7 = 0 verschwinden, und daB wir damit alle moglichen Losungen 
der partiellen Differentialgleichung erschopfen. Der Spezialfall, daB die 
Anfangsflache in einen Punkt ausartet, daB also / der geodatische 
Abstand von einem festen Punkt wird, fiihrt zu den Losungen der 
partiellen Differentialgleichung, die wir friiher als Integralkonoid oder 
Strahlenkegel bezeichnet haben. Die entsprechenden Flachen /= konst. = c 
werden naturgemSB als geodatische Kugeln bezeichnet. 

Es sei bemerkt, daB die Huyghenssche Enveloppen-Konstruktion 
hier wiederum eine ganz natiirliche Beleuchtung erfahrt. Wollen wir 
zu einer gegebenen Flache 7 = 0 eine Schar von Parallelfldchen 
J = konst. = c konstruieren, so konnen wir die Schar von Parallel- 
flachen auffassen als Enveloppen der geodatischen Kugeln vom Radius c 
um die Punkte B der Ausgangsflache. Man wird unmittelbar den Zu- 
sammenhang mit der Theorie des vollstandigen Integrals feststellen. 

6. Hilberts invariantes Integral zur Darstellung des Eikonals. Die 
Berechnung der Ableitungen des Eikonals / fiir ein Feld erlaubt uns 
ohne weiteres, das Eikonal selbst als ein vom Wege unabhingiges Linien- 
integral eines zu diesen Ableitungen gehdrigen totalen Differentials 
hinzuschreiben. Wir betrachten in dem Felde des u„ s-Raumes eine will- 
kurliche stiickweise glatte Kurve C, gegeben durch Funktionen u, (s) mit 
dem Parameter s und den Ableitungen m'(s), welche einen Punkt B 
des Feldes mit dem variablen Endpunkt A verbindet. Die zu den Punkten 
des Feldes gehdrigen, den Extremalen des Feldes entsprechenden Ab- 
leitungen und Impulse als Funktionen von s bezeichnen wir wie in Nr. 1 
mit Vy. 
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Fur irgendeine Funktion / des Ortes s gilt bei beliebigetn 

Integrations'w/eg C zwischen den Punkten B und A 

(25) I{A)-JiB)=J^^ J^du^+ Idsy 

Wir wahlen speziell fiir / den geodatischen Abstand des Punktes von der 
Anfangsflache F = 0 in unserem Felde. Liegt B auf der Flache T = 0, 
so ist insbesondere / (B) = 0 . Fiihren wir nun fiir die partiellen Ab- 
leitungen von / gemaB (I 3 ') ein, so erhalten wir fiir das Eikonal die 
folgende Integraldarstellung 

A 

(26) / (?, ; i) — / (“>” ^t-) ■P'% 

Oder ^ 

J (?r. i)~J («,. — L {v„ u„ s^ds. 

Nochmals sei betont: Die GroBen «(, bedeuten die Ableitungen l3,ngs der 
Kurve C, wahrend die GroBen u, bzw. v, die friiher definierten Feld- 
groBen sind, d. h. die Ableitungen bzw. ImpulsgroBen, welche im be- 
treffenden Punkte zu den hindurchgehenden Feldextremalen gehoren. 
Diese FeldgroBen sind dabei als gegebeile Funktionen der Ortskoordinaten 
in dem Felde anzusehen. 

Das ,,Hilbertsche unabhangige Integral" kann umgekehrt folgender- 
maBen charakterisiert werden. Wenn v~{qi, . . .q„,t);v~ i, . . .,nin einem 
Gebiet des « + 1 -dimensionalen Raumes gegebene Funktionen sind, 
derart, daB das in diesem Raum fiber eine Kurve erstreckte Integral 

A 

I {^v^K—L%,u^,s})ds zwischen zwei Punkten B und .<4 vom Wege 

B 

unabhangig ist, so sind die GroBen v, t) FeldgroBen eines 
Extremalenfeldes, und der Wert des Integrals als Funktion des End- 
punktes A ist die zu diesem Extremalenfeld gehorige Abstandsfunktion /. 

Der Beweis folgt fast unmittelbar aus der Bemerkung, daB fiir ein 
solches vom Wege unabhangiges Integral auf Grund elementarer Sfitze 
der Integralrechnung im Endpunkt A die Relationen 

~ fy 

Jt^~L 

gelten mfissen. Daher geniigt ein solches Integral als Funktion der 
oberen Grenze der Hamiltonschen Differentialgleichung (16'). und somit 
folgt unsere Behauptung nunmehr unter Berufung auf den Satz aus 
Nr. 4, wonach jede Losung der Hamiltonschen Differentialgleichung 
Abstandsfunktion in einem Extremalenfelde ist. 

Wir haben damit erkannt, daB eine vollstfindige Aquivalenz zwischen 
der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung, der Konstruktion 
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von Extremalenfeldem und zugehorigen Abstandsfunktionen und der 
Aufsuchung eines vom Wege tmabhangigen Integrals vom T 5 Tpus (26) 
besteht. 

7. Der Satz von Hamilton und Jacobi. Von der Hilbertschen 
Integraldarstellung aus ergibt sich ein neuer Beweis bzw. eine neue 
Beleuchtung des Theorems von Jacobi (vgl. §8): 1st /(?i, . . .. ?n. 

, . . . , a„) eine Losung der Hamiltonschen partiellen Differential- 
gleichung, fiir welche die Determinante | \ nicht verschwindet, so 

erhalten .wir in den Gleichungen und = v = \,...,n, die 

von 2«-Parametem abhangigen Losungen der kanonischen Gleichungen, 
Nach den fruheren Ergebnissen gehort namlich zu der Funktion J 
ein noch von den Parametem Oj, . . . , abhangiges Extremalenfeld, 
und / ist in diesem Extremalenfeld durch das Hilbertsche Integral (26) 
dargestellt. Nunmehr ergibt sich durch Differentiation unter dem 
Integralzeichen die selbstverstandlich ebenfalls vom Wege C unabhangige 
Integraldarstellung ^ „ 

(27) 1 2 

B » = 1 

Wenn nun der Punkt A sich von einer Anfangslage Ag aus langs einer 
Extremalen des zum Wertsystem a,- zugehorigen Feldes bewegt, d. h. 
wenn der betreffende Bogen von C eine Extremale und daher u',=u, 
ist, so verschwindet dort der Integrand in (27) und es wird 

(28) Joy “ 

wobei by eine Konstante, namlich der Wert des Integrals zwischen B 
und Ag ist. Umgekehrt, wenn durch die Gleichungen Jay = b, einef 
Kurvenschar ^y(f; J,) definiert wird — was wegen der Bedingung 

\J»y1 1 = 0 ftir eine gewisse Umgebung der betrachteten Wertsysteme 
at, bi nur auf eine Weise moglich ist — so miissen diese Kurven Extre- 
malen sein. Denn auf einem Kurvenbogen C dieser Schar muB der 
Integrad in (27) verschwinden; es entsteht ein lineares homogenes 
Gleichungssystem fiir die Differenzen ul — u, mit der Determinante 
\F;^^ |. Andererseits sind nach Nr. 4 die FeldgroBen gegeben durch 
J^. Also ist unsere Determinante identisch mit |/«^a^|, ver- 
schwindet somit nach Voraussetzung nicht. Somit ist m== 0; 
diese Kurven C sind also Extremalen. 

Zu e inem anderen Beweise des Hamilton-Jacobischen Satzes werden 
wir im nSchsten Paragraphen gelangen. 

§ ip. Kanonische Transformationen und Anwendungen. 

1. Die kanonische Transformation. Die kanonische Darstellung 
der charakteristischen Differentialgleichungen eines Variationsproblems 
bzw. einer partiellen. Differentialgleichung erster Ordnung bildet den 
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Ausgangspunkt fur die in den Anwendungen wichtige Theorie der 
kanonischen Transformationen. Gegeben sei eine Funktion L(vp, u^, s) 
und das zugehorige kanonische Differentialgleichungssystem 


( 29 ) 



Wir stellen die Frage, ob und wie wir die kanonisch konjugierten 
Variablen v^.u^ in neue Variable 


(30) = co, = ft», (Mj, v„) 

transformieren und aus der Funktion L(v,,u^,s) eine neue Funktion 
A {rj^, ft>„ t) so gewinnen kdnnen, daB den Losungen der kanonischen 
Differentialgleichungen (29) Losungen der neuen kanonischen Differential- 
gleichungen ^ 

( 3 ') r,=-A 

entsprechen. Eine solche Transformation der Variablen bzw. des kano- 
nischen Differentialgleichungssystems heiBt eine kanonische Trans- 
formation. Am einfachsten gewinnen wir kanonische Transformationen 
voirr- Variationsproblem aus. Unsere Forderung wird namlich erfiillt, 
wenn durch die Transformation (30) der Integrand des einen kanonischen 
Variationsproblems in den Integranden des anderen kanonischen Varia- 
tionsproblems iibergeht, abgesehen von einem additiyen Divergenz- 
ausdruck (vgl. Bd. I, Kap. IV, § 3, 5), welcher auf die Eulerschen Diffe- 
rentialgleichungen keinen EinfluB hat. Dies wird z. B. erreicht, wenn 
die Transformation (30) so gewahlt wird, daB identisch in den GroBen 
u„ o)y, Uy, 6 ), die Relation 

(3.2) ZUyVy—L [Vy, u„ s)^^(o,i]y—A (r]y, 0 )„ s) 
gilt mit einer willktirlich gewahiten Funktion' 


und 


dW 

d$ 


W=W{(0„Uy, s) 


Unsere Gleichung (32) geht iiber in 

JS it, (v, — (ri, + Wu,^) — L-\-A — Wf ~0 


und, da sie identisch in den Ausdriicken u„ a>„ u„ co, bestehen soil, 
erhalten wir sofort den folgenden Satz: Wir gewinnen eine von einer 
willkiirlichen Funktion W {a>„ u„ s) abhangige kanonische Transformation 
der Gleichungen (29) in die Gleichungen (31) durch die Relationen 


( 33 ) 



A=^L + W.. 
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Dabei haben wir natiirlich nachtraglich in der Grofle A als unabhangige 
Veranderliche statt und die GroBen und co^ einzufiiLren, 

Zu anderen Formen fiir die Erzeugung der kanonischen Trans- 
foitnationen gelangen wir in ganz entsprechender Weise, indem wir andere 
Veranderliche bevorzugen und entsprechend von der zweiten in Nr. 1 
auf S. 97 gegebenen Form des kanonischen Variationsproblemes aus~ 
gehen. Z. B.: Es sei W eine willkiirliche Funktion von t. Dann 

liefern die Gleichungen 


(34) 


= — 

A = L-W, 


wiederum eine kanonische Transformation, wenn man in A nachtraglich 
als Variable die GroBen ci)„, rj, einfiihrt. Ebenso erhalt man zwei weitere 
entsprechende Formen fiir kanonische Transformationen mit Hilfe von 
willkiirlichen Funktionen 


W («„, rj„ i) und W {v„ rj^, t) . 


Stets sind diese willkiirlichen Funktionen dadurch gekennzeichnet, daC 
sie je von einer Reihe der alten und einer Reihe der neuen kanonischen 
Veranderlichen abhangen. 

2. Neuer Beweis des Jacobischen Satzes. Mit Hilfe unseres Resul- 
tates gewinnen wir einen einfachen neuen Beweis des Satzes von Jacobi. 
Wir versuchen, die gegebenen kanonischen Differentialgleichungen (29) 
zu losen, indem wir eine kanonische Transformation mit einer Funktion A 
so bestimmen, dafi diese Funktion identisch verschwindet, daB also 
fiir jede Bahnkurve die beiden neuen kanonisch konjugierten Variablen 
konstant warden. 

Diese Funktion A finden wir auf Grund der Voraussetzung, daB 
wir eine Losung /(wj, . . a^, . t) der Hamiltonschen Diffe- 
rentialgleichung Jt + L{J^,u^,s) = 0 besitzen, welche auBer von den un- 
abhangigen Veranderlichen noch von den n Parametem a„ ab- 

hangt, und 'fiir welche un betrachteten Gebiet nicht Null ist. 

Wir wahlen nun bei der Erzeugung einer kanonischen Transformation 
als W{u„ o),,s) die Funktion /(«„ co,. s) und erhalten sofort nach ( 33 ) 
die kanonische Transformation 


M. 

dUf 



A = L {Uy, V„ t) + “ . 


Auf, Grand des Bestehens unserer Differentialgleichung identisch in 
= |i. , Uy und s wird aber nunmehr tatsachlich H s 0 . Die neuen 

OUp 

kanonischen Differentialgleichungen lauten somit 


«), == 0 , . riy = 0 
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und ihre Losungen 

a)^z= a^z= konst. 

= ^» = konst., 

was die Aussage des Hamilton- Jacobischen Satzes ist. 

3. Variation der Konstanten (kanonische Storungstheorie) . Eine 
weitere Anwendung ist die fiir die Astronomie und Atomphysik 
wichtige kanonische Storungstheorie: Wir nehmen an, daB die Funktion L 
als Summe erscheint 

(35) d” -^2 ^vi 

und daB die Integration der kanonischen Differentialgleichungen mit 
der Funktion schon geleistet worden ist; d. h., daB wir schon ein 
voUstandiges Integral / {u„ a,, s) der partiellen Differentialgleichung 

besitzen, Dann transformieren wir die kanonischen Differentialgleichungen 
des zur Funktion L gehorigen Problems, indem wir fiir diese kanonische 
Transformation die Funktion J {u^, co^, s) als erzeugende Funktion statt W - 
wahlen. Mit anderen Worten: Wir fiihren die kanonisch konjugierten 
Variablen durch 

Vv jtOy 

und die neue Legendresche Funktion 

A = L + l = L-L, = L, 
ein. 

Wenn das „Stdrungsglied“ nicht vorhanden, d. h. gleich Null wdre, 
so wiirden nach Nr. 2 die neuen kanonisch konjugierten Veranderlichen 
fiir jede Bahnkurve des Differentialgleichungssystems Konstanten sein. 
Nunmehr gehen sie vermoge des Storungsgliedes in neue Variable 
fiber, welche den kanonischen „Storungsgleichungen“ 


(36) 

genfigen. 




In manchen Fallen kann durch eine solche Zerspaltung des Inte- 
grationsproblems eine wesentliche Vereinfachung erzielt werden. 


Anhang zum zweiten Kapitel. 

§ 1. Erneute Diskussion der charakteristischen 
Mannigfaltigkeiten. 

Wir wollen in diesem Paragraphen unseren auf das Anfangswert- 
problem beziiglichen tiberlegungen eine etwas andere Wendung geben, 
wobei wir zu einer Herleitung der charakteristischen Bedingung fiir eine 
charakteristische Mannigfaltigkeit gelangen, welche den Vorzug hat, 
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auf partielle Differentialgleichungen hoherer Ordnung bequemer iiber- 
tragbar zu sein. 

1. Formale Vorbemerkungen zur Differentiation in n Dimensionen. 
In einem Bereiche der unabhangigen Variablen moge eine 

mit stetigen Ableitungen versehene Funktion u(xi, . x„) und an einer 
Stelle P mit den Koordinaten Xi, . . x„ zugehorige Zahlen aj, . . . , 
zusammengefaBt als Vektor a, gegeben sein, fur weldie of + a| + • • • 
4- a* 4= 0 ist. Dann konnen wir durch den Punkt P eine gerade Linie 
legen, deren Punkte vermittels eines Parameters s durcb die Ausdriicke 
Xi + <h^> ■ • • . gegeben werden. Nunmehr ist als Ableitung der 

Funktion u nach s oder auch als eine Ableitung von u in der durch 
den Vektor a gegebenen „Richtung“ der Ausdruck 


definiert. 

Der Ausdruck 



t 


3 _ ® 

ds ~ ' dxi 

i 


bedeutet dann in jedem Punkte Differentiation in Richtung des Vek- 
tors 

Sei im n-dimensionalen Raum durch die Gleichung , , .,x^) ^0 
eine n — 1-dimensionale Flache B gegeben und u{xp..,, Xn) als eine auf 
dieser Flache sowie in ihrer Umgebung mit stetigen Ableitungen ver- 
sehene Funktion. Sei weiter P ein Punkt der Flache, fiir den 




^ Sind die GrdBen stetig differenzierbare Ortsfunktionen .... Xn), 

so bilden die durch die ai ia jedem Punkte des Raumes defiuierten Richtungen dort 
ein Richtungsfeld, dessen Bahnkurven vermittels eines Parameters s eindeutig 
durch das System der gewOhnlichea Pifferentialgleichuagen 


dXi 

ds 




(i = 1, 2, . . , , m) 


pi ^ 

gegeben werden. Dann bedeutet y. die Ableitung nach diesem Parameter I 

s ist dabei nicht notwendig die Bogenlange auf der Bahnkurve; diese Bogen- 
lange a ist vielmehr mit 5 durch die Gleichung 



t 


verkntipft. Die Ableitung der Funktion <o auf der Kurve nach der Bogenlange a 
v/iid entsprechend durch 

du 1 ^ 

So 


gegeben. 
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ist und a4=0 ein beliebiger Vektor. Wir betrachten die Ableitung von 
u auf B in der durch a gegebenen Richtung; 


( 1 ) 

Gilt dann 



I 


ai = l(Fx,, 




SO bezeichnen wir (1) als 
noch ^ izf = 1, also 


normal gerichtete' Ableitung] 

= 2 - 






ist auBerdem 


so sprechen wir von der „normalen“ Ableitung von u in P. 

Ist der Vektor a in R tangential an B, also senkrecht zur Normalen 
in P, d. h. gilt 

= 0 , 


so wird 4 ^ = ^ als ,,m der Flache P liegende" oder „tangentiale“ 

ds * 

Ableitung hezdchnet] dagegen heiBt fiir^ 4 = 0 eine ,,aus B 

herausfiihrende'' Ableitung, 

Z. B. stellen die Ausdriicke 


( 2 ) 



0 


fur jedes Indexpaar ^' 4 =^ in der Flache liegende Ableitungen vor; wir 
konnen den Ausdruck als Differentiation in derjenigen Richtung deuten, 
die durch den Schnitt der Flache 9? = 0 mit der zweidimensionalen, 
durch die und ^^-Richtung in P aufgespannten Ebene gegeben wird. 

Die in der Flache liegenden Ableitungen von u hdngen nur von der 
Werteverteilung von u auf der Flache selbst ah, sind also bekannt, wemi 
die Werte von u lediglich auf der Flache B bekannt sind, Denn fiihren 
wir etwa statt in der Umgebung von B neue unabhtogige 

Veranderliche ein, derart daB n — 1 unabhangige 

Parameter in B sind, wahrend^i = 95 wird, so ergibt sich u^. , 

und wobei die Punkte Ausdriicke bedeuten, welche lediglich Ableitungen 
von u nach den inneren Parametern • • • » enthalten. Es ist also 
der Ausdruck ^ — <Pxf + -Z %, 2 ! unter der Bedingung 

i i A 4> 1 I * 

^ a,- cp^. = 0 bekannt, sobald die Werte u (0, I2, . • • , von u auf B 
gegeben sind. 

Es versteht sich von selbst, daB wir aus n~\ voneinander un- 
abhangigen in B liegenden Ableitungen voh’M (z. B. falls 9?*,, 4=0 ist, 

= 1) und einer herausfuhrenden Ableitung 

(z. B. My) alle Ableitungen von u linear zusammensetzen konnen. 
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Alle Ableitungen sind also bekannt, wenn in B die Funktion u und 

eine heratisfuhrende Ableitung von u gegeben ist. 

1st speziell n^2 und % = x, %2 = y> so wird B eine Kurve in der 

y-Ebene, die wir uns auch mittels eines Parameters z durch zwei 

Funktionen ^(t), y(T) dargestellt denken konnen. Die Bedingung fiir 

Differentiation innerhalb B lautet jetzt einfach a. 4^™ — ^.4^ = 0 oder 

. ^ dr dr 

bei Wahl eines geeigneten Parameters t statt r 


2. Anfangswertproblem und charakteristische Mannigfaltigkeiten. 
Wir formulieren das friiher Kap. II, § 7 behandelte Anfangswertproblem 
in einer etwas modifizierten Weise, indem wir alle Aussagen auf den 
^"dimensionalen %-Raum beziehen. Es sei eine w— 1-dimensionale 
Grundmannigfaltigkeit B in diesem Raum gegeben durch eine Relation 

(3) = 

wahrend wir friiher (Kap. II, § 7) die Anfangsmannigfaltigkeit durch 
n — 1-unabhangige Parameter i dargestellt haben. Den Punkten 

dieser Mannigfaltigkeit B seien irgendwelche Funktionswerte u zu- 
geordnet, eine sog. ,3elegung"' von B. Wir erweitern dadurch B zu der 
„belegten Mannigfaltigkeit** C. Ebenso konnen wir durch Hinzufiigung 
weiterer Belegungsfunktionen welche der Streifenbedingung 


(30 du^ZpidXi 

. i 

Oder mit Parametern geschrieben ^ = Pi^ in ^ geniigen, B zu 

* 

einer „Streifenmanmgfaltigkeit‘‘ Q erweitern. 

Ohne nun nochmals die eigentliche Losung des Anfangswertproblems 
zu diskutieren, stellen wir uns die Frage: Eine gegebene Anfangsmannig- 
faltigkeit B sei mit einer Belegung u, bzw. u und pi versehen. Fiir eine 
Funktion u{x^, soil in einer — hinreichend kleinen — Umgebung 

von B mit diesen Anfangswerten die DifferentialgleichungF (at,:, u, «,.) = 0 
gelten. Was besagt diese Differentialgleichung langs der Anfangsmannig- 
faltigkeit B fiir die Funktion u und deren Ableitungen? 

Betrachten wir zunachst eine quasilineare Differentialgleichung 


(4) 


X^iU^, a. 


Durch die Relationen == ist in dem mit Werten u belegten 'Ar-Raum 

ds 


eine bestiinmte Differentiation 


ds 
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definiert, die wir lediglich auf der Mannigfaltigkeit B betrachten, in der 
wir die Belegungsfunktion u gegeben haben. Diese Differentiation bzw. 
ihre Richtung heiBe dort charakteristische Differentiation bzw. charak- 
teristische Richtung. Die Differentialgleichung besagt nun einfach 


D. h. sie legt, da die rechte Seite auf B bekannt ist, den Wert der 
charakteristischen Ahleitung von u langs B fest. 

Es besteht nun die folgende Alternative: Entweder gilt in dem be- 
trachteten Punkte von B 

(6) y = ^cii(p^.^0. 

Dann fiihrt die charakteristische Differentiationsrichtung in dem be- 
treffenden Punkte aus der Mannigfaltigkeit B hinaus. Die Gleichung (5) 
d. h. also die Differentialgleichung (4), liefert eine hinausfiihrende Ab- 
leitung von u, und damit sind diirch die Vorgabe von u auf B und 
durch die Differentialgleichung alle ersten Ableitungen von u in B bzw. 
im betreffenden Punkte von B bestimmt. Indem wir dieses Ergebnis 
auf die nach den Veranderlichen, z. B. nach differenzierte Differential- 
gleichung anwenden, sehen wir, daB auch die hoheren Ableitungen von u 
langs B eindeutig bestimmt sind. 

Oder es gilt an der betreffenden Stelle von B die Gleichung 

(7) = = 

i 

die wir als jOharakteristikenbedingung bezeichnen. Dann ist eine 

innere, also durch die Vorgabe von u auf B schon bekannte Ableitung. 
Die Relation (5) stellt somit fiir die Vorgabe von u eine weitere ein- 
schrankende Bedingung dar, welche erfiillt sein muB, wenn eine Losung u 
der partiellen Differentialgleichung in der Umgebung von B mit den 
vorgegebenen Anfangswerten auf B existieren soli. Die beiden Rela- 
tionen (3) und (5) kennzeichnen B, wenn sie in jedem Punkte P erfiillt 
sind, mit der Belegung u als eine charakteristische Grundmannigfaltigkeit 
Unsere Alternative erinnert an die bei linearen Gleichungssystemen 
(vgL Bd.”I, Kap.I). 

Entweder bestimmt die Differentialgleichung im Punkte P der vor- 
gegebenen Grundmannigfaltigkeit 9 ? = 0 bei beliebig auf ihr vorgegebenen 
Werten von u in eindeutiger Weise die zugehorigen Ableitungen von u, 
Oder die Differentialgleichung stellt dort eine Bedingungsgleichung fur die 
vorgegebenen Anfangswerte u dar. 

, ^ Man erkennt leicht, daB unser Ausdruck y und die in II, § 7 betrachtete 
Determinante A bis auf einem von Null verschiedenen Faktor iibereinstimmen, 
woraus die Aquivalenz der obigen Kennzeichnung der charakteristischen Mannig- 
faltigkeit mit der frttheren Definition hervorgeht. 
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Analoge Uberlegungen gelten fair die allgemeine Differentialgleichung 

(8) F{xi,...,x„,u,pi,...,p^)=0. 


Nur miissen wir uns hier erst dutch Differentiation nach den unabhangigen 
Veranderlichen ein System neuer Differentialgleichungen verschaffen, 

welche in den Ableitungen linear, also in den pf quasilinear sind^: 


( 9 ) 


n 



+ F^Pi + F,~0 


Eine zulassige Anfangsmannigfaltigkeit sei wiederum gegeben dixrch 
die Grandmannigfaltigkeit B : 9? = 0 und auf ihr die Belegung u (%, 

Pi{xi, . . Xn), ^ pn{xi , . . wobei zwischen diesen Funktionen 
auf B die Bedingungsgleichung F = 0 und die Streifenbedingung 


(31 du^kf.dx, 

V=:l 

bestehen soli. 

Wiederum definieren wir in den Punk ten von B eine charakteristische 
Differentiation durch 



1 


Die Relationen ( 9 ) gehen damit auf B Tiber in 
(11) ^^==-F,-p,F, 


Sie liefern in einem Punkte von B die Alternative: 

Entweder es ist 

y = ^q>x,Fp.^0. 

a 

In diesem Falle ftihrt die Differentiation - aus B hinaus, und unsere 

os 

Relationen (11) liefern, da die rechte Seite durch die Vorgaben bekannt 
ist, die hinausfiihrenden Ableitungen von pi langs B. Es sind somit 
alle zweiten Ableitungen von u durch die Vorgaben und die Differential- 
gleichung langs B eindeutig bestimmt. 

Oder es gilt die „charaktmstiscke Bedingung" 

(12) ^<p.,Fp,= 0 

auf der belegten Mannigfaltigkeit bzTV. dem betreffenden Punkte von B. 

a 

Dann ist ^ eine innere Differentiation. Die Relation (11) auf B be- 

sagt also, da nunmehr auch die linke Seite durch die Vorgaben bekannt 

^ Ein solcher Linearisierungsprozefi wird immer wieder eine wichtige Rolle 
spielen. 


8 * 
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ist, d'afi zwischen den Vorgaben die weiteren iiber (3') hinaus ein- 
schrankenden Bedingungsgleichungen 


Spi 

8s 




bestehen mussen. Ist y = 0 uberall auf B, so heijit B, wenn auch noch 
diese weiteren charakteristischen Bedingungen (11) und die Streifenbedingung 
(3') erfullt sind, eine charakteristische Grundmannigfaltigkeit zu der 
Streifenmannigfaltigkeit, welche dutch die Belegung von B mit u und 
j>v • ‘ - ipn ^'ntsteht. Man wird diese neue Definition mit der aus Kap. II, 
§ 7 leicht als aquivalent erkenhen. 

Es sei erwahnt, daB wir zn der charakteristischen Bedingung formal 
noch auf anderen Wegen gelangen konnen. Beispielsweise konnen wir 
davon ausgehen, daB die Ausdriicke 

(13) Pn^Xi^ (i==l,...,^^ 1 ) 


wenn auf B uberall 4 = 0 ist, innere Ableitungen von u bedeuten und 
daher zugleich mit der Vorgabe von u bekannt sind. Man kann daher 
versuchen, aus diesen Ausdriicken und der Gleichung 

F [Xi, u, Pi) = 0 


langs B die Werte der pi zu berechnen. Die Bedingung dafiir, daB dies 
nicht eindeutig moglich ist, ist das Verschwinden der Funktional- 
determinante dieser n Gleichungen mit Bezug auf ,p^> Diese Deter- 
minante ist aber 





Fp. 

Ep, . 

Fp. 

9x., 

0 

0 . 

— ?x. 

0 


0 . 

—9x, 

0 

0 

0 . 

i 

1 


= (-')• (iAy-V..-’ 


und somit gewinnen wir durch die Forderung der Nichtbestimmbarkeit 
der pi unsere Charakteristikenbedingung (7) wieder. 

Endlich noch eine Bemerkung iiber die Natur der Charakteristiken- 
bedingung, Diese Gleichung wird, im nichtlinearen Falle, erst sinnvoll, 
wenn wir fiir u und p: entsprechende Einsetzungen machen, etwa 
charakteristische Mannigfaltigkeiten auf einer gegebenen Integral- 
flache /: w = w(%, betrachten. Setzen wir u und die GroBen 

pi = ^ als Funktionen der unabhangigen Veranderlichen Xi in Fp, ein, 

so kennzeichnet die Relation 

( 12 ) 2 Fp^<px^ = 0 , 

i 

wenn sie fiir 93 = 0 erfullt ist, die so auf / definierte Mannigfaltig- 
keit als charakteristisch. Ist die Relation nicht nur fiir 93 = 0, 
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sondern identisch in ... , erfiillt, so wird sie zu einer linearen 
homogenen Differentialgleichung fiir die Funktion (p[x ^, Sie 
definiert alsdann eine J erzeugende einparametrige Schar von charakte- 
ristischen Mannigfaltigkeiten y=:c= konst, (vgl. hierzu Kap. I, §5, 
S. 25 )* Will man die Relation (12), falls sie nur fiir eine einzige Mannig- 
faltigkeit 9? = 0 gefordert wird, als partielle Differentialgleichung 
schreiben, so denke man die Mannigfaltigkeit 9? = 0 etwa in der Form 


ausgedriickt, wo nunmehr unabhangige Veranderliche sind. 

Setzt man iiberall in (12) statt die Funktion 'ip ein und schreibt 


dtp 

dx. 


■■w -TO sy 




>’ dXn 

1 unabhangigen Veranderlichen 


so erhalt man in den lediglich n 
Xi, . . x„_i fiir ip die echte partielle Differentialgleichung 

( 13 ) ’'xFp.fx, 

i = l 


■Fp = 0 . 


Es sei schlieBUch noch darauf hingewiesen, daB die charakteristischen 
Kurven dieser partiellen Differentialgieichungen (12), (13) bzw. (7) mit 
denen der urspriinglichen zusammenfallen. 


§2. Systeme quasilinearer Differentialgieichungen mit 
gleichem Hauptteil. Neue Herleitung der 
Charakteristikentheorie. 


Ein von den Uberlegungen in Kap. II, § 7 etwas verschiedener Zu- 
gang ^ zur Charakteristikentheorie ergibt sich aus der Betrachtung des 
folgenden Systems von quasilinearen Differentialgieichungen; 


( 1 ) 


n 





= 5 , 






Die Koeffizienten a^, . . die ebenso wie die von den GroBen 
Xi, . . x„]Ui, . . .,u„ abhangen mdgen, sind dabei in alien Gleichungen 
(1) identisch. Wir nennen ein solches Differentialgleichungssystem ein 
System mit gleichem Hauptteil. 

Wir beweisen vorbereitend den folgenden Satz (vgl. Kap. I, § 5 , Nr. 2) : 
Das System (1) ist mit einer homogenen linearen Differentialgleichung 
fur eine Funktion von m-\-n Variablen Equivalent. ' 

Es sei ein Losungssystem u^, von (1) implizit in der Form 

(piixi, Ml. ...,mJ = 0 

• • ■ > • • • > Mfl() = 0 

^ Vgl. auch eine Note von H* Cooley in Bull. Am. Math. Soc. Oct. 1937. 
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Oder allgemeiner ein noch von den Parametern abhangiges 

Losungssystem in der Form 

Ml, ...,mJ = Ci 

( 2 ) 


9^>» (%• ■ • • > Xn, Ml, , M^) Cfff 

gegeben. Um die Moglichkeit der Berechnung der u^, zu sichern, 

sei vorausgesetzt, daB die Funktionaldeterminante uberall 

von Null verschieden ist. Dutch Differentiation der Gleichungen (2) 
ergeben sich alsdann die Gleichungen 


4- — 0 

dx^ ' dx^ 

x=t 


{fj. = 1, ..., w) 
— n) 


und daraus nach Multiplikation mit und Summation iiber y.: 

n m f n \ 

« = 1 

also wegen (1): 

( 3 ) 


A = 1 


V« = l 




;.=i 

Wir erkennen, daC die Funktionen (p = (p^ des Systems (2) identisch in 
x^, Cl, . . ., c„ die Relation (3), d. h. auch identisch in a:i, . . ., ar„. 
Ml, . . . , M„ dieselbe lineare Differentialgleichung 

n tn 

}i=l A = 1 

erfiillen. Fiihren wir die Bezeichnungen 

bx = a^+x, r==m + n 

ein, so geht ( 3 ') schlieBlich in die Differentialgleichung 


(3' 


2 

X = 1 


ajy =0 
a** 


fiir eine Funktion <p[Xi,..., Xf) iiber; der erste Teil unseres Satzes ist 
damit bewiesen. 

Umgekehrt seien nun m Lbsungen <pi, .. .,(p„ der Differentialgleichung 
(3") gegeben, deren Funktionaldeterminante — nirgends ver- 
schwinde. Wir zeigen, daJ3 die aus den Gleichungen 

9^^< (%» • • • » » ^#1) ~ 
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berechneten Funktionen dem System (t) geniigen. Durch 

Differentiation erhalten wir zunadist die Gleichungen 


_L 'V _ a 

A=1 

und daraus wiederum nach Multiplikation mit und Summation iiber 
jf unter Benutzung von (3): 


Oder 


d(pf, duji 


X »» Jl 1 






?c = 1 




Da die Determinante der Grofien nicht verschwindet, so muB 




x — 1 


dx^ 


gelten, d. h. das System (t) erfiillt sein. 

Nach Kap. II, § 2 ist das Integrationsproblem der linearen Differential- 
gleichung (3') mit der Integration des charakteristischen Differential- 
gleichungssystems 


ds 


{x = i, ...,r) 


aquivalent. Wir erkennen somit auch die Aquivdenz des Systems (t) von 
'partidlen Differeniialgleichimgen mit gleichem Hauptteil mit ei-nem System 
von m-^n gewohnliche Differentialgleichungen, ndmlich mit dem System 

dx„ _ dux [x=i,...,n) 

ds ds (A =1, 

Wir verwenden diese Ergebnisse, um emeut die Charahteristiken- 
theorie allgemeiner Differentialgleichungen erster Ordnung zu entwickeln. 
Wir betrachten die Differentialgleichung 


( 5 ) 


F{xi, x^, u , = 0 


und ersetzen sie durch das folgende System von n + 1 quasUinearen 

Differentialgleichungen fur u.pi mit gleichem Hauptteil, ge- 

bildet mit der FunktionF [x^, . ... x„; u,pi, p„) 

2 H ® (*• = 1 . ■ ■ • . «) 


( 6 ) 
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Die ersten n dieser Gleichungen entstehen dabei formal aus (5) durch 
Differentiation nach Xi und nachtraglicher Ersetzung von u^. durch pi 

durch -1^. Die letzte Gleichung wiirde durch dieses Ersetzen 

0%i0Xyf U Xp 

in eine Trivialitat iibergehen. 

Nunmehr kdnnen wir ausgehend von dem quasilinearen Differential- 
gleichungssystem (6) mit gleichem Hauptteil fiir die n + \ unbekannten 
Funktionen u, pi die Theorie der Differentialgleichung (5) entwickeln. 
Zuerst folgt aus den vorangehenden Gberlegungen, da6 die Integration 
von (6) mit der des gewohnlichen Differentialgleichungssystems 


(7) 


ds ds 





aquivalent ist, d. h. mit der Integration der in Kap. II, § 7 auf anderem 
Wege abgeleiteten charakteristischen Differentialgleichungen von F. 
Wir zeigen femer, daB ein passend spezialisiertes Anfangswertproblem 
des Systems (6) mit dem der Differentialgleichung (5) dquivalent ist, 
womit sich eine neue Begriindung der in II, § 7 vermittels der charak- 
teristischen Differentialgleichungen (7) durchgefiihrten Losung eines 
Anfangswertproblems ergibt. 

Zunachst ist selbstverstandlich, daB fiir jede Losung der Differential- 
gleichung (5) die Funktionen u und fi = eine Losung von (6) sind. 

OXi 

Nunmehr betrachten wir umgekehrt ein solches Losungssystem u, pi 
des Differentialgleichungssystems' (6), welches folgenden Anfangsbedin- 
gungen geniigt; C sei eine »— 1-dimensionale nirgends charakteristische 
Anfangsraannigfaltigkeit im x, w-Raum. Auf C seien Anfangswerte von 
pi gegeben, so daB auf C iiberall F und auBerdem 

(7a) du — ^p^dx, = 0 

V 

gilt. Ferner soUen die durch jeden Punkt von C gehenden Lbsungen 
des Differentialgleichungssystems (7) mit den entsprechenden Anfangs- 
werten von pi eine C enthaltende «-dimensionale Flache S mit der 
Gleichung u =:u(xj^, . . x^) bilden. Dann ist diese Funktion u — zu- 
sammen mit der zugehorigen Funktion pi — gerade die Losung des 
entsprechenden Anfangswertproblems von (6). 

Wir wollen zeigen, daB sie auch das Anfangswertproblem fiir F = 0 
lost. Hierzu brauchen wir lediglich zu beweisen, daB auf der ganzen 
Flache 5 die Relationen 

. . . , Xy^f a, pi^f . . - , pi^ = F (^, . . . , z„) == 0 

A' (%' ■ • ■ > ^«) (%' • • *«) — Pi (^ii • • • ) x„) = 0 

erfiillt sind. Hierzu beachten wir, daB fiir die Funktion x„) 
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die Relationen 


bestehen. 

Femer wird 


dx^ dx^ dx^ 


und daher auf Grund der ersten der Differentialgleichungen (6) und 




- 

^^[dxj dx^ 


— FP^ 

X ^ JTj . 


Andererseits schreibt sich die letzte der Differentialgleichungen (6) in 
der Form 


und somit erhalten wir 






d. h. indem wir zur Abkiirzung 

ppi = 

setzen, wobei dann die GroBen a; (%, als bekannte Koeffizienten 

anzusehen sind; 

(lOa) 

Betrachten wir nun auf der Integralflache S die sie erzeugenden Kurven, 
welche durch (7) definiert sind, so besagt die Gleichung (10 a) auf jeder 
dieser Kurven 

dR „ 


d. h. da R im Anfangspunkt auf C verschwindet, 

(11) i? = 0 

auf S. Nunmehr wird aus unserer obigen Gleichung (9) 




wahrend die Gleichung (10) 


^ a,. Pr = 0 


durch Differentiation nach Xi eine Relation der Form 
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ergibt, wobei == wiederum eine bekannte Funktion der GroBen 
ist. Somit erhalt man aus (9), (11) Gleichungen der Form 





0 , 


wobei auch die GroBen bekannte Funktionen von . . . , sind. 
Auf jeder der charakteristischen Kurven ^5-= gehen diese letzten 


Gleichungen iiber in 


dPi 

ds 


+ 2 ’ 




= 0 , 


V 


ein System von gewohnlichen linearen homogenen Differentialgieichungen 
fiir die GroBen Aus (10) zusammen mit den Anfangsbedingungen (7a) 
ergibt sich aber, daB die Anfangswerte der GroBen Pi auf C Null sind, 
weil C nicht charakteristisch ist und somit die auf S. 83 definierte 
Determinante A nicht verschwindet. Also verschwinden diese GroBen 
identisch, Damit ist der gewiinschte Beweis der Aquivalenz unseres 
Anfangswertproblems fiir (6) und (5) gefiihrt. 


Literatur zum ersten und zweiten KapiteL 
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Drittes Kapitel. 

Lineare Differentialgleichiingen hoherer 
Ordnung im allgemeinen. 

In Bd. I sind zahlreiche einzelne Probleme linearer partieller Diffe- 
rentialgleichungen hoherer Ordnung behandelt worden. In den folgenden 
Kapiteln wird es sich um eine mehr systematische Theorie handeln. 
AUer dings ist bei Differentialgleichungen hoherer Ordnung im Gegensatz 
zur ersten Ordnung eine erschopfende Auflosungstheorie ausgeschlossen. 
Wir miissen uns zudem auf eine Auswahl der fiir die mathematischePhysik 
besonders wichtigen methodischen Gedanken beschranken. 

Fiir die Anwendungen spielen — weil einer mehr expliziten Behandlung 
zugtoglich — die linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi- 
zienten eine besonders hervortretende Rolle. Aber auch deren tieferes 
Verstandnis erfordert allgemeinere prinzipielle Begriffsbildungen. Wir 
stellen daher im ersten Teil dieses Kapitels solche allgemeinere Betrach- 
tungen voran, insbesondere mit der Tendenz, wesentlich verschiedene 
Typen von Differentialgleichungen bzw. Differentialausdriicken vonein- 
ander zu trennen. 

§ 1, Normalformen bei linearen Differentialgleichungs- 
ausdriicken zweiter Ordnung mit zwei 
unabhangigen Veranderlichen. 

1. Elliptische, hyperbolische, parabolische Normalfonnen. Wir 
beginnen mit der Frage: Gegeben sei ein linearer Differentialausdruck 
zweiter Ordnung fiir die Funktion u(x,y) 

L[u] = ai.U^^-\-2iU^y-\- CUyy, 

wobei die Koeffizienten a, b, c gegebene stetig differenzierbare und nicht 
zugleich verschwindende Funktionen von x und y in dem betrachteten 
Gebiet G sind. Wir studieren den Differentialausdruck 

( 1 ) L\u]-{-s{x,y,u.u^,Uy) = L[u]-\ , 

wobei hier wie auch im folgenden die Punkte am Schlub einen die 
zweiten Ableitungen nicht enthaltenden Differentialausdruck g{x, y, u, 
Uy) bedeuten, welcher fiir das Folgende nicht notwendig als linear 
vorausgesetzt zu werden braucht. Unser Ziel ist, durch Einfiihrung 
neuer unabhtngiger Veranderlicher 

(2) i = f(x,y) 7] = \p{x,y) 



124 III- Lineare Differentialgleichungea Mherer Ordnung im aUgemeinen. 


den Differentialausdruck (i) bzw. die zugehorige Differentialgleichung 

(la) „ i [«] H = 0 

auf einfache Normalformen zu transformieren. Dabei wird aus dem 
Differentialausdruck (1) ein aquivalenter Ausdruck der Form 

( 3 ) + 2 H =/![«] + •••, 

die Funktion u {x, y) geht in eine Funktion u (i, rj) = u {x, y) fiber und 
wir erhalten 

Ux = fx + «», V'y > 

'Hxx = , <px 3P* + V’? d 

Uxy = (fx <Py + Ut^{<Px Wy + <Pyfx)+^r,,,Vxfy-i 

Uyy ~ <p^ -f 2Mf , tPyfy + Snfy'^ ■ 

wo wiederum die Punkte Ausdriicke bedeuten, in denen keine Ableitungen 
zweiter Ordnung der Funktion u auftreten. Es wird also 

(4) /l[M] = aM|^e + 2^%, + y«„ + --- , 


wo 

(5) 


0 . = a(pl + 2b (px(py + c <pI 

P = tl<Pxfx+b {<Pxfy + (Pyy>x) +C(Pyfy 

y = a fl + 2 b fxfy + c fy 


ist. Man bestatigt iibrigens unmitt elbar die Relation 
( 6 ) a y— = {a c—b^) ( 9 ?* fy—<py tpxy. 

Da wir in der Transformation ( 2 ) zwei Funktionen g> und ip zur 
Verffigung haben, so liegt der Versuch nahe, durch geeignete Wahl 
dieser Funktionen den neuen Differentialausdruck ( 3 ) in einfachere 
Gestalten zu verwandeln, indem wir den Koeffizienten a, /S, y zwei 
passende Bedingungen auferlegen. 

Als solche Bedingungen formulieren wir: 

1 . a = y, /3 = 0 

II. a = — y, /? = 0 Oder a = y = 0 

III. yS = y = 0 . 

Welche der durch diese Bedingungen gekennzeichneten Normal- 
formen sich durch unsere Transformation erreichen laBt, hingt nun 
lediglich von dem algebraischen Charakter der quadratischen Form 

Q{1, m) = al^ 2blm + cm*® 

in den Variablen I, m ab, wobei x und y als Parameter in den Koeffi- 
zienten angesehen warden. Es zeigt sich namlich, dafi man die Koeffi- 
zienten a, y von A [«] aus den Koeffizienten a, b, c von L [«] ge- 
winnen kann, indem man durch 

1 = k(Px^ fi^y m~XiPx-{- fjllpy 
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neue Variable X, fx in Q {I, m) einfiihrt und fiir diese Form so 
(? = aP + 2jffyl/i + y/i^ 

erhalt. 

Je nach dem T 5 ;pus der Form Q unterscheiden wir nun verschiedene 
Typen von Differentialausdriicken. Wir nennen — an einer Stelle x,y — 
den Differentialausdruck L [u] 

L elUftisoh, wenn ac — > 0 

II. hyperhoUsch, wenn ac—b^<0 

III. paraboUsch, wenn ac—b^==0 
ist, 

Entsprechend lauten die Normalformen des Differentidausdruckes 

L A [u] = H 

II. — «,,) + •• • 

Oder ^ ^ , 

A [u] = 2i3u^^-j 

III. A [u] = -i 

und die Normalformen der Differentialgleichung 

I. + w.;, H = 0 

II. — = 0 

Oder 

, H = 0 

III. -j~ ••• — 0. 

Fiir eine gegebene Stelle x, y laBt sich eine solche Normalform schon 
durch eine lineare Transformation erreichen. Gibt namlich 

eine lineare Transformation von Q auf die entsprechende Normalform 
fiir den betreffenden Punkt x, y, so brauchen wir nur 

9? = jii a; + y< ip = x3X + Xiy 

zu wahlen. 

Wir wollen nun annehmen, daB der Differeniialausdruck L\u] in 
jedem Punkte des betrachteten' Bereiches G denselben Typus besitzt. Dann 
ist unser Ziel, zu zeigen, daB durch geeignete Transformationsfunktionen 
<p, ip die Normcdform in jedem Punkte von G erzielt warden kann. Diese 
Tatsache ist durch die algebraische Analogic noch nicht begriindet, be- 
ruht vielmehr auf der Losbarkeit gewisser Systeme linearer partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Zum Beweise dieser Behauptungen dvirfen wir ohne Beschrankung der 
Allgemeinheit annehmen, daB im Gebiet G uberall « =t= 0 ist. Andemfalls 
wurde entweder die aquivalente Voraussetzung c + 0 gelten, oder es 
wiirde schon die zweite erwahnte Normalform vorliegen. 
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Man hat nun die Transformationsfunktionen 93 und yi so zu bestimmen, 
dafi die neuen Koeffizienten oc, y den obigen Bedingungen geniigen. 
Wir nehmen zunachst an, L [u] sei in G hyperbolisch und stellen die 
Forderung « = y = 0; dann ergeben die Gleichungen ( 5 ) fiir das Ver- 
haltnis A;/fder Ableitungen (p^ und^jy bzw. ipx und %py dieselbe quadra- 
tische Gieichung 

( 7 ) aX^ + 2bXiji + c jx^ = 0. 

Diese Gieichung hat zwei verschiedene reelle Losungen X^'-n^ und 
gilt. Wir diirfen wegen a 4=0 annehmen 

Dann sind durch ( 7 ) in G die Groflen und als stetig differenzierbare 
Funktionen von a: und y definiert. Wir erhalten somit im hyperbolischen 
Faile die Normalform 

indem wir die Transformationsfunktionen (p und ip aus den Gleichungen 

(8) (Px—\ <Py = 0, y*— 4 V’y = 0 

bestimmen. Diese beiden linearen homogenen partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung liefern in der Tat zwei Kurvenscharen 
(p = konst, und y) = konst., welche wir auch als Ldsungsscharen der 
gewohnlichen Differentialgleichung 

y' 4* Ai = 0, + ^2 = 0 

bzw. 

a y'2 — 2 b y' + c = 0 

definieren kdnnen, wenn wir langs der Scharkurven y als Funktion von 
auffassen. 

Die Relation 

Xi—Xi=---^b^—ac 

zeigt, dafi Kurven der beiden Scharen sich in keinem der betrachteten 
Punkte beriihren konnen und daB (pxWy~’Py gilt. Aus der 

Gieichung (6) folgt fur a = y = 0, dafi =!= o ist. 

Die Kurven ^ = (p[x, y) — konst, bzw. ri — ip{x,y) = konst, heifien 
die charakteristischen Grundkurven des linearen hyperbolischen Differential- 
ausdruckes T[«]. 

Da wir die Differentialgleichung durch /3 dividieren durfen, ergibt 
.sich: Im hyperbolischen Faile ac — 6* < 0 la^t sich die linear e Differential- 
gieichung zweiter Ordnung (1) auf die Normalform 

( 9 ) -f ■ • • = 0 

transformieren, indem than die beiden Scharen der charakteristischen 
Grundkurven f = konst, und rj — konst, als Koordinatenlinien eihfukrl. 
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Gilt im betrachteten Gebiet G die Ungleichung ac — 6^>0, so ist 
der Differentialausdruck (i) in G ellipiisck In diesem Falle hat die 
quadratische Gleichung (7) keine reellen, aber wohl zwei konjugiert 
komplexe Losungen und Ag , welche komplexwertige stetige Funktionen 
der reellen Veranderlichen x,y sind. Die Gleichungen cc = y = 0 werden 
von keiner Schar reeller Kurven cp = konst, befriedigt, es gibt keine 
charakteristischen Gmndkurven. Wenn jedoch a, h, c analytische 
Funktionen x,y sind und wenn fiir (p{Xyy) und y>[x,y) anal 5 d:ischer 
Charakter vorausgesetzt wird, so kannman (he Differentialgleichungen (8) 
fiir komplexe x und y betrachten und wie oben auf die neuen Ver- 
anderlichen ^ und ri transformieren , die dabei konjugiert komplex 
werden. Indem man sodann durch die Gleichungen 


(11) 



2i 


= a 


wieder reelle unabhangige Veranderliche a und q einfiihrt, erhalt man 
Wir erhalten so im elliptischen Falle die Normalform 

( 12 ) + = 0 . 

Fiir die Umrechnung iiber das Komplexe ist die einschneidende, durch 
die Natur der Sache nicht geforderte Voraussetzung anal 5 H:ischer Koeffi- 
zienten notig. Daher ist der folgende direkte, das reelle Gebiet nicht 
verlassende Weg zur Transformation auf die Normalform im elliptischen 
Fall vorzuziehen. Indem wir in den Gleichungen (2), (3) g und a an 
Stelle von rj schreiben, versuchen wir die Bedingungen 


a. = y, p — 0 

Oder explizite 

aQl + 2bQxQy + cgy~aal + 2baxOy + cd^ 

^ Q* “b ^ (s* "b Qy ^x) ^ 6y ^y ~ 0 

zu erfiillen. Diese Differentialgleichimgen konnen durch eine elementare 
algebraische Uberlegung auf das folgende lineare partielle Differential- 
gleichungssystem erster Ordnung reduziert werden. 


(^3) 

wobei 


(fx 


bQx-i-l^Qy 

' W ' 




HQx+bQy 

w 




ist und fiir w beide Vorzeichen mdglich sind. Aus diesem System, 
den sog. Beliramischen Differentialgleichungen, kann durch Elimination 
einer der Unbekaimten, z. B. a, unmittelbar die folgende Differential- 
gleichung zweiter Ordnung fiir die andere der GroBen, q, gefunden werden 

d ae^ + bQy , d bqt-\- cqj _ ^ 

~d7 r 


( 14 ) 
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Von der Losbarkeit dieser Differentialgleichungen (13) bzw. (14) 
hangt also die Transformation auf die Normalform (12) ab. Wir warden 
spater in Kap. IV § 6 sehen, daB die Losung dieser Differential- 
gleichungen und damit die Transformation auf die elliptische Mormal- 
form auch im nichtanalytischen Falle moglich ist, sobald fiir die Koeffi- 
zienten a, h, c lediglich stetige Differenzierbarkeit vorausgesetzt wird. 
Dabei ist es ausreichend eine einzige spezielle Losung von (14) zu kennen. 

Der dritte Fall ist der •par abolische Fall: ac — b^= 0. Unsere quadra- 
tische Gleichung (7) hat dann eine reelle Wurzel, und wir konnen dem- 
gemaB eine Kurvenschar^=: ^ (x, y) so einfiihren, daB a=0 wird, dann wird 
wegen (6) notwendigerweise auch ^ = 0, wahrend z. B. fiir %p=x in G 
y = « 4= 0 wird. Wir erhalten somit im fardbolischen Falle die Normalform 

0 - 

Das am Anfang ausgesprochene Resultat ist damit bewiesen. 

Es sei bemerkt, daB die Transformation auf die Normalform keines- 
wegs eindeutig bestimmt ist. Z. B. bleibt im elliptischen Falle die Normal- 
form erhalten, wenn wir das q, cr-Gebiet irgendeiner konformen Abbildung 
unterwerfen. 

2. Beispiele. Fiir unsere drei verschiedenartigenDifferentialgleichungs- 
t 5 rpen haben wir Beispiele schon mehrfach diskutiert. Die einfachste 
hyperbolische Gleichung ist die Differentialgleichung der schwingenden 
Saite = 0, wobei wir t statt y geschrieben haben im Hinblick 

auf die physikalische Bedeutung dieser Variablfin als Zeitkoordinate. 
Diese Gleichung wurde in Kap. I , § 1 vollstandig gelost. Die ein- 
fachste elliptische Differentialgleichung ist die Potentialgleichung Au = 
»xx + tiyy = 0, deren Losung ebenfalls an verschiedenen SteUen (vgl. 
z. B. Kap. I, § 3) behandelt worden ist. Auch fiir die einfache para- 
bolische Differentialgleichung die Warmeleitungsgleichung — = 0 

haben wir friiher (Kap. I, § 3) Losungen gefunden. 

Wir werden im folgenden erkennen, daB die hier getroffene Typenein- 
teilung der Differentialgleichungen in sehr wesentlicher Weise die Natur 
der Differentialgleichungen und ihrer Losungen betrifft. Im iibrigen 
kann ein und dieselbe Differentialgleichung in verschiedenen Gebieten 
ein verschiedenes Verhalten zeigen. 

Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung 

(15) -f- y %}, = 0, 

die wegen ac~¥=y fiir y > 0 elliptisch und fiir y < 0 hyperbolisch ist. 
Im Gebiet y < 0 besit^t (7) d. h. die Gleichung 

Jr y ( 1^=0 

die beiden reellen Losungen “=± y-^y, so daB fiir <p und ip die 
beiden Differentialgleichungen^ 

(16) (px+.i^^y-^ V*— = 0 
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entstehen. Sie werden gelost durch 

f = x + 2 

Durch die Transformation 

(17) I + 

I Tj — x — 2]/ — y 

geht alsdann (dS) fiir y < 0 iiber in die hyperbolische Normalform 
(d8) “b y = 4 • 

Die charakteristischen Grundkurven sind gegeben durch (iie Parabeln 

y=^—\{x—cf, 

und zwar die Kurven cp — konst, durch die von der z-Achse nach links 
laufenden, die Kurven y»=konst. durch w 

die nach rechts laufenden Zweige dieser 

Parabeln (vgl. Abb. 2). X \ x- 

Im Falle y>0 schreiben wir / /\/\/\/\ \ 

(«) P“V 

f] == 2]/y. 2 . 

Durch diese Transformation geht alsdann (15) in die elliptische Normal- 
form 


( 20 ) + 

uber. 

Fiir den Differentialausdmck 


ist ac — h^:=x] dieser Ausdruck ist also elliptisch fiir a; > 0 und hyper- 
bolisch fiir a;<0. 

Im Falle a;< 0 geht (21) durch die Transformation 

722) j ^ = 9’(^.y) = |y+(i/^)® 

1 r) — tp{x,y) = ly — {]/—xY 


in die Normalform 


. 9 * «{, 




(!>’?) 


fiber. Die charakteristischen Grundkurven sind die Neilschen Parabeln 


y-c = ± 


O^urant-Hilbert, Mathematisc-be Physik 11. 
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und zwar ergeben die nach unten gerichteten Zweige die Kurven (p = 
konst, und die nach oben gerichteten die Kurven y) = konst. 

Im Falle ^ > 0 schreiben wir 



setzen 

(24) 


ri = ly + i-/x^, 

f + ’J _ 3 


G = 


2 2 
^ — n = 

2i 


y 

— -j/x® 


und erhalten durch diese Transformation die Normal- 
form 


Abb. 3. 


(25) -j- X Uyy ^ X 




3(T 


Die Funktionen (24) geniigen den Beltramischen Differentialgleichungen 

( 26 ) 


ag = — ^JxQy 
\ 




Qx- 


% 2. Normalformen quasilinearer Differentialgleichungen. 

1. Normalformen. Die Typeneinteilung und die Transformation in 
gewisse Normalformen lafit sich auch auf nichtlineare Differential- 
gleichungen bzw. Differentialausdriicke verallgemeinern. Es ist dabei 
wie auch spater zweckmafiig, von folgenden Abkiirzungen Gebrauch zu 
machen: 

p 9. ~ ^ “ ^XXI ^ “ '^xyt ^ “ liyy 

Wir beschranken uns hier auf den weitaus wichtigsten Fall der quasi- 
linearen Differentialausdriicke 

(1) L\u\ = ar -\-2ls ct + d, 

wo nun a, h, c, d gegebene Funktionen der GroBen x, y, u, f, q sind. 
Auch hier nennen wir den Differentialausdruck elliftisch, wenn ac — > 0, 
hyferholisch, wenn ac — J*<0, faraboUsch, wenn ac — b^ = 0 ist. Der 
Unterschied ist, daB diese Typeneinteilung nicht mehr a priori fiir den 
Differentialausdruck (f) unabhangig von der betreffenden Funktion u 
vorgenommen werden kann, sondem noch von der vorliegenden Funk- 
tion u (x, y) abhangt. DemgemaB wird auch die Transformation auf 
Normalformen abhangig von der betrachteten Funktion « (x, y). 

Wir bemerken zunachst allgemein, daB bei ipinfiihrung von neuen 
Veranderlichen i = q>{x, y), rj = y){x, y) mit der Funktionaldeterminante 
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die Formein 
( 2 ) 


Dx^ = rjy Dx^=—iy 
^ys = —Vx 

p = u,= . a = u ^ 

^iy-n — ’^ny^ ’ ^ ^ Xfy^ — x^y^ 


gelten. Nunmehr nehmen wir u{x,y) in L\u\ als gegebene Funktion 
an. Dann ist nicht nur u, sondem auch p und q auf dieser Flache u = 
u{x, y) als Funktion von x und y bekannt, und bei Einsetzung in L[u] 
gehen die Koeffizienten a, b, c sowie die GroBe d in gegebene Funktionen 
von X und y liber. Wir kdnnen hiemach versuchen, fiir diese spezielle 
Flache u{x,y) neue Veranderliche genau entsprechend dem linearen 
Falle einzufiihren, und zwar entweder so, daB nach dieser Transformation 
fur die Koeffizienten des transfonnierten Differentialausdruckes L[u] 
auf der vorgelegten Flache die Bedingimgen a = y = 0 erfiillt sind 
Oder daB die Bedingungen a. — y, p = 0 gelten, je nachdem der fur 
diese Flache eintretende Fall als h 3 rperbolisch oder elliptisch klassifi- 
ziert werden kann — den Fall der parabolischen Ausartung lassen wir 
hier beiseite. Prazisiert ; ■wir verlangen von den neuen Veranderlichen 
Tj bzw. Q, a, daB fur sie entweder das Gleichungssystem 


(3) 

Oder gemaB (2) 

(4) 


I aril + 2br]^riy + crjl = 0 

I ay|— 2 + c4 = 0 

I ay^^~2by^x^ + cxl = 0 


gilt Oder daB das Gleichungssystem 


•j, I a g* + 2 5 5 y + cpy = a cr| + 2 + c Oy 

I ag*cr*+ 5 (g,cry + gyU*) + c gytfy = 0 

bzw. 

(6) I ®>'c“2Jyja;8 + c*§ = ay|— 2&y^Ar<, + c;»:® 

1 a pQ Vo-i (Xe y<, + y«^a) i-cx^x^=:0 
besteht. Die Forderung des Gleichungssystems ( 3 ) ist durch zwei 
reelle Funktionen i (x, y) und rj {x, y) darin und nur dann erfiillbar, 
wenn auf der betreffenden Flache die Bedingung 

a c — b^< 0 


gilt. Der DifferentialausAruck ist dann fiir diese Flache hyperboUsch. 
Das Gleichungssystem (5) gehort zu dem elliptischen Typus, welcher 
durch das Bestehen der Relation 


ac — b^>0 

langs der Flache u{x, y) charakterisiert ■wird. Wie bei linearen Diffe- 
rentialausdriicken gehen unsere Gleichungssysteme ( 3 ) und (5) formal durch 

die komplexe Transformation = a ineinander •Qber. 


9 » 
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Im hyperbolischen Fall lassen sich die Gleichungen (4) genau wie 
bei linearen Drfferentialgleichungen in zwei Gleichungen der Form 

(7) + = ^ys + h.x^ = ^ 

zerspalten, wobei nunmehr in den Koeffizienten a, b, c, /ti, Ag, 
nicht nur die VerSnderlichen x und y sondern auch noch die GroBen u, 
-p, q auftreten und — gewahlt werden darf, wenn « =t= 0 ist. Er- 

setzen wir durchweg die GrdSen p und q durch ihre Ausdrucke (2) und 
denken uns iiberall f und rj an Stelle von x und y als neue Verander- 
liche eingefuhrt, so stellen die beiden Gleichungen (7) bzw. (4) zwei 
Relationen zwischen den GroBen x, y, u und ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung nach | und rj dar. 

Diese zwei Gleichungen konnen durchaus nicht dazu dienen, die 
Kurven | = konst, und = konst, unabhangig von u{x,y) zu be- 
stimmen, wie das im linearen Fall moglich war. Sie stellen vielnaehr 
jetzt ein System von zwei partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung fiir drei GroBen y{lrj) dar, also ein unter- 

bestimmtes System. 

Piese Auffassung legt nahe, die urspriingliche Differentialgleichung 
i [m] = 0 ebenfalls als eine Differentialgleichung, nunmehr zweiter 
Ordnung, zwischen diesen drei Funktionen der unabhangigen Ver- 
anderlichen rj aufzufassen, so daB die ursprungliche Differential- 
gleichung mit diesen beiden „charakteristischen" Gleichungen zusammen 
ein Differentialgleichungssystem von drei Gleichungen fur die drei 
Funktionen u, x, y bildet. Diese Wendung der Fragestellung entspricht 
geometrisch der Auffassung, daB die Integralfldche nicht in .der un- 
symmetrischen Form u{x,y), sondern in einer Parameterdarstellung 
■mi t Hilfe der unabhangigen „charakteristischen‘‘ Parameter ^ und rj 
gesucht wird. 

Die Transformation des Differentialausdruckes (1) ergibt dann die 
folgende Gestalt, in welcher, wie zu erwarten, nur noch die gemischten 
zweiten Ableitungen nach | und rj auftreten 


( 8 ) 

Oder 

(9) 


= {x^yn—x^y^Y 


»nXs)+ii(,{x^y„~-x^y^) 

d 


21/62 — ac 


Xg Vg ug 

Xr, Vn % 


{xgy„-Xr,yg)^ 


d 

2 ]lW^^ac 


Oder, iadem wir die Grofien x, y, u als einen Ortsvektor i zusammen- 
fassen und die tibliche Vektorschreibweise fur inneres und §,ufieres 
Produkt verwenden 


(10) X h) = {Xgy^~x^yg)^ ■ 
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1st speziell i = 0, so gelangen wir zu der bemerkenswerten Folgerung: 
Die Differentialgleichung (8) hangt nicht mehr von der speziellen Gestalt 
der Ausgangsgleichung ab. Eine quasilineare Differentialgleichung der Form 

ar-\-2hs-{-ct = (i 

lafit sich im hyferlolischen Folk in die feste Differentialgleichung meiter 
Ordnung (8) und die beiden noch von den Koeffizienten a, b, c abhangigen 
Differentialgleichungen erster Ordnung (7) iransformieren. 

Nochmals sei darauf ■ hingewiesen, daB in unseren Differential- 
gleichungen iiberall fiir f> und q die Ausdriicke (2) einzusetzen sind. 
Unser System (7), (8) von drei partiellen Differentialgleichungen fiir 
den Ortsvektor j ist die gesuchte allgemeine Normalform im hyper- 
bolischen Falle. 

Falls auf einer Flache b^— a c<0 ist, also der elliptische Fall eintritt, 
gelangen wir zu einer anderen entsprechenden Transformation auf eine 
Normalform. Wir erhalten diese Transformation entweder rein formal 

aus dem obigen Ergebnis durch die Ersetzung = q, = cr oder 

direkt durch den Ansatz (6). Das Ergebnis ist: Im elliptischen Falle ist 
unsere Differentialgleichung (1) aquivalent dem folgenden Gleichungs- 
system von drei Differentialgleichungen fur die Grofien x, y, u bzw. fur 
den Ortsvektor g als Funktion der Parameter q und a: 


( 11 ) 


ayl — 2b y^x^ + cx^ = ayl—2by„x„ + cx^ 
— + y<r^e) + cx^x„=0 

\Ax Ay Au\ 


X 5o)=- 


y^ «(. 




ya 


i 

■^ac — 6 * ’ 


wo A den Potentialausdruck bedeutet. 

Speziell, wenn d=0 ist, wird die letzte, die zweiten Ableiiungen ent- 
haltende Differentialgleichung wiederum unabhdngig von unserer Ausgangs- 
gleichung, und mar hat sie nunmehr die GestaU 

X y =0. 

2. Beispiel. Miniraalflachen. Als Beispiel betrachten wir die Diffe- 
rentialgleichung der Minimalflachen 
( 12 ) ( 1 + ?*)»■— + = 

Diese Differentialgleichung ist wegen ac — 6^ = (1 -f- -1- g®) > 0 stets 
elliptisch. Wir konnen also auf ein Nonnalsystem der Form (ll) trans- 
formieren. Eine kurze Rechnung ergibt fiir dieses System die folgenden 
Gleichungen 

, . H- y® + ~ ")■ y? + “s Se ~ 

la:ja:«-i-yjy<, + Mj«a = 0 oder = 0 

(14) zlE(fj X Ea)==0 mit /f E = Ejj + E«<,. 
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Wir konnen dieses System in eine noch wesentlich einfachere Form 
setzen, indem wir aus den Gleichungen (13) folgern 

See Se “ Seo So und Jg ICga Jo* 
fgZl 5 = 0 und ebenso f,, zl 5 = 0. 

Andererseits besagt die Gleichung (14), daB zl J = a fg + ^ So 
lineare Kombination der Vektoren fg und fo sein muB. Es folgt also 
a, — ^ = 0 und somit Zl 5 = 0. Wir gelangen daher zu folgendem 
Resultat. Eins Mininuilfluchs sich in PaTdfnsi^f'du/stsUnftg wit 
-pcLssenden Payaweteyn q und 0 dufch folgsudc Bedingungen chufukteyi- 
sieyen: Die dyei Kooydinaten u, x, y geniigenfe fiiy sich dey Potentialgleichung 

(15) Ax = Q, Ay = 0, Au = 0 
und sind den weiteren Bedingungen 

( 16 ) 

unteywoyfen. 

Mit den in der Differentialgeometrie iiblichen Bezeichnungen 
E = E == 5g G = E® 

fiir die FundamentalgroBen unserer Flache lauten die Bedingungen (16) 

E~G = 0, F = 0. 

Diese weiteren Bedingungen sind zwar zwei neue Differentialglei* 
chungen neben den drei Gleichungen (15). Sie haben aber nur den 
Charakter einer Randbedingung. Wir brauchen namlich diese Zusatz- 
bedingungen (16) nicht mehr in einem zweidimensionalen q, cr-Gebiet 
zu fordem. Es geniigt viebnehr, sie fiir irgendeine Kurve in der 
Q, cr-Ebene zu stellen. Denn man erkennt sofort, daB auf Grund der 
Gleichrmgen (15) die beiden Bedingungen 

Aq ” Bff Aff Bg 

gelten. Somit ist die GroBe A+iB eine analytische Funktion der 
komplexen Veranderlichen g + J(t und verschwindet daher identisch, 
wenn ihr Realteil A auf einer Kurve, z. B. dem Rande, verschwindet 
und B in einem Punkte Null ist. ' 

Fiir die Theorie der Minimalflachen sind die folgenden beiden sich 
aus dem Vorangehenden unmittelbar ergebenden Bemerkungen von 
Wichtigkeit. Erstens: Die Ahhildung der q, cr-Ebene auf die Minimal- 
flache ist konfoym. 

Zweitens: Der DarsteUung der Minimalflachen durch Potentialfunk- 
tionen ist Equivalent eine von Weierstrass herriihrende DarsteUung 
mittels analytischer Funktionen der komplexen VerEnderlichen 

Q-{-ia — (o. 

Wir gelangen zu den Weieystrasschen Daystellungsfoymeln , indem 
wir die Potentialfunktionen x, y, u von q, a als Realteile analytischer 


iA = f,-f,=^Q 

1 B = 2EeE„ = 0 
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Funktionen (co), /g {(a), /j (co) von co auffassen. Sind x, y, u die kon- 
jugierten Potentialfunktionen, so wird also 

x + ix = fj^{a)), y + iy = f2{(o), u + iu = fs{o}). 

Da wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 

ist, so wird = - Ve- «»= - “e 

Xg—ix„ = fj^{0)), y^—iyc = f2[(»), u^—iu„ = f^{co) 
und die Bedingungen (16) gehen iiber in 

<p{m) = {E-G)~2iF=Zfr {co)2 = 0. 


Wir erhalten also das Resultat : Alle Minimalflachen lassen sich dar- 

stellen durch ^ 

= y = ^U{(o), u = 'iRU{co), 


wo SR „Realteil‘‘ bedeutet und die analytischen Funktionen /,(a)) der 
Bedingung 3 

zuo>r=o 

unterworfen sind. *=1 

Da wir iibrigens statt co eine der Funktionen, etwa ^(co), als unab- 
hangige Veranderliche einfuhren konnen, so zeigt diese Formel, daB die 
Gesamtheit der Minimalflachen im wesentlichen nur von einer einzigen will- 
kurlichen analjdischen Funktion einer komplexen Veranderlichen abhangt. 


§ 3. Klasseneinteilung der linearen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung bei mehr unabhangigen 

Veranderlichen. 

1 , Elliptische, hyperbolische und parabolische Differentialglei- 
chungen. Bei linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, mit 
mehr als zwei unabhangigen Veranderlichen lassen sich — auBer bei 
konstanten Koeffizienten — im allgemeinen nicht mehr einfache Normal- 
formen fiir ein ganzes Gebiet der unabhangigen Veranderlichen durch 
Transformation erzielen^. Trotzdem besteht auch fiir diese Differential- 


1 Wtirden wir z. B. wie in § 1 versuclien, durcli eine Transformation 

== U (^ 1 , • • ^n) 

zn erreichen, daB in dem transformierten Ausdruck 

AM = 

i,k 


die gemischten Glieder der Matrix (aj^) versckwinden, so hSitten wir die n Funk- 
tionen ti den fn(n — 1) Bedingungen (vgl. Formel (4)) 


. 2 “ 

l,s 


dt^ dtj 
dxi dxs 




zu unterwerfen. Dieses System von Differentialgleichungen ist aber fiir \{n — 1) n> n 
d. h. fiir n> 3 iiberbestimmt und daher im allgemeinen unlSsbar. Im Falle w = 3 , 
ist eine Lbsung noch mdglich, jedoch kbnnen wir nicht mehr wie im Falle w =* 2 
auch die Glieder der Hauptdiagonale noch weiteren Bedingungen unterwerfen. 
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gleichungen eine fundamental wichtige analoge Klasseneinteilung. Wir 
betrachten einen linearen Differentialausdruck zweiter Ordnung 


(1) = 

bzw. die Differentialgleichung L [u] = 0, wobei die Koeffizienten i 

gegebene stetig differenzierbare Funktionen der unabhangigen Verander- 
lichen Xy , , in einem Bereiche G sind, und die Punkte Ausdriicke 
niedriger als zweiter Ordnung in u bedeuten. Den ausgeschriebenen Aus- 
druck zweiter Ordnung nennen wir wieder den HaupUeil des Differential- 
ausdnicks. 

Wir gelangen zu der Typeneinteilung unserer Differentialausdriicke 

(1) , indem wir den EinfluB einer Variablentransformation 

( 2 ) ii — ti (Xif . , x^) 


auf die Gestalt des Differentialausdrucks an einer bestimmten Stelle x^ 
untersuchen. Schreiben wir zur Abkiirzung 


so wird 
uiid 


« 


Hk 


Ik. 

e^ic ’ 




'^Xi — ^ Ik I 


l^xix, = hi “1 ' 

k,i 

wobei wieder die Punkte Ausdriicke bedeuten, in welchen hochstens 
Ableitungen erster Ordnung derFunktion w auftreten. Durch diese Trans- 
formation geht (i) fiber in einen Ausdruck der Form 


( 3 ) 


A[u] = JS O’ih + • • • > 


fiir deren Koeffizienten das Transformationsgesetz 


( 4 ) 


X tkl ^Is 

l,s 


gilt. Die Koeffizienten des Hauptteils unseres Differentialausdrucks 
transformieren sich also an der betreffenden Stelle genau so 

wie die Koeffizienten der quadratischen Form, der sog. „charaktenstischen 


Form": 


iyk 


wenn man in dieser quadratischen Form die unbestimmten Parameter 
yi der affinen linearen Transformation in die neuen Parameter rji 


( 5 ) 

1=1 

unterwirft. Nun wissen wir, dafi eine solche quadratische Form sich 
durch eine affine Transformation stets in eine „kanonische" Gestalt 
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transformieren laBt, wobei die Koeffizienten lediglicb die Werte + 1, 
— 1 Oder Null haben konnen. Die Anzabl der negativen Koeffizienten, 
der Trcigkeitsindex, ist dabei eine affine Invariante, ebenso wie die An- 
zahl der verschwindenden Koeffizienten, der „Defeki", der quadratischen 
Form (vgl. Bd. I, Kap. I, §§3.4). Diese Anzahlen werden demgemaB 
auch fiir unsere Differentialgleichung an der betreffenden Stelle von 
Bedeutung sein. 

Wir nennen den Differentialausdruck an der betreffenden Stelle 
elUpiisch, wenn alle Xi = i Oder alle — — i sind. Wir nennen sie 
eigentlich h 3 rperbolisch oder schlechthin „hyperbolisch" , wenn alle Xi bis 
auf eins — \ sind, und das iibrig bleibende + 1 ist bzw. umgekehrt. 
Sind mehrere Vorzeichen positiv und mehrere negativ, so spricht man 
gelegentlich von dem uUrahyperbolischen Falle. Falls ein oder mehrere 
der Koeffizienten Xi verschwinden, so heiBt die Differentialgleichung 
parabolisch ausgeartet. 

Ist der Differentialausdruck an einer Stelle elliptisch, so konnen wir 
durch eine geeignete Variablentransformation u erreichen, daB die Diffe- 
rentialgleichung an der betreffenden Stelle die Form -}-■•• -f «*„*„ 
-I- . . . = 0 besitzt; ist sie hyperbolisch, so konnen wir sie an der be- 
treffenden Stelle in die Form H = 0 

transformieren. Wir konnen jedoch eine solche Normalform im all- 
gemeinen nicht durch ein und dieselbe Transformation fiir ein ganzes 
Gebiet erzielen, in welchem die Differentialgleichung das betreffende 
Verhalten zeigt, da die Transformation auf die kanonische Form durchaus 
von der Stelle (xfi abhangt (s. oben S. 135). 

2. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung rait konstanten 
Koeffizienten. Wenn jedoch die Koeffizienten a,* in Gleichung (1) 
Konstanten sind, so laBt sich durch uhsere obigen Betrachtungen eine 
uberall zugleich giiltige Normalform erzielen. Wir brauchen lediglkh 
die unabhangigen Veranderlichen Xi einer solchen affinen Transformation 

n 

^i — zu unterwerfen, daB die „charakteristische Form", werm 

• JSf sss X 

wir die Variablen gemdB (5) transformieren, in die kanonische Gestalt 
■iibergeht. Die Differentialgleichung nimmt dann, werm wir wieder fiir 
die neuen unabhdngigen Veranderlichen schreiben, die Form an 

(6) "i" * ■ * — 0. 

Ist nicht nur der Hauptteil zweiter Ordnung, sondern der ganze Ausdrack 
L[u] linear und homogen, so geht die Differentialgleichung in die 
Form fiber _ .. „ 

^ «*, + c « = 0, 

{.1 (isl 

wobei bf und c Konstanten sind und jCj = ± 1 bzw. ^ 0 gilt. 
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Man kann nun Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 
durch eine weitere Transformation noch wesentlich vereinfachen, in- 
dem man die Ableitungen erster Ordnung fiir diejenigen Variablen Xi, 
fvir welche + 0 ist, herausschafft. Zu dem Zwecke sehen wir von 
dem parabolischen Falle ab und fiihren statt u eine neue gesuchte 
Funktion v ein durch die Relation 

-i iit., 

2 mum ^ i 

(7) M = 

Der Differentialausdruck geht dann nach kurzer Rechnung iiber in 

(8) • 

Bei der Betrachtung nicht paraboKsch linearer Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten kann man sich also auf Differentialgleichungen 
der Form 

(9) Hi y,.*, ■^dv=^g[xi,...,x^ 

heschrdnken, wobei g irgendeine gegebene Funktion der unabhSngigen 
Veranderlichen ist und d eine Konstante bedeutet. Im dliptischen Falle 
werden also alle Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten auf 
die Form 

Av -{■ dv~ g, 


im hyperbolischen Falle, wenn wir « + 1 statt n schreiben und x„j^j = t 
setzen, auf die Form 


reduziert. 


Av — Vti + i y = g{x^, ...,Xn,t) 


§ 4. Differentialgleichungen hoherer Ordnung 
und Systeme von Differentialgleichungen. 

In analoger Weise wie bei zweiter Ordnung kann man auch bei 
Differentialausdriicken hoherer Ordnung und bei Systemen von Diffe- 
rentialgleichung auf algebraischem Wege eine Unterscheidung zwischen 
verschiedenen Typen yornehmen. Anstatt eines algebraischen charak- 
teristischen Gebildes zweiter Ordnung tritt dabei ein entsprechendes 
algebraisches Gebilde hoherer Ordnung auf. 

^ 1. Differentialgleichungen hoherer Ordnung, Wir betrachten eine 
Differentialgleichung von der Ordnung k 


(i) 



^*11 • • •» 
■• + «n = A 


8^14 




= 0. 


wobei die Koeffizienten des Hauptteils, d. h. des Ausdrucks, 

welcher Ableitungen der Ordnung k enthalt, gegebene Funktionen der 
unabhangigen Veranderlichen Xi,...,x„ im zugrunde gelegten Bereiche G 
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m 


sind. Dieser Differentialgleichung bzw. dem Differentialausdruck L [u] 
ordnen wir die folgende homogene Form Ordnung in den Variablen 


yi> 


y„ zu 


C{y)= ■■■yi\ 

-f . . . ^ 


die sog. chamkteristische Form, wobei der Punkt . .,a:„ als fest be- 
trachtet wird. Unterwerfen wir wie vorher die unabhangigen Ver- 
anderlichen x^,...,Xn einer Transformation 


(2) li — i,- 2:„) ; 

so wird wiederum 


( 3 ) 


L[u]= ^ 




d^u 


+ • ♦ • + In = * 


01;- 


4 - 


wobei die Punkte Ausdriicke bedeuten, welche Ableitungen niederer 
Ordnung der unbekannten Funktion u enthalten, und die Koeffizienten 
ai , des neuen Differentialausdruckes aus den Koeffizienten 
des ursprunglichen durch die Transformation 


(4) ^ 

k. 

hervbrgehen. Wir konnen dies auch ausdrticken : Fiir die charakteristische 
Form gilt bei der affinen Transformation 


( 5 ) 

die Identitat 

C{y)- 


yi~JS tiiVi 

I 


■ ^ yii 






,Vn- 


Daher werden Eigenschaften der Form Ordnung C, welche bei affinen 
Transformationen der unabhangigen Veranderlichen yi, . . . , y» unge- 
andert bleiben, charakteristische Merkmale unseres Differentialausdruckes 
sein, und zwar solche Merkmale, welche alien Differentialausdrticken 
gemeinsam sind, die aus dem ursprunglichen durch Transformation der 
unabhangigen Veranderlichen entstehen. Es liegt somit nahe, derartige 
afjin invariant Eigenschaften der charakieristischen Form C als charakte- 
ristische Merkmale zur Typenunterscheidung von Differentialgleichungen 
hoherer Ordnung zu benutzen. 

Insbesondere betrachten wir den algebraischen „charakteristischen“ 
Kegel Ordnung im yi, . . • , y„-Ramne, welcher durch die Gleichung 

(6) C = 0 

zu jeder festen Stelle x„) geliefert wird, und konnen dann sofort 

die folgenden Typenunferscheidungen vornehmen; i 

Falls das charakteristische Gebilde C = 0 auCer dem Nullpunkt 
yj = • • • = y„ == 0 keine reellen Punkte hat, d. h. wenn C eine positiv 
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Oder negativ definite Form ist, — eine gegenuber affinen Transformationen 
invariante Eigenschaft — so lieiBt der Differentialausdruck L [m] ellipiisch 
an der betreffenden Stelie bzw. in dem hetreffsnden Bey&iche G. 

Wenn durch eine affine Transformation an der Stelie Xi , . . die 
Form C auf eitie Form Ordnung in weniger als n Variablen trans- 
formiert werden kann, so heiBt der Differentialausdruck an der be- 
treffenden Stelie pafccboUsch unsgsuTtst. In diesem Falle kann man 
durch Transformation der unabhangigen Veranderlichen x^ an der 
betreffenden Stelie den Differentialausdruck in einen solchen trans- 
formieren, bei welchem Ableitungen von der Ordnung lediglich 
in bezug auf n — 1 oder weniger unabh3.ngige Veranderliche auftreten. 

Weitere Typen von Differentialgleichungen wird man unterscheiden 
je nach den Realitatsverhaltnissen des Kegels C = 0. 

Insbesondere neruien wir den Differentialausdruck L [u] hyperbolisch 
Oder besser total hyperbolisch an der betreffenden Stelie, wenn folgende 
Eigenschaft besteht; Man kann, notigenfalls nach einer geeigneten 
Variablentransformation, an der betreffenden Stelie eine Variable, 
z. B. = s auszeichnen, derart, daB die aus C = 0 bei beliebiger Wahl 
der Veranderlichen yi, . . ., yn-r fur s entstehende algebraische Gleichung 
k reelle Wurzeln besitzt, wobei auch mehrfache Wurzeln zugelassen sind. 

Ein Beispiel fiir den elliptischen Fall ist die Differentialgleichung 

AAu = 0 

Oder ausgeschrieben 

Villi. -uo 

^ dx\ Bxfdxy 


Das charakteristische Gebilde wird Her gegeben durch 

« \2 

Ein anderes Beispiel fiir eine elliptische Differentialgleichung ist 




0 


mit der charakteristischen Form 


C==j:yt. 


Ein Beispiel fiir eine parabolisch ausgeartete Differentialgleichung 
wird durch 


Uff — AAu 


gegeben, wobei « -f f durch n ersetzt und die Variable = t aus- 

• / n 

gezeichnet ist. Die charakteristische Form Her ist {JEyfj, enthalt also 
die Variable y„+i = s nicht. 
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Ein total hyperbolischer Differentialausdnick ist 


Die charakteristische Fomi mit den Variabeln y^, ...,y„,s lautet 




und hat offenbar die geforderte Eigenschaft. Dagegen ist der Differential- 
ausdruck 


02 
' 8i^ 




zwar nicht elliptisch und nicht parabolisch, aber auch nicht total hyper- 
bolisch, denn die Form 

C = (^yir-s‘ 


hat bei fest gewahlten Werten der Variablen yi,...,y„ nur zwei aber 
nicht vier reelle Wurzeln s. 

2. Typeneinteilung bei Systemen von Differentialgleichungen. 
Viele Probleme der mathematischen Physik beziehen sich auf ein System 
von Differentialgleichungen und zwar auf Systeme von Differential- 
gleichungen erster Ordnung. Es ist daher bemerkenswert, dafi man in 
einfacher Weise eine analoge Typeneinteilung von Differentialgleichxmgen 
in elliptische, parabolische und sonstige, insbesondere hyperbolische Typen 
auch ftir Systeme vomehmen kann. 

Ui, seien m gesuchte Funktionen der n unabhSngigen Ver- 

anderlichen x„, zusaihmengefaBt zu einem „Funktionenvektor'‘ u. 

Die Ausdriicke 

*■=1 


seien lineare homogene Differentialausdriicke erster Ordnung, wobei die 
« w^-Koeffizienten ajj gegebene Funktionen von Xi,...,x„ sind. 
Sv •• •’ Stn< zusammengefafit als Funktionsvektor g, seien gegebene Funk- 
tionen der unabh3,ngigen Veranderlichen x^ und der GroSen 

, u„, die wir in diesen letzten GroBen nicht notwendig als linear 
vorauszusetzen brauchen. Wir betrachten dann das Differentialglei- 
chungssystem 

( 8 ) JELik[uk]=gi, {i=i,..,,m) 

welches wir iibrigens auch, indem wir die Matrizen {a\^ = A' betrachten, 
in der abgekiirzten Schreibweise 


f » 



f vr I 


(9) 

ausdriicken konnen. 
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Einem solchen Differentialgleichungssystem ordnen wir fiir eine feste 
Stelle die in den Veranderlichen yi, vom Grade m 

homogene ,,charaktmstische“ Form 




^ahy, ^al^yr • 


(to) 

C(y) = 

2ialiyr 2iat,oyr ■ 

. . ^ Cl2.rn yr 




• • ^ ^mmyr 


zu. Man stellt leicht folgende Tatsachen fest: Bei einer Transformation 
der unabhangigen Ver§,nderlichen in der Differentialgleichung entsteht 
ein neues Differentialgleichungssystem, deren zugehdrige charakteristi- 
sche Form mit C identisch ist, wenn gleichzeitig die Veranderlichen y,- 
der affinen Transformation (5) unterworfen werden. Femer: ersetzt 
man unser Differentialgleichungssystem durch ein' aquivalentes, indem 
man m voneinander unabhangige lineare Kombinationen der Diffe- 
rentialgleichungen betrachtet, so multipliziert sich C lediglich'mit der 
Determinante der Koeffizientenmatrix dieser linearen Kombination. 
-Endlich, ersetzt man die unbekannten Funktionen m,- durch irgend- 
welche linearen Kombinationen, so bleibt ebenfalls C unverandert bis 
auf einen Faktor, welcher gleich der Determinante der Koeffizienten- 
matrix dieser linearen Kombination ist. Wir erkennen also: Das alge- 
braische GeUlde C = 0 ist dem Differentialgleichungssystem insofern 
invariant zugeordnet, als es bei Transformation der unabhangigen Variablen 
in der Differentialgleichung und entsfrechend af finer Transformation der 
Gro^en yi unverandert bleibt und im Ubrigen sich ebenfalls nicht dndert, 
wenn wir von gegebenen Differentialgleichungssystemen durch Einfuhrung 
neuer linearer Kombinationen der Differentialgleichungen und der gesuchten 
Funktionen zu einem dquivalenten ubergehen. 

Hieimit sind die folgenden Typenunterscheidungen motiviert, die 
im ubrigen sich stets auf eine bestimmte Stelle beziehen : 

Wenn durchgeeigneteVariablentransformation(5) die Form C sich auf 
eine Form von weniger als n Veranderlichen transformieren IhBt, so 
heifit das Differentialgleichungssystem parabolisch ausgeartet. 

Im nicht ausgearteten Falle nennen wir das Differentialgleichungs- 
system elliftisch, wenn der algebraische Kegel C = 0 keine reellen Punkte 
auJ3er der Spitze besitzt. 

Das Differentialgleichungssystem heiBt hyperbolisch oder besser total 
hyperbolisch, wenn — notigenfalls nach 'Vomahme einer geeigneten 
(linearen) Transformation der Veranderlichen Xi bzw. yi — folgende 
Bedingung erfiillt ist: Bei Wahl willkurlicher Werte von yi, ••■,y»-i 
soil die fiir y„ sich ergebende algebraische Gleichung w*®' Ordnung 
C = 0 m reelle nicht notwendig verschiedene Wurzeln besitzen. 

Dieser total hyperbolische Fall tritt insbesondere dann ein, wenn 
die „hyperbolische Normalform" vorliegt. Darunter verstehen wir, daB 
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die Matrizen A' symmetrisch sind und daB eine der Matrizen, etwa 
^ — wir betrachten bier wieder n + 1 statt n Veranderliche und 

setzen = i — positiv definit ist. In diesem Falle namlich konnen 
wir durch eine geeignete orthogonale Transformation, welche die Sym- 
metrie aufrecht erhalt, erreichen, daB die letzte Matrix in eine positiv 
definite Diagonalmatrixiibergeht; dann aber folgt aus bekannten Satzen 
(Realitat der Wurzeln der Sakulargleichung), daB der hyperbolische Fall 
eintritt. 

Das einfachste Beispiel eines elFptischen Systems liefem die Cauchy- 
Riemannschen bzw. allgemeiner die Beltramischen Differentialgleichungen 
(vgl. S. 127) 

Wu^—bv^ — cVy — 0 
Wuy + av^ + bvy = 0, 

wobei die Matrix 



als positiv definit vorausgesetzt sei. 

Hier hat die Operatorenmatrix (L^^) die Gestalt 


(La) = 





und die zugehorige charakteristische Form lautet 


C(y) 


-Wy, 

Wy, 


ay^ + hyz 


■■-W{ayl + 2hy^y^+of^, 


speziell im Cauchy-Riemannschen Falle W—\, a — c = \,h = 0 

C (y) = y? + yl 


Der hyperbolische Fall liegt vor bei dem Differentialgleichungs- 
system der Maxwellschen Gleichungen, die im einfachsten Falle, fur den 
Ather, bei der Annahme der Lichtgeschwindigkeit als Einheit lauten 

( 5 <— rot§ = 0, ^< + rot® = 0. 

Es ist dabei (£ = («i, u^, Mg) der elektrische Vektor, § = {u^, u^, Wg) der 
magnetische Vektor; statt der vierten Variablen x^, der Zeit, schreiben 
wir t. Indem wir unser Differentialgleichungssystem ausschreiben; 


0% 

0% 

8u, _ 

0M4 

1 

1 

2M3 

dt 

0^ " 

■■ 8y ’ 

dt 

8z 

By 




0% 


Bu^ 



8z ’ 

8i 

dx 

Bz 


_ 0«4 

s«5 . 

8 Ms 

2 Ml 

Bu^ 

Bt 


8x ’ 

Bt 


Bx 
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erhalten wir als Operatorenmatrix 


{Li,) 


d 

dt 

0 

0 

0 - 

8 

8z 

0 

8 

~di 

0 

8 

0 


0 

8 

8 

8 

0 

8t 

8y 

8x 

0 

8 

8 

8 

0 

dz 

8y 

8t 

d 

dz 

0 

8 

8x 

0 

8 

dt 

8 

8y 

8 

8x 

0 

0 

0 


und daher die charakteristische Gleichung in den Variablen y^, y^, y^, 
y^ = s zunachst als Determinantenrelation 


C 


iV) 


s 

0 

0 

0 

-ys 

y2 


0 

s 

0 

ys 

0 

-yi 


0 

0 

s 

-y2- 

y, 

0 


0 

ys 

-ys 

s 

0 

0 


-ys 

0 

yi 

0 

s 

0 


ys 

-yi 

0 

0 

0 

s 


nnd nach kurzer Rechnung in der Gestalt 

C = s* (s’*— y?— y^— y®)* == o. 


Auch die „Wellengleichung’‘ Utt — Au = 0, der jede der Komponenten 
Mggeniigt.besitztdie charakteristische Relations^— y^—y 2 —y 3 = 0 . 
Dieser Zusammenhang beruht auf der folgenden Tatsache, deren Beweis 
als Aufgabe gestellt sei: Wenn durch Elimination aus einem Differential- 
gleichungssystem eine einzelne Differentialgleichung entsteht, so ist 
das charakteristische Gebilde C = 0 der letzteren stets in dem des 


ersteren enthalten^. 


Ahnliches wie fur die Maxwellschen Gleichungen gilt fiir die Diffe- 
rentialgleichung von Dirac. Sie beziehen sich auf ein System von vier 
komplexwertigen Funktionen u = (%, u^, Kj, von vier Variabeln Xi, 
Xz, Xz, Xi= ct. Zu ihrer Formulierung fiihrt man die folgenden Ma- 


tricen ein 


«! = 


0 0 0 1 \ 

0 0 t 0 \ 

0 10 0 r 

1 0 0 0 / 


0C2 = 


0 0 Q-i\ 

0 0 2 0 \ 
0-2 0 0 ’ 
2 0 0 0 / 


^ Man kann diesen Zusammenhang noch verallgemeinern, indem man auch 
charakteristische Formen fhr Differentialgleichungssysteme hdherer Ordnung 
aufstellt. 
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*3 = 


( 0 0 1 0 \ 

0 0 0 — 1 \ 

1 0 0 0 ’ 
0—10 0 / 


“3 


—10 0 0 \ 

0—10 0 \ 

0 0—10 )’ 
0 0 0 — 1 / 


( 1 0 0 0 \ 
0 0 0 0 \ 
0 0—10 I 
0 0 0 — 1 / 


Dann haben die Gleichungen folgende Gestalt: 

4 

« = 1 


Dabei ist der Vektor (a^, dem magnetischen, — ^4 dem elektrisdien 
Potential, und h der Ruheenergie proportional. Nach unseren Regeln 
wird die charakteristische Determinante die folgende Form \derten 
Grades in den Variablen y-^, y^, y^, y^: 


C(y) = 


2 




(yi + yj + yi— y®)®- 


Somit sind die charakteristischen Mannigfaltigkeiten wiederum dieselben 
wie bei der Wellengleichung. 

Schbefilich sei darauf hingewiesen, daB man auch die Ergebnisse 
des vorigen Paragraphen und der Nr. 1 dieses Paragraphen von dem 
jetzigen Standpunkt aus wieder gewinnen kann. Ersetzt man z. B. die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

"b * * * — 0 


durch das folgende Differentialgleichungssystem erster Ordnung 


Spi _ 

dxi 


(i=i,...,«— 1) 


2 


^ik 



0, 


SO ergibt sich fur das letztere die Chareikteristikenbedingung 


n 

2 y* 

n 

2 y* 

Ar-l 

n 

2 ^nk Vh 

A =S= 1 

y« 

0 

— yi 

0 

y» 

. ! 

0 

0 

1 

1 


Coiurant^Hilbert, Mathematiscbe Physik II, 


10 
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welche nach Ausrechnung der Deteiminante in 
(— 1 ~ ^ y” “ aa yi y* = 0 

iibergeht, in Ubereinstimmung mit unserem friiheren Resultat. 

3. Bemerkungen. iiber nichtlineare Probleme. Ebenso wie bei 
w = 2 ist auch bei beliebigem n die Verallgemeinerung unserer Typen- 
einteilung ftir nichtlineare Differentialausdriicke moglich, wobei wir 
allerdings auf die allgemeine Herstellung einfacher Normalformen ver- 
zichten miissen. Wir begniigen uns an dieser Stelle mit einem Hinweis 
auf den Fall eines quasilinearen Differentialausdruckes zweiter Ordnung 

It 

2: aa(Pi,M, . 

Hier erfolgt die Typeneinteilung an einer Stelle x^, pi, u des 2w + i- 
dimensionalen x, p, w-Raumes wiederum gemafi dem Tragheitscharakter 
der dort definierten quadratischen Form 

-S aik yi y* 

in den Unbestimmten y,-. 

Entsprechendes gilt fiir Systeme erster Ordnung und andere quasi- 
lineare Probleme hoherer Ordnung. Wir werden auf diese Dinge spater 
in Kap. VI im Rahmen der allgemeinen Charakteristikentheorie zuriick- 
kommen. 


§ 5. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten. 


1. Allgemeines. In § 3 haben wir lineare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten auf einfache Normal- 
formen transformiert. NunmehrwollenwirdieStrukturderLdsungen selbst 
untersuchen. Dabei wind der Begriff der Welle entscheidend sein; ins- 
besondere werden wir die Losungen als Superposition von solchen Wellen 
auffassen konnen. Wahrend nun die allgemeine Transformierbarkeit auf 
Normalformen wesentlich auf der Ordnung zwei der Differentialgleichung* 
beruht, gelten die folgenden den Aufbau der Ldsungen aus Wellen 
betreffenden Uberlegungen auch fur lineare Differentialgleichungs- 
probleme hoherer Ordnung nait konstanten Koeffizienten.' 

Wir werden dabei n + \ unabhangige Veranderliche Xi, x^+i be- 
trachten und uns vorbehalten x„+i = t zu schreiben, indem wir nach 
Bedarf diese letzte Variable als Zeitkoordinate auszeichnen. 

Die allgemeine lineare Differentialgleichung Ordnung lautete daifin 


( 1 ) 


![«] = 

I’l ^1" 4- 




dku 


*.,%„ + 1 


• + in + 1 ” A 


ePj*... 




+ ■ 
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wobei wieder die Punkte einen Differentialausdmck niedriger als 
Ordnung bedeuten. Die oben ausgeschriebene Summe ist der Hauft- 
tail der Differentialgleichung. Der charakteristische Kegei 

C(yi, ■ . y„+i) = = o 

ist bier unabhangig von der Stelle des w + 1-dimensionalen 

jt', i-Raumes, den wir als bezeichnen. 

Symbolisch konnen wir die Differentialgleichung in folgender Form 
schreiben 

a 

wobei ein homogenes Pol 3 mom vom Grade x in den Symbolen jj- 

ist imd g eine gegebene Funktion der unabhangigen Veranderlichen 
bedeutet. Vorzugsweise werden wir den Fall der homogenen Gleichung, 
d. h. den Fall g = 0 betrachten. 

Infolge der Konstanz der Koeffizienten sind stets zugleich mit 
u{xj, « 2 . • • ■) auch «(%— 1^1, . . .) bei beliebigen Werten f,-, sowie 

die partiellen Ableitungen Losungen der homogenen Gleichung. 

2. Ebene Wellen. Verzerrungsfreiheit. Dispersion. Im Zusammen- 
hang mit der Eigenwerttheorie haben wir fruher in Band I, Kap. V 
stehende Wellen betrachtet. Sie sind definiert als solche Losungen 
der linearen Differentialgleichung, welche sich als Produkt eines nur 
von der Zeit t abhangigen Faktors p (t) mit einer nur von den Ortsvari- 
ablen Xi, zusammengefafit als Vektor x, abhangigen Funktion / {x) 
darstellen lassen 

u {x, t)=p {t) f {x) . 

Die Funktion fi^x) gibt dann die Gestalt der stehenden Welle an. 

Fiir uns werden aber hier nicht die stehenden, sondem die fort- 
schreitenden Wellen, und zwar speziell ehene Wellen, den Ausgangspunkt 
bilden. Untef einer fortschreitenden ebenen Welle zu einer homogenen 
linearen Differentialgleichung D = 0 verstehen wir eine Losung der 
Form 

( 3 ) u = fl^^^aiXi—bt^=:f(A — bt)=f{ax—bi) = f{B), 

wobei zur Abktirzung 

fh 

A — JE Uf Xi = {a, x) B = A — bt 

gesetzt ist^. 

1 Spater in Kap. VI, § 10 werden wir den Begtiff der fortschreitenden Welle 
wesentlich ajlgemeiner fassen. 


10 * 
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Solche ebene Weilen u haben auf jeder Ebene der Schar 


n 


^ Ui Xi — bt — konst. 

»=i 


im wH- 1-dimensionalen x, i-Raume konstante Werte. 

ZurMotivienmg derBezeichnung ..fortschreitende Welle" & betrachten 
wir statt des n + 1-dimensionaien Raumes den «-dimensionalen Raum 
der Variablen x^,...,x„ und die GroBe u als eine „Zustands- 
gr66e“ dieses Raumes welche sich mit der Zeit t verandert. Dann 
stellt eine Losung der obigenForm (3) einen Zustand dar, welcher jeweiis 
langs einer ganzen Ebene einer gewissen parallelen Ebenenschar der- 
selbe ist (Ebene gleicher Phase), wobei sich dann diese einem gegebenen 
Zustandswert entsprechende Phasenebene mit gleichmafiiger Geschwin- 
digkeit parallel zu sich selbst durch diesen Raum bewegt. 

Indem wir fiir unsere ebenen , Weilen setzen 


ai = aa.i, a^ — ^a^ b = a^ 


und somit 


A — bt — a{^(XiXi—^t) = ci{Q—^ t), 

u = f[A — bt)=(p{Q~§t) 


schreiben, gelangen wir zu einer Darstellung, wobei die GroBen a; die 
Richtungskosinus der Wellennormale sind, und ^ ihre Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit bedeutet. Der Ausdruck Q — heiBt die Phase der 
Welle, die Funktion <p bzw. / die Wellenform. 

Z. B. besitzt die einfachste Wellengleichung zweiter Ordnung 


Au — Utt = 0 

ebene Weilen der Form . ^ 

U = <p\ ^CCiXi — t 
\j=i 

wobei die Koeffizienten beliebige der Gleichung ^ a? = 1 geniigende 
GroBen sein diirfen und wobei die Wellenform 95 eine beliebige Funktion 
sein kann. 

Mit anderen Worten: Die Wellengleichung Au—Utt — O besitzt ebene 
Weilen beliebiger Richtung und beliebig vorgegebener Form, welche alle mit 
der Geschwindigkeit 1 fortschreiten. 

Dagegen liegen die Verhaltnisse vollig anders bei der Differential- 
gleichung 

(4) zl«— «(t + cM = 0 

mit einem von Null verschiedenen Koeffizienten c. Ist f{B) eine zu- 
.gehorige ebene Welle, so ergibt sich fiir die Wellenform f{B) mit B = 

n 

a^Xi—bt sofort die Bedingungsgleichung 

-»=i 

(5) 


f" {B)(a*-J*) + /(B)c = 0, 
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also eine lineare gewohnliche Differentialgleichung fiir f{B) mit kon- 
stanten Koeffizienten. Zur Geschwindigkeit /3=:i, d.h. b^=a\ gibt es 
nunmehr offenbar keine fortschreitenden Wellen mehr; jedoch fiir jede 
andere Geschwindigkeit und jede beliebige Richtung bestimmen sich aus (5) 
die moglichen Wellenformen als Exponentialfunktionen. Also: Im Falk 
der Differentialgleichung (4) ist Wellenrichtung und W ellengeschwindigkeit 
(abgesehen vom Ausnahmewert i) der zur Differentialgleichung gehorigen 
Welle heliehig vorschreibbar ; jedoch sind nur spezielle Wellenformen fur 
fortschreitende Wellen mdglich. 

Wir nennen den ersten Fall der Differentialgleichung zweiter Ordnung 
Au—Uti^O den Fall der V erzerrungsfreiheit oder Dispersionsfreiheit, 
weil sich dann in jeder Richtung willkurlich gegebene Wellenformen 
unverzerrt fortpflanzen, und zwar mit bestimmter Geschwindigkeit; der 
zweite Fall der Differentialgleichung (4) heiBt der Fall der Dispersion 
aus folgendem Grunde: Ist die betrachtete Losung u eine Superposition 
von fortschreitenden Wellen der durch (5) eingeschrankten Form mit 
derselben Richtung, so werden sich die verschiedenen Komponenten mit 
verschiedenen Geschwindigkeiten fortpflanzen; somit wird die fiir ^^0 
bestehende Wellenform mit verandertem t ihre Gestalt todem. 

Genau die entsprechenden Verhaltnisse und dieselbe Alternative liegen 
nun bei beliebigen linearen Differentialgleichungen Ordnung der 
Form (2) vor. Wir finden die moglichen ebenen Wellen, indem wir in 
die Differentialgleichung (2) u^f{A'—bt) einsetzen; wir schreiben, um 

eine iibersichtliche Relation zu gewinnen: = also A — 

w + 1 

B ^ und erhalten: 

‘ jV>(5)i^AK - + «„+x) + --- 

i +/(P)P„ = 0. 

Es besteht nun die folgende entscheidende Alternative: Entweder 
die urspriingliche Differentialgleichung (2) besteht nur aus ihrem Haupt- 
teil, d. h. die Polynome sind identisch Null fiir K<'k. Oder in der 
Differentialgleichung treten Ableitungen niederer als Ordnung auf. 

Im ersten Fall kann die Wellenform /(5) der fortschreitenden 
Welle willkurlich gewahlt werden; sofem nur die Koeffizienten aj der 
charakteristischen Relation 

(7) C (a,, • • • > -f. 1) — P* (^») = 0 

unterworfen werden, ist u = f(B) eine Losung der Gleichung (1)^. Die 
Gleichung (7) ist eine homogene Gleichung Grades fiir die GroBen «,• 
bzw. eine nicht homogene Gleichung Grades zwischen den Ver- 
haltnissen : i. Zu gegebenen Werten oder 

* Die mOgUche LOsung f gleich einem beliebigen Polynom Grades bei 

willktirlichen Koeffizienten at ist uninteressant, weil sie im Unendlichen in keiner 
Weise beschrankt bleibt. 
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zu beliebig gegebenem a\-\~ • * • al und beiiebiger Richtung 

a^, . . . , gibt es somit endlich viele, nicht mehr als k, Geschwijidig- 
keiten /9 fur die Welle. In unserem Falle pfianzt sich die iui t = 0 vor- 

liegende anfangliche beliebige ebene Weilenform u = / in jeder 

beliebig wahlbaren zugehorigen Richtung absolut unverzerrt fort, wobei 
in jeder Richtung fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nur eine 
endliche Anzahl von k oder weniger Werten in Frage kommen. Zwischen 
den RichtungsgroBen und der Geschwindigkeit der fortschreitenden Welle 
besteht unabhangig von der Weilenform die algebraische Beziehung (7) 
als notwendige und hinreichende Bedingung. 

Der zweite Fall unserer Alternative tritt ein, wenn die Gleichung (4) 
mehrere Glieder enthalt. Dann hat die Gleichung (7) bei gegebenen 
Werten die Form einer gewohnlichen Differentialgleichung mit 
konstanten Koeffizienten fiir die Weilenform f(B), es sei denn fiir 
solche singulare Wertsysteme a^., + fhr welche (6) aus- 

artet, indem alle Ausdriicke hdchstens mit Ausnahme des Ko- 
effizienten Pq verschwinden. Wenn wir von diesen Ausnahmewerten 
absehen, gilt: Es gibt zu jeder willkiirlichen Richtung und Geschwindig- 
keit fortschreitende Wellen, jedoch nur solche, welche in ihrer Form 
durch die gewohnliche Differentialgleichung (6) eingeschrankt sind, somit 
sich als Superposition von hochstens k Exponentialausdriicken f = 
darstellen lassen. 

Die Differentialgleichung L[u] — 0 wird somit gelost durch Funktionen 

)i ” ?/ 4- 1 

a{£aiX( — pt) E 0.1X1 

wobei die Koeffizienten nunmehr lediglich der Bedingungsgleichung 

(8) ^ Bh (^i» * • • I -f 1 ) ~ B 

unterworfen sind und umgekehrt. Diese Gleichung (8) stellt nunmehr 
bei beliebigem a/ und ^ eine Gleichung Ordnung fur die GroBe a dan 

Zusammenfassend konnen wir folgendes allgemeine Resultat aus- 
sprechen: Entweder die Differentialgleichung enihali nur Ahleitungen der 
hochsten auftretenden Ordnung. Dann gibt es unverzerrte fortschreitende 
ebene Wellen beliebig torgeschriebener Form, wenn lediglich eine algebraische 
Relation (7) zwischen der Richtung und Geschwindigkeit erfuUt ist, welche 
zu gegebener Richtung die Geschwindigkeit hdchstens k-deutig hestimmt 
(dispersionsfreier Fall). Oder es ireten in der Differentialgleichung Ah- 
leitungen verschiedener Ordnung auf. Dann kann man Richtung und 
Geschwindigkeit von fortschreitenden Wellen willkUrlich vorschreiben ; jedoch 
ist fur jedes solche System von RichtungsgroBen und Geschwindigkeit die 
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Form der Welle dutch die gewohnliche Differe 7 ilialgleichu?ig (6) eingc- 
schrdnkt, abgesehen von dem Ausnahmefall, wo fur spezielle Wertsysteme 
von RicMung und Geschwindigkeit (^^,■) fiir z>Q gilt und entweder 
uberhuupi keine oder beliebige W ellenformen moglich sind (Dispersionsfcdl ). 

In dem obigen Beispiel (4) fiir den Dispersion sf all liefert jede beliebige 
Richtung mit der Geschwindigkeit 1 eine solche Ausnahme, wo uber- 
haupt keine fortschreitende Welle moglich ist. Das Beispiel der Diffe- 
rentialgleichung ^ 

A u — Uii + ^ w Xi — Ui = 0 

z = i 

illustriert ebenfalls den DispersionsfalL Ausnahmewerte fiir Richtung 
und Geschwindigkeit sind gegeben durch die Bedingungen 

Sind diese Bedingungen erfiillt, so gibt es fortschreitende Wellen beliebiger 
Gestalt. Sie alle haben die Geschwindigkeit i und sind tiberdies gekenn- 
zeichnet dadurch, da6 ihre Richtungen dem durch ^ a,- = 0 gegebenen 

Kegel’ angehoren miissen. 

Im Dispersionsfalle schrankt man den Wellenbegriff noch durch die 
Zusatzforderung ein, daB die Welle u fiir alle Zeiten t uiid den ganzen 
»-dimensionalen Raum beschrankt bleibt. Dann folgt, daB die Losung 
bei reellen oli, .. .,ck„ und ^ die Gestalt 

(9) 

haben muB, d. h. daB die GroBe a = i(o rein imaginar ist. Diese ebenen 
Wellen im Dispersionsfalle sind also zeitlich und rdumlich feriodische 
Vorgdnge. Ldsungen, welche dieser Zusatzbedingung durchgehender 
Beschranktheit geniigen, d. h. nur Losungen der Form (9), heiBen im 
Dispersionsfalle ebene Wellen im eigentlichen Sinne. Fiir sie sind die 
folgenden Bezeichnungen iiblich: /? heiBt die Phasengeschwindigkeit, 

(o die Frequenz, A = ^ die Welleniange. 

Neben diesen eigentlichen Wellen treten haufig noch uneigentliche oder 
geddmffte Wellen auf, welche zwar auch noch im ganzen w-dimensionalen 
Raum bei festem t beschrdnkt sind und etwa fiir f ^ 0 beschrankt 
bleiben, aber der Beschranktheitsbedingung bei negativem t nicht meht . 

geniigen. Es sind dies Wellen, bei welchen h = {^—i j i(ji> = pioi q 

eine komplexe GroBe mit ^ 4= 0 ist, d. h. Wellen der Form 

Die GroBe q heiBt der Ddmpfungsfaktor. Positives q entspricht einem 
gedampften Vorgang, q<0 einem mit der Zeit exponentiell anwachsenden, 
„angefackt6n" Vorgang. Solche uneigentlichen Wellen sind, wie man sieht, 
zeitlich nicht mehr rein periodisch. 
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3. Beispiele: Telegraphengleichung, Verzerrungsfreiheit bei Kabeln, 

Die Wellengleichung 

-^Uit = Au 

gehort zum dispersionsfreien Fall. Fortschreitende ebene Wellen mit 
der Geschwindigkeit c und der beliebigen Form (p 
in jeder Richtung sind moglich. 

Ein allgemeineres besonders wichtiges Beispiel fiir unsere Begriffs- 
bildungen liefert die Telegraphengleichung 

( 10 ) + {c(. + ^)ut + <x^u = 0 ; 

welcher die Spannung oder der Strom u als Funktion der Zeit t und 
des Ortes a; langs eines Dpppelkabels geniigt, wobei ^ die von einem 
Anfangspunkte aus gewahlte Kabellange bedeutet^. 

Diese Gleichung gehort an sich auBer fur a = /? = 0 zum Dispersions- 
fall. Wir konnen sie aber durch den Ansatz 

a-t-/S 

V — e ^ u 

gemaB dem allgemeinen Prinzip aus §3, Nr,2 auf die einfachere Gleichung 
fiir die Funktion v . .. 

reduzieren. Fiir diese neue Gleichung besteht der Fall der Dispersions- 
freiheit nach unserem friiheren Ergebnis dann und nur dann, wenn 

(11) a = /? 

ist. In diesem Falle besitzt die urspriingliche Telegraphengleichung 
zwar keine absolut verzerrungsfreien Wellenlosungen von willkiirlich 
vorgeschriebener Gestalt. Unser Resultat laBt sich jedoch in der folgenden 

^ Diese Differentialgleichung entsteht aus dem folgenden System von zwei 
Differentialgleichungen erster Ordnung fiir den Strom i und die Spannung w als 
Funktionen von x und i 

Ciii -f- Cr%i ~ 0 

-{" Ri -j- Ux — 0 

durch Elimination einer der unbekannten Funktionen. Dabei ist L die Induktivitat 
des Kabels, i? dessen Widerstand, C die Kapazitat und endlich G die Ableitung 
(Stromverlust dividiert durch Spannung) des Kabels. Die Konstanten der 
Gleichung (10), die bei der Elimination entstehen, haben daher die Bedeutung 



Dabei ist c die Geschwindigkeit des Lichtes, a heifit der kapazitive, P der induktive 
Dampfungsfaktor. 
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Form aussprechen: Unter der Bedingung (11) besitzt die Telegrafhen- 
gleichung geddmpfte, d,k ^relativ' verzerrungsfreie fortschreitende Wellen- 
losungen der Form 

u^e 2 ^f[x:Fci) 

mit willkiirlichem f nach beiden Richtungen des Kabels. 

A*af diesem fiir die Kabeltelegraphie auBerordentlich wichtigen Resultat 
bemht es, daB bei geeigneten Dimensionierungen von Kapazitat und 
Selbstinduktion eines Kabels Signale — wenn auch mit einem zeitlichen 
Dampfungsfaktor — in proportional unverzerrter Form tibermittelt 
werden konnen (vgL auch Anhang). 

4. Zylinder- und Kugelwellen, Mit Hilfe des Superpositionsprinzips 
wollen wir an weiteren Beispielen zeigen, wie sich aus den ebenen 
Wellen andere wichtige Losungsformen unserer Differentialgleichungen 
ergeben, und zwar die sog. Zylinder- und Kugelwellen, 

a) Zylinderwellen. Die Wellengleichung in zwei Raumdimensionen 

( 13 ) + — = 0 

wird bei beliebigem d' gelost durch + wobei co 

eine willkiirlich wahlbare Zahl ist. Integrieren wir diese „ebene Welle'' 
nach dem Richtungswinkel so gewinnen wir die 
neue Losung 

27t 

u(x, y, <) = = 

0 

wenn wir die Polarkoordinate r durch x = r cos 
y==r sin# einfuhren. Diese Losung hat die Form 
einer stehenden Welle. 

Durch die Besselsche Funktion /q wird also eine 
rotationssymmeirische Losung der Wellengleichung ( 13 ) 
gegeben, eine sog. Zylinderwelle. Diese Losung ist im 
Nullpunkt r = 0 regular. Wir konnen jedoch durch 
Superposition ebener Wellen auch ebenso eine im Nullpunkt singulto 
Losung erhalten, welche dann einem Ausstrahlungsvorgang (vgL § 6) mit 
Quelle im Nullpunkt entspricht. 

Hierzu ist jedoch die Superposition auch in uneigentlichen Wellen. 
erforderlich. In der Tat erhalten wir, wenn L (vgl Bd. I, Kap. VII) 
den in der Abb, 4 angedeuteten komplexen Integrationsweg in der 
#-Ebene bedeutet, als Losung der Wellengleichung den Ausdruck 

M = = 716 '“^ HI {co r) , 

L 

wobei HI die Hankelsche Funktion bedeutet. 

Beide Zylinderwellen sind in t naturgemafi periodisch, in der Raum- 
variablen r zwar oszillierend, jedoch nicht periodisch. 
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b) Kugelwellen. IndreiRaumdimensionenliegendieVerhaltnisseein 
wenig verschieden. Aus der Losung ^ ^ ^ ^ ^ erhalten 

wir durch Integration von w iiber die Einheitskugel des a, y-Raumes 
die neue Funktion + 

wobei dQ das Oberflachenelement der Einheitskugel bedeutet. Da diese 
Funktion offenbar gegen Drehungen des Koordinatensystems invariant 
ist, so diirfen wir zur Berechnung y = 0, z^r setzen und er- 
halten, wenn wir im a, /3, y-Raume in der iiblichen Weise Polarkoordi- 
naten cp einfiihren, 

V ^ Jd(pf oder 

0 0 

Somit ist - — eine rotationssymmetrische, tibrigens 


“f 


imNullpunkt regularestehende Kugelwelle, entstanden durch 
Superposition von regularen fortschreitenden ebenen Wellen. 

Wiedenim mussen wir, um Wellen mit Singularitat im 
Nullpunkt zu erhalten,. welche Ausstrahlungsvorgangen ent- 
sprechen, auch uneigentliche ebene Wellen superponieren. Indem wir 
den Integrationsweg L der Abb. 5 benutzen, gewinnen wir 


Abb. 5. 


( 14 ) 


v = 2n = 27i" 

y 1 


tcor 


d. h. reell geschrieben gleichzeitig die beiden Kugelwellenformen 


und 


sm CO r 


von denen die zweite die schon vorher gef undone regulare ist. 

^imr 

Wirbemerken: dieselbe Kugelwellenform 2^^: ergibt sich durch 

Superposition der ebenen Wellen + bei beliebiger Lage des 

Punktes x, y, z mit z>0, Prazis: Es ist unabhangig von der Lage des 
Punktes x, y, z mit > 0 und x^ z^ = 

• 23T 

( 15 ) fdw 

i(or I 

Der Beweis folgt am einfachsten, indem man direkt zeigt, daB das 
Integral (15) nur von r abhangt. Man sieht sofort, daB die rechte Seite 
von ( 15 ) jedenfalls nur von z^ und abhangen kann: v (g, z). 

Sodann verifiziert man leicht, daB identisch zv^’—qVx=^0 gilt, d. h., 
daB V nur von der Kombination ^2 = 52 ^. ^2 abhangt 

^ Die Identifizierung der beiden Integrate ( 14 ) und (15) ist in gewisser Weise 
ein Beispiel zum Cauchyschen Integralsatz fiir zwei Veranderliche, da der t)ber- 
gang von g == 0 zu $ = 4 = 0 eine Verlagerung des Integrationsweges in der komplexen 
^-Ebene bedeutet [vgl. H. Weyl: Ann. d. Physik Bd. 60 , S, 48 lfl, wo von der 
Formel {15) eine wichtige Anwendung auf das Problem der Wellenausbreitung bei 
drahtloser Telegraphic gemacht wird]. 
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Da die Wellengleichung dem dispersionsfreien Typus zugehdrt, so 
konnen wir, indem wir uns wiederum auf eigentliche Wellen be- 
schranken, allgemein mit einer beliebigen Funktion /(A) die rotations- 
symmetrische Welle 

2;r 

u=f jf[t — a.x—^y—yz)sin§d'& i(p 

zusammensetzen . W egen der Orthogonalinvarianz dieses Ausdruckes diirf en 
wir wieder zur Auswertung des Integrals ohne Beschrankung der All- 
gemeinheit = y == o annehmen und erhalten nach Einfuhrung von 
Polarkoordinaten wie friiher 

u=27tjni~ r cos#) sin#^# 

0 

^3±{F(i + r)-F{t-r)], 

wo F als Integralfunktion zu / willkiirlich ist. Somit ist bei willkiir- 
lichem — zweimal differenzierbarem — F die Funktion 

■ F{t + r)-F{t-r) 
r 

eine Losung’^. Al^r auch die Funktionen 
mXi und 

r r 

allein sind Losungen, wie man leicht durch geeignete Abanderung der 
Funktion / bzw. F entnimmt oder einfach direkt verifiziert. NaturgemaB 
sind diese letzteren Funktionen im Nullpunkt singular. Diese Losungen 
konnen wir sinngemafi als fortschreitende, rmmlich abMingende Kugd- 
wellen interpretieren. 

Man kann iibrigens diese Losungen charakterisieren als die einzigen 
raumlich nur von r abhangigen Losungen der Wellengleichung in iei 
Raumdimensionen. Dies folgt, da fur eine Funktion u{r,t) der Ausdruck 

Au = M** + Uyy + in (vgl. Bd. I, S. 195) : = Mrr + - Mr = - (rM),,und 

f Y 

daher die Wellengleichung zJw-— = 0 in 

7 [(^«)rr — ’(>'«),(] = 0 

ubergeht, woraus sich nach Kap. I, S. 5 als allgemeine Losung 

ru = F{t + f) + G(t—r) 

mit willkurlichem F und G ergibt. 

‘ Ftlr zwei Raumdimensionen ist die analoge Vereinfachung des Integrals 

«=//('- rcos#)<i# nicht mSglich, was von vornherein auf die sp9.ter in §6 
0 

und Kap, VI noch deutlicher hervortretende grundsatzliclxe Verschiedenheit der 
Falle gerader und ungerader Raumdimensionszahlen hinweist. 
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§ 6. Anfangswertprobleme, Ausstrahlungsprobleme. 

Das Snperpositionsprinzip ist in vielen Fallen der Schliissel fiir die 
Losung fundamentaler, dieTheorie der Ansbreitungsvorgange betreffender 
Probleme. Bei diesen Problemen handelt es sich stets darum, solche 
Ldsungen einer Differentialgleichung fiir eine Funktion der Ortsvariablen 
und der Zeit t fiir ein Raumgebiet G und t>0 zu finden, welche fiir 
;{ = 0 vorgegebenen Anfangsbedingungen und eventuell am Rande des 
Gebietes gegebenen Randbedingungen geniigen. Indem wir eine mehr 
systematische Diskussion solcher Probleme auf spater (vgl. § 7 dieses 
Kapitels) verweisen, behandeln wir hier einige t 3 ^ische und an sich 
wichtige Beispiele. 

1. Anfangswertprobleme der Warmeleitung. Transformation der 
-9 -Funktion. Wir betrachten zunachst fiir die Warmeleitungsgleichung 


(1) 




das Anfangswertproblem: eine Losung zu finden, welche fiir alle Werte 
der Ortsvariablen x und fiir t>() stetige Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung besitzt, fiir stetig ist und fiir / = 0 in eine vorgegebene 
Funktion u{x, 0) —(p{x) iibergeht. Dabei setzen wir die Funktion <p{x) 
als iiberali stetig und beschrankt mit (p{x)<M voraus. Unsere Behaup- 
tung lautet: Die Losung wird geliefert durch: 


( 2 ) 



Unsere Losung entsteht also durch Superposition aus der friiher (Kap. L 
§3, S. 17) gegebenen „Grundl6sung'' der Warmeleitungsgleichung. Sie 
driickt aus, daB der Warmeverlauf sich als Superposition einzelner 
Elementarvorgange darstellt, wobei dem einzelnen Vorgang die Anfangs- 
temperatur Null iiberali auBer an der Stelle | entspricht und an 
dieser Stelle eine dem Ausdruck (p{i) proportionale Warmemenge am 
Anfang zusammengeballt ist. Den Beweis fiihren wir durch Verifi- 
kation. DaB der Ausdruck (2) fiir > 0 der Warmeleitungsgleichung 
geniigt, folgt unmittelbar durch Differentiation unter dem Integral- 
zeichen. Es bleibt also lediglich npch die Anfangsbedingung zu veri- 
fizieren. Zu diesem Zweck fiihren wir an Stelle von ^ die neue Inte- 

* . ^ — X 

grationsvariable a = ^iii und erhalten 




Dieses Integral zerlegen wir in drei Bestandteile 

- r r 


/i + A + /s = 
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und verfiigen iiber den Zwischenwert gemaB T = ]t: ^ . Wenn i Mn- 
reichend klein ist, so gilt im Interval! — T^a^Thd beliebig klein vor- 

gegebenem s wegen i a | ^ j f dieBeziehung \(p[x + 2a y])— p ( a:) | < £ 

auf Grund der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion cp. Wegen der Kon- 

00 

vergenz des unendlichen Integrals / e-°"da = -J'^ schlieBt man hieraus 

-00 

sofort, daB sich bei hinreichend kleinem t das Integral beliebig wenig 
von 9 ? {x) unterscheidet. Fiir die beiden Integrals und gilt 

oo 

J 

T 

— 00 

00 

Daher sind wegen der Konvergenz des unendlichen Integrals j e-^'da 

bei hinreichend kleinem t diese Integrale beliebig klein. Hieraus folgt 
unsere Behauptung unmittelbar. 

Auch bei zwei und mehr Dimensionen gilt, was lediglich eines Hin- 
weises bedarf, eine ahnliche explizite Auflosungsformel fiir das Anfangs- 
wertproblem der Warmeleitungsgleichung; es sei etwa fiir: 


+ Uif Mj = 0 

eine Losung fiir i > 0 gesucht, welche fur i = 0 in eine vorgeschriebene, 
stetige Ortsfunktion (p[x, y, z) iibergeht. Die Losung lautet 


4 ) u{x,y,z,t) = ^^~J J '^'h^drid^ 


wie man leicht bestatigen wird. 

Ein anderes, zu einer interessanten Bemerkung fiihrendes Anfangs- 
wertproblera der Warmeleitungsgleichung bezieht sich auf einen ge- 
schlossenen linear ausgedehnten Warmeleiter (etwa einen Draht) von 
der Lange 1. Hier lautet das Anfangswertproblem der Gleichung 
= 0 genau wie oben. Nur tritt die Bedingung hinzu, daB die 
Funktion (p{x) wie auch die Losung u{x,t) in x periodisch mit der 
Periods 1 sein muB. Eine solche periodische Losung, welche die vor- 
geschriebeneii Anfangswerte annimmt, kann als Superposition der 
Ldsungen cos 2nvx-\-l,sm2nvx) (vgl. S. 16) sofort hin- 

geschrieben werden, wenn wir voraussetzen, daB die Anfangsfunktion (p {x) 
sich in eine gleichmSBig konvergente Fouriersche Reihe 

00 

y(a;) = -V-|- (a,cos2nvx-\~by^2nvx) 
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entwickeln laBt. Dann erhalten wir in 


00 

u{x, t) = ^ {ayCos27cvx + hfSm.2zvx)e~^”’''^‘ 

i>=i 

sofort die gewiinschte Losung des Anfangswertproblems. Indem wir 
die Fourierkoeffizienten durch Integrale ausdriicken und, was fiir i > 0 
sicher erlaubt ist, Summation und Integration vertauschen, erhalten wir 


(5) 


u{x,t) = J(p{i) 


i 2 ^ cos27cv{x — i) e 


— 4 ;i* V* ^ 


v = l 


di. 


Andererseits konnen wir unser Anfangswertproblem noch auf ganz 
andere Art explizite losen, indem wir beachten, da6 

( 6 ) W(X-lt)=:-l=^2j^~ 

' V=s— 00 

eine periodische Losung der Warmeleitungsgleichung mit der Periode 1 
ist. Dieselbe Oberlegung wie oben zeigt uns dann, da6 die Formel 

(7) u{x,t)=f<p{^)W{x-^.t)d^ 

0 

das Anfangswertproblem lost. 

Vergleich beider Losungen ergibt wegen der Willkurlichkeit der 
Funktion 9?(f) unter Beriicksichtigung des in der Variationsrechnung^ 
benutzten „Fundamentallemmas“, daB die Identitat 


( 8 ) 


^cos [271 vx) e' 




(x-v)‘ 


bestehen mufi, welche wir schon friiher (Bd. I, S. 63) im Spezialfall 
* = 0 als Transformationsformel der elliftischen •d'-Funktion abgeleitet 
haben. Diese Formel wird also hier durch die Warmeleitungsgleichung 
illustriert. 

Dabei ist allerdings stillschweigend, vorausgesetzt worden, daB die 
beiden Losungen (5) und (7) identisch sein miissen. Um den Beweis 
hierfur nachzuholen, haben wir zu zeigen, daB unser Anfangswert- 
problem nur eine einzige Losung haben kann, oder daB die zur Anfangs- 
funktion Null gehSrige Losung — etwa die Differenz zweier zu denselben 
Anfangswerten gehorigen Losungen — selbst identisch Null ist. In der 
Tat erhalten wir aus der Gleichung durch Multiplikation 

mit u und Integration fiber das Intervall bei Beriicksichtigung der 
Periodizitat sofort i 1 

l-lil^'‘dx+luUx = 0. 

0 0 


^ Siehe Bd. I, S. 1 59. 
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0 


Wenn daher fiir t = 0 identisch m = 0 gilt, so muB u auch fiir t > 0 
identisch verschwinden, q.e.d.i. 

2. Anfangswertprobleme der Wellengleichung. Fiir die Wellen- 
gleichung in einer Raumdimension haben wir das Anfangswertproblem 
schon fruher (vgl. Kap. I, §7,1) geldst. Wir entwickeln hier die be- 
sonders wichtige Losung des Anfangswertproblems der Wellengleichung 
in drei Dimensionen 

(9) Uyy-\-Ug2 = Ut{. 

Diese Losung ergibt sich wiederum durch Superposition, indem man 
von den fruher gefundenen Losungen der Wellengleichung bei 

willkurlichemF ausgeht. Dabei ist mit beliebigem Parameterpunkt ^,rjX' 

Es sei Fc{X) eine nicht negative Funktion eines Parameters A, 
welche auflerhalb des Intervalls — e<A<e Null ist und fiir welche 

J F*(A)(fA = 1 gilt. Sicherlich ist die als Superposition von Kugelwellen 

— e 

durch Integration iiber alle Werte rj, f mittels willkurlichem stetig 
differenzierbarem (p (|, rj, t) entstehende Funktion 

i// 

eine Losung der Wellengleichung. Lassen wir nunmehr 5-^0 streben 
und fiihren den Grenziibergang unter dem Integralzeichen aus, so ge- 
langen wir zu dem Ausdruck 

(10) j j(p(x-\-t<x.,y-\-t^,z + ty)dQ = tMt{<p), 

a 

wobei Mt den Mittelwert der Funktion (p iiber die Kugeloberflache vom 
Radius t um den Mittelpunkt x, y, z und dQ das Oberflachenelement der 
Kugel Q\ -f + y® = 1 bedeutet. 

Statt den Grenziibergang zu rechtfertigen, ist es bequemer, die ge- 
wonnene Funktion u direkt als Losung der Wellengleichung zu verifi- 
zieren. Wir uberglehen diese Verifikation hier, da wir sie spater ohne- 
dies systematisch in einem allgemeineren Rahmen vornehmen werden 
(vgl. Kap. VI. § 5). - , 

Man erkennt sofort, daB die Funktion u die Anfangsbedingungen 

. u{x,y,z,0) = 0-, Ut{x,y,z.0)-=<p[x,y,z) 

1 Dieses Verfahren zur Fiihrang von Eindeutigkeitsbeweisen wird spa.ter 
(Kap. V, § 3 und VI, § 4) in wesentlich verallgemeinerter Form eine wichtige Rolle 
spielen. 
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erfiillt. Beriicksichtigen wir, daB mit u auch Ut eine Losung der Wellen- 
gleichung ist, so erkennen wir leicht, daB allgemein hei vorgegebenem 

u(x,y,z,0) = y){x,y,z): Ut{x,y,z,.0) =(p[x,y,z) 

die Funktion 

( 11 ) u = tMt{(p}+^tMt{jp} 

Losung des Anfangswertproblems ist. 

3. Methode des Fourierschen Integrals zur Losung von Anfeings- 
wertproblemen. Es gibt eine allgemeine Methode, durch Superposition 
ebener Wellen Anfangswertprobleme bei Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten zu Idsen. ZweckmaBigerweise wird man auch 
diese Methode, um Diskussionen fiber die Legitimitat von Vertauschungs- 
prozessen usw. zu vermeiden, nur zur heuristischen Gewinnung des 
Losungsausdruckes verwenden und lieber nachtraglich den entstehenden 
Ausdruck direkt als Losung verifizieren. 

Es sei 

(12) L[u] = 0 

eine lineare homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 
fur die Funktion u{x^, . . x„,t) oder kurz u[x,t) mit den Losungen 

(13) + - + Oder abgekiirzt £»(“*) 

Dabei nehmen wir an: es gibt zu jedem reellen Zahlensystem 

Oder kurz a genau k voneinander verschiedene reelle algebraisch von 

den di abhangenden Werte (vgl, § 5, S. 150) 

fiir welche ( 13 ) Losung von ( 12 ) ist. Bezeichnen dann W^.W ^, . . 
k willkiirliche Funktionen von . . . , a„, so konnen wir durch Super- 
position von ebenen Wellen rein formal den Ausdruck 

k 00 

(14) u = Zj...j W,. (fli,..., a . . .,da^ 

x= 1 — CO 

bilden, welcher sicherlich wiederum eine Losung von ( 12 ) ist, wenn alle 
Integrationsprozesse konvergieren und Bildung des Differentialausdruckes 
!,[«] unter dem Integralzeichen erlaubt ist. 

Wir benutzen diese Bemerkung, um eine Losung der Differential- 
gleichung ( 12 ) zu konstruieren, welche mit vorgegebenen Funktionen 95, 
den k Anfangsbedingungen 

u{x,Q)= 9J0 (x) 

ut{x,0)=(pi{x) 

(fS) ■ 

j^u,{x,Q) =(pk.i(x) 

geniigt. 
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Bei Differentiation nach t unter dem Integralzeichen in (14) ergibt 
sich fiir ^ = 0 ans diesen Anfangsbedingungen fiir die Funktionen 
W-x , , . - , System der Bedingungsgleichungen 

( 16 ) 9^0 = / da, 

-00 « = 1 
oo k 

95j = y . . ./ ^ (— w,{a) da^--- da„ 

— OO H ~1 


=/-■/ • da,. 

-00 x = l 

Diese Gleichungen aber konnen nach dem Fourierschen Umkehrsatz 
sofort aufgeldst werden durch die Formeln 

k CO 

(17) 2 = -pir 

wo nun rechts bekannte Ausdriicke stehen. Somit erhalten wir fur die 
k unbekannten Funktionen ....Wa ein System von linearen 
Gleichungen, dessen Determinante |(— f&x)^| wegen der Voraussetzung, 
daB alle hi verschieden seien, nicht verschwinden kann. Somit be- 
stimmen sich die Wj. eindeutig, und wir haben damit formal unser 
Anfangswertproblem gelost. 

Als Beispiel behandeln wir wiederum die Wellengleichung in drei 
Raumdimensionen . 

Utt — Au— 0 

unit den Anfangsbedingungen 

u (x, y, z,Q)=Q 
Ui (x,y,z,0)=(p{x. y.z). 

Fiir i ergeben sich in unserem Beispiel die beiden Werte 

(18) & = i y = i ? • 

Somit liefert der Ansatz des Fourierschen Integrals, indem wir von 
vomherein die Anfangsbedingung u{x,y,z,0) = 0 beriicksichtigen, die 
Darstellung 

(19) u{x,y,z,t) = // fW{ai,a;i,aa)e*^‘‘^'‘'*'‘‘'^*‘^’’hmQtdaida 2 das. 

—00 

Nach Differentiation unter dem Integralzeichen eriialten wir fur den 
Wert ^ = 0: 

y>^>0) = (p{x,y,z) = fjf 

— OO 

Coimnnt'Hilbert, Mnthematiscbc Physik TI. 't'l 
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und daher gemaB dem Umkehrtheorem. fiir W den Ausdruck 

(20) + + 

Wir versuchen nun, indem wir diesen Wert W in (19) eintragen, 
und dann in dem entstehenden sechsfachen Integral 


J J ^ da^da^ J j j ^ ^i[ai[X’~-l) + a^^iy-rj) as(z-C)] 


[2n) 

die Integrationen nach a^, ^3 und rj, C vertauschen, zu einer ein- 
facheren Form der Losung zu gelangen. Diese Vertauschung ist allerdings 
nicht ohne weiteres moglich, well dann das entstehende innere Integral 


j J J + daxda2da2 


t [fli [x a^iy -1 


-)j)+<r,(z-ai iQ =-^ j SmQfdQ 

0 a ® 

nicht konvergiert; jedoch ennoglicht ein einfacher, auch spater (z. B. 
Anhang § t nnd § 3 , sowie Kap. VI, § 5) angewandter Kunstgriff, 
die gewiinschte Vertauschung durchzufiihren. Hierzu betrachten wir 
nicht das Integral (19) selbst, sondem das Integral 

00 

(21) v{x.y,z.t)=-JIIW (ai, a,) ^da,da, da, , 


aus dem sich die gesuchte Funktion durch zweimalige Differentiation 
nach i gewinnen laBt: 


U = V,t. 


Tragen wir den Ausdruck ( 20 ) in ( 21 ) ein, so folgt nach Vertauschung 
der Integrationen^ mit sinngemaBer Bezeichnung 


v=-f j jfilri.DdUnd^-— I J Je'^‘‘^’‘-^^^^^^da,da,da„ 


und hier ist nunmehr das innere Integral / konvergent; nach einfachen 
Umrechnungen folgt 

wobei r = ]/ {x~iy + (y— i?)^ + (z— 0 * gesetzt ist. 

Fiir das Integral rechts erhalten wir wegen 


sin 5 y sin g < = sin® p— sin® —— q 

1 Wir nehmen diese Vertauschung hier wiederum unbekCimmert vor, da es 
sich zunachst nur um eine heuristische Methode zur Gewinnung der L5sung handelt, 
deren Verifizierung nachtraglich in Kap. VI, § 5 erfolgen soil 
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sofort den Wert 


( 22 ) = 


\i + r 

t^r 

[ 2 

2 


oo 

) r sia^p 7 7t 


\t + r 1 

i — r 

2 

2 


und somit endlich 
(23) 


/ = 




- — , fiir r^t 


fiir 

f 


Infolgedessen entsteht fiir v die DarstelJung 

(24). 0 = ~Jlj9Wvi£-~IIJ^d(d,,dt. 


r it r it 

Differenzieren wir ein Integral der Form 

Ji = ffffi^>V>Odidr]dC. 


r<i 


wobei die Integration iiber das Innere einer Kugel vom Radius t um 
den Punkt x, y, z erstreckt ist, nach t, so entsteht das Integral iiber die 
Oberflache Q dieser Kugel, also 


dt 


■■ I ff{i.-7],C)dD. 


Entsprechend besitzt das Integral 

h==ffff{lv.Odidndc 




iiber das AuBere jener Kugel die Ableitung 

%^-lfniv.odo. 

a 

Infolgedessen folgt aus (24) 


also 

(25) 


fit 


Tit 

Durch nochmalige Differentiation folgt schlieBlich 

(26) v,t = -~ J f (pdii 

Oder bei Gebrauch des friiher emgefiihrten Symbols Mt{(p} in Uber- 
einstimmung mit dem Resultat in Nummer 2 

(27) u=;Vft = tMt{(p}. 


11 * 
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4. Losung der unhomogenen. Gleichung durch Variation der Kon- 
stanten. Retardierte Potentiale. Sobaid man das Anfangswertproblem 
einer homogenen linearen Differentialgleichung wie der Wellengleichung 
beherrscht, kann man durch ein einfaches und allgemeines Verfahren 
zu einer vblligen Beherrschung der zugehorigen unhomogenen Differential- 
gleichung gelangen. Dieses Verfahren entspricht der bekannten Variation 
der Konstanten oder dem Stofiprinzip bei gewohniichen Differential- 
gleichungen. Zunachst geben wir eine allgemeine Formulierung und 
wenden sie sodann wieder auf die Wellengleichung an. 

Wir betrachten die folgende Differentialgleichung fiir eine Funktion 
«(%, x„,i) Oder wieder kurz u{x, t), indem wir mit dem Symbol x 
die n Raumvariablen bezeichnen: 

( 28 ) Uit—L[u]==g{x,t), 

wobei L ein beliebiger linearer Differentialausdruck ist, welcher hochstens 
die Ableitung % aber keine hbheren Ableitungen nach t enthalt. Das zu 
losende Anfangswertproblem ist, eine Losung « dieser Differential- 
gleichung (28) zu finden, fiir welche zu Beginn t = 0 gilt : 

u{x,0) = 0, Ut{x,0) — 0. 

Die als bekannt vorgegebene rechte Seite g{xt) stellt in den An- 
wendungen die von auBen auf ein System wirkende Kraft dar. 

Zu dem sachgemiBen, dem StoBprinzip entsprechenden Ansatz wird 
man folgendermaBen gefiihrt: Man stellt sich zunhchst vor, daB die 
gegebene Funktion g = g* verschwindet auBer in einem kleinen Intervall 

T 

r—e^tSx, fiir welches f g*{x,t)dt = g{x,r) gilt. Dies fiihrt, indem 

man die Differentialgleichung zwischen den Grenzen x—s und x nach t 
integriert und sodann formal den Grenziibergang e -> 0 ausfiihrt, zur 
Betrachtung des folgenden Anfangswertproblems fiir die homogene 
Differentialgleichung. Man suche bei gegebenem Parameterwert x fiir 
f^x eine Losung u{Xi, . . x„,t) der homogenen Differentialgleichung 

(29) Utt—L[u] = 0, 
so daB fiir t = x gilt 

(29') u{x,x)=Q, Ut [x, x)=g (x, x) . 

Diese Losung, die wir fiir i^O als identisch null fortgesetzt denken, 
entspricht einem zur Zeit ( = x auf ein ruhendes System wirkenden 
niomentanen StoB von der Starke g(x,x}. Wir bezeichnen die noch 
von dem Parameter abhangige Losung mit g){x,t;x). Sie ist unab- 
hangig von ihrer heuristischen Motivierung als Losung des obigen 
Anfangswertproblems der homogenen Differentialgleichung definiert. 
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Indem wir die gesuchte Losung als eine Superposition dieser Stofi- 
wirkungen (p ansetzen, behaupten wir nuiunebr: Die Funktion 

f 

(30) ti{x.t) = ff (x, t; t) dr 

0 

lost das AnfangswertproUcnt der unhomogenen Differentialgleichung (28) 
mit den Anfangsledingungen 

ii{x,0) = 0, «i{x,0) = 0. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch Verifikation. Es ist namlich 

t 

Ui = j (ftix.t; x) dt 
0 

t 

Utt = (pt{x, f <ptt{x, t\ t) ix 

0 

L[u]:=(L[<p]dx, 

d 

woraus wegen <pt{x, t;t) =g(x, t) das Bestehen der Differentialgleichung 
ebenso wie der Anfangsbedingungen folgt. 

Dieses allgemeine Ergebnis, wenden wir nunmehr auf die Wellen- 
gleichung in drei Dimensionen an. Nach dem Ergebnis der Nr. 2 ist bier 

(p(x.y.z,i; x) = {t—x)M'i_^{g{x,y,z.x)}. 

Es ergibt sich also sofort als Losung des Anfangswertproblems der 
Wellengleichung 

Utt—Aii~gix,y,z,t).! 


mit den Anfangsbedingungen 

u{x,y,z,0) = 0 Ut{x,y,z,0) = 0 

die Funktion 

t i 

»{x, y.z, t) ^j[t—x)Mt^^{g{x, y,z,r)}dx=fxM^{g{x, y,z,t—x)}dT 
0 0 

i 

~TnJ 

0 a 

Oder, indem wir wieder rechtwinklige Koordinaten f = ra, >7 = TjS, C = xy 
statt der Polarkoordinaten einfuhren, 


( 31 > u{x,y,zj) = -^ j J JlitSiM-^d^dridC, 

wobei 

r = I)® + (y — Jj)* + (^— 0* 

ist. Mannennt diesenAasdincku eiaretardiertes Potential. Er ist namlich 
so gebildet wie das Potential einer raumlichen Massenbelegung mit der 
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Dichte g um den betreffenden Punkt (vgl. Kap. IV, § 1). Jedoch ist 
diese Dichte nicht in dem betrachteten Zeitmoment zu nehmen, sondem 
in einen Zeitmoment, der so lange zuriickliegt vsde eine mit der Ge- 
schwindigkeit 1 laufende Wirkung zum Wege zwischen dem Mittel- 
punkt der Kugel und dem Trager der Massenbelegung brauchen wiirde. 

5 . Das Anfangswertproblem fiir die Wellengleichxmg in zwei Raum- 
dimensionen. Absteigemethode. Die Losung des Anfangswertproblems 
fiir die Wellengleichimg in zwei Dimensionen 


( 32 ) Uxx + ‘>^yy — ‘<*tt 

laBt sich unmittelbar aus der fiir drei Dimensionen gewinnen durch 
das folgende einfache, aber doch weittragende Verfahren, welches von 
Hadamard als Absteigemethode bezeichnet wurde. Man fasse die Wellen- 
gleichung (32) als Spezialfall der Gleichung fur drei Dimensionen auf, 
wobei die Anfangsdaten und mit ihnen die Losung selbst als unabhangig 
von der dritten Variablen z vorausgesetzt werden. Man steigt also gewisser- 
maBen von drei zu zwei Dimensionen herab. Dieser Gedanke liefert uns 
die gesuchte Losung sofort, indem wir in der Formel (10) aus Nr. 2 die 
Voraussetzung eihfiihren, daB cp{x, y, 2) = q){x, y) = Ut(x, y, z, 0) nicht 
von 2 abhangt. Wir konnen mit der Bezeichnung | = ia, 'r] = t^, ^ = ty 


dann in dem so entstehenden Integral 
»{x,y,t) = -^ J j<p{x + ^.y + rj)dQ 

a' + /9* + v* = l 


j J<p{x + i,y + v)<iO 


als unabhangige Veranderliche die GroBen f, r] einfiihren und das Integral 
iiber die Oberflache 0 der Kugel vom Radius t mit Hilfe der Formeln 




dO = jdidri- 




di dtj 


sofort in folgender Form schreiben: 


( 33 ) 


u{x,y,t) 



<p(x + ^,y + V) 

p ^ 




d^d'rj. 


Dieser Ausdruck stellt also die Losung des Anfangswertproblems der 
Wellengleichung in zwei Dimensionen dar, wobei als Anfangsbedingungen 
u {x, y, 0) = 0, u, (x, y,Q)=(p (x, y) gesetzt sind. 

Ein sehr bemerkenswerter Unterschied zwischen zwei und drei Raum- 
dimensionen fallt beira Vergleich mit Formel (10) ins Auge, Wahrend 
bei drei Raumdimensionen die Losung in einem Punkte nur von den 
Anfangswerten langs der Oberflache der run diesen Punkt mit dem 
Radius t geschlagenen dreidimensionalen Kugel abhangt, besteht das 
entsprechende Abhangigkeitsgebiet bei zwei Raumdimensionen aus dem 
Rand und dem Innern der entsprechenden zweidimensionalen Kugel oder 
des Kreises mit dem Radius t. Wir kommen auf die tiefere Bedeutung 
dieser Tatsache noch zuriick (vgl. § 7 und Kap. VI, § 5 , 3). 
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Im iibrigen ergibt das allgemeine Prinzip aus Nr. 4 als Losung der 
unhomogenen Gleichung 

(34) Uti—U^t—Uyy = g{x,y,t) 

mit den Anfangsbedingungen 

(34') u {x, y,0) = 0, Uf {x, y,0)=0 


den Ausdruck 
u 








welchen wir auch folgendermaBen schreiben konnen 


(35) 


. K 


g il. V' ■f) 


_ ^)2 -{x- -(y- rif 

wobei K das durch die Ungleichtmgen 


d^drf. 


didrjdr, 


rmti {x~S)^ + (y—T])^^{t—x)^ 
definierte Gebiet des rj, r-Raumes ist. 

6. Das Ausstrahlungsproblenn. Vom Standpunkt der Physik aus 
sind itn Grande noch wichtiger als Anfangswertprobleme sog. Aus- 
strahlungsprobleme, welche librigens als Grenzfalle von Anfangswert- 
problemen aufgefaBt werden konnen und fiir welche ein Ansatz zu einer 
von einem solchen Grenziibergang unabhangigen Fomiulierang erst im 
Kap.VI, §10 gegeben werden soil. In diesen Ausstrahlungsproblemen 
haben zu Beginn fur f = 0 die Funktion u und ihre Ableitung nach der 
Zeit t die Werte Null (physikalisch gesprochen herrscht der Ruhe- 
zustand), jedoch ist in einem bestimmten Raumpunkt, etwa dem Null- 
punkt r = 0, fiir die Funktion u eine charakteristische Singularitat als 
Funktion der Zeit vorgeschrieben. 

Im dreidimensionalen Raum sind uns Losungen der Wellengleichung 
mit Singularitat in emem festen Raumpunkt schon bekannt. Die 
Funktionen F(t-r) G{t + r) 

r ^ r 


liefern derartige Ausstrahlungswellen, wenn wir von den noch zu er- 
fiillenden Anfangsbedingungen absehen. Begrifflich gelangt man zu 
der Ausstrahlungsldsung durch folgenden GrenzprozeB : Man betrachtet 
die unhomogene Differentialgleichung 

(36) ««— 4lM = /(*, y,z,f), 


wobei / die „Dichte der auBeren Kraft" ist. Das entsprechende Anfangs- 
wertproblem fiir f>0 mit der Ruhe als Anfangszustand war gelost 

[vgl,(31)] durch ^ I j I 


u- 


1 

471 


'■dl.d^dr]dC 
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j-a =r (x— 1)2 + {y—rj)^ + (^— 0^- 

Nunmehr nehmen wir bei einem gegebenen kleinen Parameter s an, 
da6 / = 0 fiir gilt und setzen 

Q^B 

Dann wird, weim wir g(i) = 0 fiir i<0 setzen, und nachtraglich den 
Grenziibergang £-> 0 ausfuhren, unsere Ldsung iibergehen in 

(37) M = lilpjl mit -j- + z^. 

In dieser Ausstrahlungslosung stellt also die Funktion 4:i:g(t) die im 
Nullpunkt zur Zeit i konzentrierte erregende Kraft dar. Es ist interessant 
zu bemerken, daB diese Ausstrahlungslosung u an einer Stelle zur Zeit t 
nur von einem einzigen Impuls zur Zeit t — r abhangt, welcher sich 
mit der Geschwindigkeit I im Moment t gerade vom Nullpunkt her bis 
zur SteUe x, y, z ausgebreitet hat. 

Ganz anders liegen die Verhaltnisse bei der Ausstrahlungslosung 
im zweidimensionalen Raum. Wiederum betrachten wir die Differential- 
gleichung 

( 38 ) Utt—u^x—Uyy = f{x,y,t), 

setzen / == 0 fiir = x^ y ^^ und schreiben 

f ff{S.r],t)didr} = 2ng{t). 

Mit Hilfe des Resultates aus Nr. 5 erhalten wir durch den Grenziiber- 
gang e->0 die Ausstrahlungslosung 

= dr, fiir r^t 

(39) u {x, y,t)\ j i{t~ xf - 

0 

= 0 , fiir r>i. 

Im Gegensatz zu drei Raumdimensionen hangt also hier die Aus- 
strahlungslosung an einer Stelle y zur Zeit t nicht nur von einem 
einzigen vorangegangenen Impuls, sondern von der ganzen Vorgeschichte 
des Ausstrahlungsprozesses bis zur Zeit t—r ab. 

Im iibrigen ist es interessant, den Charakter der Singularitat unserer 
Losung fiir r = 0 auch im zweidimensionalen Falle zu untersuchen. 
Produktintegration ergibt wegen 
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vermittels Entwicklung nach r die folgende Darstellung fiir die Sin- 
gularitat 

t 

« y. ^) =— I (^ — j") log r + g (0) log 2 ^ + /§■' (r) log 2 (if — t) it + £ {t, r) , 

0 

wobei gilt 

wenn r-^Q 

strebt. Man sieht jedenfalls hieraus, dafi im Falle von zwei Raum- 
dimensionen die Ausstrahlungsidsung eine kompliziertere Singularitat 
aufweist als im Falle von drei Raumdimensionen. 

7, Ausbreitungsvorgange und Huyghenssches Prinzip. Indem wir 
hinsichtlich einer ausfiihrlicheren und mehr prinzipiellen Diskussion 
auf spater, Kap. VI, verweisen, wollen wir hier an Hand der fiir die 
Wellengleichung gefundenen Resultate den Charakter dieser Ausbreitungs- 
vorgange ein wenig naher studieren. Wir betrachten zunachst die drei- 
dimensionale homogene Wellengleichung und deren Anfangswertproblem. 
Stellen wir uns vor, dafi zur Zeit t — Q der Anfangszustand nur in der 
Umgebung G einer Stelle, etwa des Nullpunktes, von Null verschieden 
ist. Um den Zustand u an einer Stelle x, y, z zur Zeit i zu berechnen, 
haben wir um diesen Punkt x, y, z die Kugel mit dem Radius t zu schlagen 
und gewisse Integrale der Anfangswerte iiber diese Kugel zu bilden. 
Es wird also u{x,y,z,t) nur dann von Null verschieden sein, wenn 
diese Kugeloberflache das Anfangsgebiet G trifft, somit nur in einem 
Zeitintervall dessen Lange gleich der Differenz des groBten 

und kleinsten Abstandes vom Anfangsgebiet G ist. Dieses Faktum driickt 
den Charakter unserer Differentialgleichung als Gleichung fiir einen 
Ausbreitungsvorgang mit der Geschwindigkeit 1 aus. Der Anfangs- 
zustand im Gebiet G macht sich in einem anderen Punkte x, y, z nicht 
bemerkbar bis zum Zeitpunkt t = welcher gleich der kiirzesten Ent- 
femung zwischen dem Gebiet G und dem Punkte x, y, z ist. Nach 
einem Zeitpunkt welcher ebenso der groBten derartigen Entfemung 
entspricht, ist der Effekt des Anfangszustandes beendigt. Dieses letztere 
Phanomen wird als Prinzip von Huyghens fiir die Wellengleichung 
bezeichnet. Es besagt, daB ein scharf lokalisierter Anfangszustand sich 
an einer anderen Stelle spater als ein zeitlich ebenso scharf begrenzter 
Effekt kund gibt. Fiir den Grenzfall eines auf einen Punkt konzen- 
trierten Anfangszustandes konzentriert sich sein Effekt auf einen 
anderen Punkt in einem bestimmten der Entfemung entsprechenden 
Zeitmoment. 

Im Falle von zwei Raiundunensionen liegen die Verhaltnisse jedoch 
vollig anders. Wir betrachten wiederum ein Gebiet G um den Nullpunkt 
und nehmen an, daB nur in diesem Gebiete die Anfangswerte von « 
und «( von Null verschieden sind. In einem Punkte P mit den Koordinaten 
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%, y, der zu dem Gebiete G den kiirzesten Abstand hat, wird dann 
sicherlich «■ = 0 sein fiir Fiir t>t^ wird gemaJ3 der Fortnel ( 33 ) 

aus Nr. 5 die GroBe u nicht mehr identisch Null sein und, falls z. B. die 
Anfangsfunktion f nicht negativ ist, immer von Null verschieden bleiben, 
Mit anderen Worten, der Charakter als Ausbreitungsvorgang bleibt auch 
fiir die Wellengleichung in zwei Raumdimensionen bestehen. Ein lokali- 
sierter Anfangszustand braucht eine gewisse Zeit, um einen Punkt im 
Raum zu erreichen. Jedoch besteht hier der Huyghenssche Charakter 
der Bewegung nicht mehr. Der Effekt des Anfangszustandes bleibt 
zeitlich nicht scharf begrenzt: er hallt viehnehr, nachdem er einmal 
eingetreten ist, stS,ndig nach. 

Wir bezeichnen bei Ausbreitungsvorgangen dasjenige Gebiet, welches 
durch die- dort gegebenen Anfangswerte den Zustand in einem Punkte 
X, y, z zur Zeit t beeinfluBt, als das zu x, y, z, t gehdrige Abhangigkeits- 
gebiet. Im Falle der Wellengleichung in drei Raumdimensionen ist also 
dieses Abhangigkeitsgebiet die Kugeloberflache vom Radius t um den 
Punkt X, y, z. Die Erregung in diesem Punkte zur Zeit t hdngt in keiner 
Weise ab von den auBerhalb jener Kugelflache bestehenden Anfangs- 
daten. 

Das Abhangigkeitsgebiet ist jedoch im Falle von zwei Raumdimen- 
sionen das ganze Innere und die Peripherie des Kreises vom Radius / 
um den Punkt x, y. 

Vielleicht noch klarer wird der physikalische Unterschied an Hand 
der Ausstrahlungslosungen aus Nr. 7. Im Falle von drei Raumdimensionen 
wird ein vom Nullpunkt ausgestrahlter Vorgang an einer Stelle P [x, y, z) 
zur Zeit t so wahrgenommen, daB an dieser Stelle zur Zeit t nur der 
Zustand merkbar ist, der vom Nullpunkte zum Zeitmoment t — r aus- 
strahlt. Im Falle von zwei Raumdimensionen hangt der an der Stelle P 
zur Zeit t wahrgenommene Eindruck von dem gesamten Ausstrahlungs- 
vorgang ab, welcher sich bis zur Zeit t—r abgespielt hat. 

Wenn also Wahmehmrmgen auf Grand von physikalischen Vor- 
gangen vor sich gehen, welche der Wellengleichung unterworfen sind, 
so gibt eine raumlich dreidimensionale Welt die Moglichkeit, durch 
Strahlung iibermittelte Vorgange scharf in einem wahrnehmenden 
Instrument abzubilden. In einer zweidimensionalen Welt ware ein 
solches Bild verwischt. 

Wir werden spater in Kap. VI sehen, daB BetrachtungsWeisen 
dieser Art weder auf die Wellengleichung noch auf zwei oder drei 
Raumdimensionen beschrankt sind. 

In der Tat wird man erkennen,, daB das Huyghenssches Prinzip der 
hier beschriebenen Art auBer im Falle w = 1 fiir jede ungerade Raum- 
dimensionszahl n bei der Wellengleichung gilt, jedoch nicht gilt ftir 
gerade Raumdimensionszahl. 
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§ 7. Die typischen Differentialgleichungsprobleme der 
mathematischen Physik\ 

1. Vorbemerkungen. Beispiele typischer Problemstellungen. Pro- 
bleme der partiellen Differentialgleichungen treten fast niemals in der 
Form auf, daB die „allgemeine Losung'', d. h. die Gesamtheit aller 
Losungen einer partiellen Differentialgleichung gesucht wird; anch die 
Aufsuchung spezieller Klassen von Losungen, wie z. B. ebener Wellen, 
ist kaum je das Ziel einer Problemstellung; vielmehr handelt es sich 
stets darum, aus der Mannigfaltigkeit aller Losungen auf Grund weiterer 
zur Differentialgleichung hinzutretender Bedingungen eine ganz spezielle 
individuelle Losung herauszuheben. Weim n Veranderliche gegeben 
sind, so beziehen sich diese Zusatzbedingungen meist auf 1-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeiten, welche als Rander oder gelegentlich auch 
als LFnstetigkeitsflachen bei Gebieten auftreten, innerhalb deren die 
Losungen gesucht werden („Rand-, Anfangs- oder Sprungbedingungen'*). 
Im §6 haben wir solche Probleme diskutiert, und zwar Anfangswert- 
prohUme] bei ihnen war eine Variable = t ausgezeichnet und ein 
durch eine Losung u reprasentierter Vorgang fiir ^^0 gesucht, wenn 
fiir t=^0 der „Anfangszustand'', d. h. die Funktion ^ und gegebenen- 
falls Ableitungen von u nach der Zeit t als Funktionen der Koordi- 
naten vorgeschrieben sind. Solche Losungen von Anfangs- 

wertproblemen konnen tibrigens auch gelegentlich fiir t<0 fortgesetzt 
werden, so daB dann die Mannigfaltigkeit ^ = 0 im Innem des Defini- 
tionsgebietes der Losung liegt. Bei Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, wo wir in Kap. II das Anfangswertproblem als das zentrale 
Problem behandelt haben, ist eine solche Fortsetzung in der Tat ganz 
von selbst geleistet. Fiir Probleme hoherer Ordnung ist in Kap. I 
ahnliches im Falle analytischer Differentialgleichungen und analytischer 
Anfangsbedingungen in § 7 ebenfalls durchgefiihrt. Jedoch ist weder 
der analytische Charakter der Differentialgleichung und der Anfangs- 
bedingungen eine naturgemaBe Voraussetzung, noch ist a priori auch 
fiir analytische Differentialgleichungen der analytische Charakter der 
Losungen evident. Es erscheint daher fiir das Folgende durchaus natur- 
gemaB, wenn wir uns bei den Zusatzbedingungen tatsachlich auf Be- 
dingungen langs Anfangs- oder Randmannigfaltigkeiten beschranken, iiber 
die hinaus eine Fortsetzung der Losungen nicht in Betracht gezogen wird. 

Abgesehen von den im vorigen Paragraphen behandelten Anfangs- 
wertproblemen haben wir typische Randwertprobkme schon friiher, z. B. 
im Falle der Potentialgleichung 

Au = 0 

1 Vergleiche zum Folgenden die entsprechenden Ausfiihrungen bei Hadamard: 
Lectures on Caucby’s Problem, New Haven 1923, insbesondere Kap. I, sowie einen 
.zusammenfassenden Bericht von Hadamard in L'Enseignement Math^matique, 
1936 , in welchem auch noch andere Problemtypcn diskutiert werden. 
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diskutiert. Dieses Randwertproblem — welches eins der zentralen 
Probleme der Analysis darstellt — verlangt die Auffindung einer Losung 
der Differentialgleichung 

Au — 0, 

welche im Iimem eines vorgegebenen Gebietes regular, d. h. mit ihren 
ersten und zweiten Ableitungen stetig ist und welche am Rande des 
Gebietes vorgeschriebene stetige Randwerte annimmt. Im Falle n = 2 
und M = 3 haben wir dieses Randwertproblem fur kreisformige bzw. 
kugelformige Gebiete durch das Poissonsche Integral explizite gelost 
(vgl. Kap. I, § 3, 2 und Bd. I, Kap. VII, S. 445). Wir werden spater in 
Kap. IV und VII die Losung fiir beliebige Gebiete konstruieren und 
diskutieren. 

Auch andere lineare Randwertprobleme fiir die Potentialgleichung 
treten auf, z. B. solche, bei denen am Rande nicht die Funktion selbst 
sondem irgendeine lineare Kombination zwischen ihr und der normalen 
Ableitung vorgegeben ist. Problemstellungen dieser Art sind im ersten 
Bande insbesondere unter den Gesichtspunkten der Variationsrechnung 
weitgehend diskutiert worden und werden in Kap. VII vollstandig ge- 
lost werden. 

Das Randwertproblem der Potentialtheorie zeigt in besonders deut- 
licher Weise wie wenig die Auffindung der „allgemeinen'‘ Losung fur 
die Losung des tieferen Randwertproblems niitzt. Die allgemeine Losung 
der Potentialgleichung fiir « = 2 ist ja bekanntlich in der Form gegeben 

u = i{x iy) g{x—iy) , 

wobei / und g wiUkiirliche analyiische Funktionen einer Veranderlichen 
sind. In der Tat jedoch ist diese Form der Losung relativ wertlbs fiir 
die Behandlung der Randwertaufgabe. 

Endlich sei hier noch auf das einfachste nicht lineare Randwert- 
problem einer partiellen Differentialgleichung hingewiesen, namlich das 
Randwertproblem der Minimalflachengleichung 

(1) (i -f M®j 2 + (1 -f = 0. 

Wenn wir eine fiber em Gebiet G der x, y-Ebene ausgebreitete Minimal- 
flache suchen, wdche sich anal 5 d;isch durch eine Funktion u = u{x, y) 
darstellen laBt und von einer gegebenen Raumkurve F begrenzt wird, 
so lauft dies auf das folgende Randwertproblem hinaus; Es ist eine 
Losung der Differentialgleichung (1) zu finden, welche in einem von 
der Projektion C der Kurve jTbegrenzten Gebiet G mit ihren Ableitungen 
bis zur zweiten Ordnung stetig ist und am Rande C vorgeschriebene 
Randwerte annimmt (Randwertproblem von Plateau in der unsymmetri- 
schen Form). 

Einen anderen auBerst wichtigen Typus von Differentialgleichungs- 
problemen bdden die sog. gemisckten Probleme. Wir betrachten ein 
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festes Gebiet G der Variablen mit dem Rande F, fiber den 

wir grundsatzlich alle bequem erscheinenden Stetigkeitsvoraussetzungen 
machen. Gesucht ist dann eine Funktion x„, t) oder, indem 

wir wieder den Buchstaben x statt des Systems x-^, . . .,x„ gebrauchen, 
kurz u = u[x,t), welche im Gebiete G ffir definiert ist, und welche 
im Gebiete G ffir i > o einer gegebenen Differentialgleichung £ [«} = 0 
genfigt, welche femer am Rande F vorgeschriebene — gegebenenfalls 
noch von t abhangige — Randbedingungen und im Gebiete G fur f = 0 
vorgeschriebene Anfangsbedingungen erffillt. 

Ein Beispiel ist das Problem der eingespannten Saite. Wenn die Saite 
in den Punkten a: = 0 und x = \ eingespannt ist, so wird G das Inter- 
val! zwischen 0 und 1, Die Randbedingungen lauten m( 0, i) = «(l, f) = 0 
und als Anfangsbedingungen konnen vorgeschriebene Werte von u und 
Ui ffir f = 0 als Funktionen von x im ganzen Interval! G gewahlt warden. 
Es konnten im fibrigen ebensogut auch andere Randbedingungen an den 
Endpunkten gestellt werden, oder die unhomogene Differentialgleichung 

Utt — U^x = g{x,t) 

mit gegebener rechter Seite als Ausgangspunkt dienen. 

Alle diese gemischten Probleme lassen sich, wenn der Differentialaus- 
druck L [«] linear und homogen ist, zerspalten in solche von zwei Typen : 

1. Beim ersten Typus sind die Randbedingungen homogen, wie z. B. 
Verschwinden der Funktion «. Solche Bedingungen treten fur 
Schwingungsprobleme eines begrenzten im Gebiet G ausgebreiteten Systems 
auf, wobei das schwingende System seine Bewegung mit einem gegebenen 
Anfangszustand bei f = 0 beginnt. Diese Schwingungsprobleme haben 
wir schon im ersten Band ausfuhrlich msbesondere auf Grund der Theorie 
der Eigeufunktionen diskutiert. 

2. Beim zweiten Typ sind die Anfangsbedingungen homogen, d. h. 
die Funktion u und ihre in Frage kommenden Ableitungen verschwinden 
bei t = 0. Jedoch sind nunmehr die Randbedingungen unhomogen. 
Probleme dieser Art spielen eine auBerst wichtige RoUe in zahlreichen 
technischen Fragen als Ausgleichsprobleme. Grundsatzlich lassen sich 
Ausgleichsprobleme auf Probleme des vorangehenden Typus zurfick- 
ffihren. Wir brauchen n^lich nur von der gesuchten Funktion eine 
willkfirlich wahlbare, als bekannt anzusehende Funktion abzuziehen, 
welche die vorgeschriebenen Anfangs- und Randbedingungen befriedigt. 
Ffir die Differenz erhalten wir dann ein Problem vom Schwingungstjpus 
mit unhomogener Differentialgleichung, also jedenfalls ein Problem, 
das der Methode der Eigenfunktionen gemfiB Bd. I, Kap. V unmittelbar 
zuganglich ist. Trotz dieser Reduktion der Ausgleichsprobleme auf die 
Probleme vom Schwingungst 3 rpus ist eine Sonderbehandlung sowohl 
vom theoretischen als. auch vom praktischen Standpunkt aus gerecht- 
fertigt. In der Tat sind fur die Behandlung der Ausgleichsprobleme 
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weitgehende und fiir die Anwendungen besonders zweckmaBige Methoden 
ausgearbeitet worden, deren Grundideen wir im Anhang dieses Kapitels 
diskutieren werden. 

Unter die Rubrik der gemischten Probleme gehoren auch die im 
vorigen Paragraphen erwahnten Ausstrahlungsprobleme, welche wir im 
§ 6 als Grenzfalle unhomogener Differentialgleichungsprobleme auf- 
gefaBt haben, und welche im iibrigen auch als Grenzfalle von Aus- 
gleichsproblemen angesehen werden konnen. 

SchlieBhch seien noch einige Beispiele fiir andere typische Mdglich- 
keiten erwS.hnt. Das Riemannsche Abbildungspfoblefft verlangt geometrisch 
ein vorgegebenes Gebiet G der x, y-Ebene auf den Einheitskreis u^ + v^<1l 
konform abzubilden. Analytiscb handelt es sich um das folgende Rand- 
wertproblem; Gesucht ist ein im Gebiet G definiertes und in ihm mit 
den ersten Ableitungen stetiges Losungssystem, des Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungsproblems 

U^=Vy-, Uy=—Vx, 

so daB die Funktionen u und v stetige Randwerte besitzen, welche der 
Randbedingung = 1 geniigen. 

Man erkennt unmittelbar, daB es sich bei dieser Formulierung nicht 
mehr um ein einfaches Randwertproblem der Potentialtheorie handelt, 
wenn auch die Losung dieses Problems auf ein gewohnliches Rand- 
wertproblem zuriickgefiihrt werden kann, wie wir schon in Bd. I, S. }27 
gesehen haben und im nachsten Kapitel noch von anderen Gesichts- 
punkten aus emeut sehen werden. 

Allgemeiner und keineswegs mehr so einfach mit funktionen- 
theoretischen Hilfsmitteln zu behandeln ist das Problem von Plateau in 
der allgemeinen Parameterform, welches verlangt, eine von einer gegebenen 
Raumkurve F begrenzte Minimalflache zu konstruieren. Dieses Problem 
kann nach §-2, Nr. 2 als Differentialgleichungsproblem folgendermaBen 
formuliert werden: Gesucht sind im Einheitskreise drei 

Funktionen x, y, z von u, v, welche die Differentialgleichungen 

(2) Ax=:Ay.= Az = 0 

mit den Zusatzbedingungen 

I 4 + y« + 4 = ^ + yj + 4 

geniigen, welche stetige von der Bogenlange s auf dem Einheitskreis 
abhangige Randwerte x(s), y(s),z(s} besitzen und fiir welche diese 
Randwerte eine Parameterdarstellung der gegebenen Raumkurve F 
bilden. Wahrend das Plateausche Problem in der oben gegebenen un- 
symmetrischen Form durchaus nicht stets eine Losung besitzt, laBt sich 
das Problem in der hier gegebenen Form stets Idsen^. 


» Vgl. Kap. VII, § 10. 
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Als ein letztes Beispiel, welches sich auf die Potentialgleichung bezieht, 
jedoch von dem Typus des klassischen Randwertproblems wesentlich 
abweicht, sei das Strahlprohlem der ehenen Hydrodynamik genannt. 

Ein unendliches Gebiet G der *, y-Ebene sei begrenzt von der z-Achse, 
von einem „Dusenrand“ D, welcher von einem Punkte A aus nach 
abnehmenden Werten von x sich bis ins Unendliche erstreckt und eine 
Gerade y = 6 asymptotisch approximiert, sowie von einem „Strahl- 
rand“ S, welcher von A aus sich nach positiven Werten von a; hin erstreckt 
und fur x-^oo die Gerade y = 1 asymptotisch approximiert (Abb. 6). 
In dem Gebiet G, welches von diesem Linienzug Z) + 5 einerseits und 
der A:-Achse andererseits begrenzt ist, wird eine Stromfunktion f{x, y) 
gesucht, fiir welche die Differentialgleichung Zly = 0 in G erfuUt ist, 
fiir welche sodann die Randbe- 
dingungen f=0 mi y — 0 , ip = i 
auf D S erfiillt sind und fiir 
welche femer langs S die nach 
auBen weisende normale Ablei- 

tung 4^ den vorgeschriebenen 

S’* Abb. 6. 



konstanten Wert 1 hat. Es wird 

weiter verlangt, daB gegen 1 strebt, wenn x in G gegen positive 


unendlich groBe Werte strebt, wahrend der Grenzwert gleich ^ ist, wenn 


diese Annaherung gegen negative unendlich groBe Werte von x erfolgt. 
Es handelt sich hier um die Formulierung des Randwertproblems der 
„freien Strahlbildung". Von dem Rand des Gebietes G ist namlich 
der Strahlbestandteil 5 nicht von vomherein vorgegeben, sondern S 
ist ein „freier" Rand, welcher durch das Problem selbst mitbestimmt 
werden soil. Dafiir haben wir hier auch eine Bedingung mehr auf S 
vorgekhrieben als beim gewohnUchen Randwertproblem zulassig ware, 
wo ledigUch die Randwerte der Funktion aber nicht noch die der Ab- 
leitungen vorgeschrieben werden diirfen^. 

2. Grundsatzliche Betrachtungen. Die verschiedenen oben genannten 
Typen von Differentialgleichungen werden von der Geometric oder 
der mathematischen Physik oder von technischen Anwendungen her in 
naturgerndBer Weise prasentiert. Jedoch konnen und miissen diese 
Problemstellungen auch in sich rein mathematisch motiviert und gerecht- 
fertigt werden. Das wichtigste Ergebnis dabei ist folgendes: Rand- 
wertprobletne gehdren naturgemdP zu^ elliptischen Differentialgleichungen. 


> Das 'Problem der freiea StrahlbMung ist zuerst von Helmholtz angegriffen 
und von ihm und seinen Nachfolgem mit Hilfe funlctionentheoretischer Methoden 
ftir viele spezielle Diisenformen gelbst worden. Vgl. die zusammenfassenden Berichte 
von jAmi: Z. angew. Math. Mech. 1922, und von A. Weinstein: L'enseignement 
mathematique 1936. 



176 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung im allgemeinen. 

Anfangswertprohleme sowie gemischte Probleme und Ausstrahlungsprobleme 
zti hyperbolischen und parabolischen Differentialgleichungen, 

Ohne uns in eine detaillierte Systematik zu verlieren, wollen wir 
diese These dutch Diskussion typischer Beispiele und Hinweise auf 
spatere allgemeine Ausfiihrungen rechtfertigen. 

Wir gehen von folgendem allgemeinen Gesichtspunkt aus: Bei der 
Stellung eines Problems der mathematischen Physik, wobei eine gewisse 
Losung aus vorgegebenen Daten bestimmt werden soli, sind drei For- 
derungen naturgemaB. 

1. Die Losung mufi existieren. 

2. Die Losung soli eindeutig bestimmt sein. 

3 . Die Losung soil von den Daten stetig abhdngen. 

Die erste Forderung ist mathematisch selbstverstandlich ; es dxirfen 
nicht „ 2 u vier', d. h. sich widersprechende Eigenschaften von der 
Losung verlangt werden. 

Die zweite Forderung driickt aus, da6 das Problem in einer volL 
stdndigen Weise gestellt werden muB; die Problemstellung darf fiir die 
Losung keinen unzulassigen Spielraum mehr lassen. 

Die dritte Forderung ist vom Standpunkt der grundsatzlichen An- 
wendbarkeit unseres analytischen Problems auf Naturvorgange gerecht- 
fertigt und bildet einen besonders einschneidenden, nicht mehr trivialen 
Gesichtspunkt. In den Anwendungen haben wir uns stets die gegebenen 
Daten als nicht scharf fixiert vorzustellen. Z. B. sind in den An- 
wendungen vorgegebene Langen, vorgegebene Zeitmomente stets mit 
gewissen kleinen Fehlergrenzen behaftet. Ein mathematisches Problem 
kann nur dann als adaquat fiir eine Beschreibung realer Phanomene 
angesehen werden, wenn einer Veranderung der vorgegebenen Daten 
in hinreichend kleinem Spielraum ebenfalls eine kleine, d. h. auf einen 
vorgeschriebenen Spielraum beschrankte Anderung der Losung ent- 
spricht. Dies ist unsere dritte Forderung. Sie driickt die physikalische 
Determiniertheit unseres Problems aus, 

Ein Differentialgleichungsproblem, welches unseren Forderungen 
geniigt, wollen wir ein sachgemdfies Problem nennen. 

Ein weiterer Gesichtspunkt bzw. eine weitere Frage stellt sich bei 
Anfangswert- und Strahlungsproblemen an Hand von Beispielen ein. 
Es zeigt sich, daB die Losungen vielfach nicht von der Gesamtheit der 
vorgegebenen Daten abhangen. Es entsteht so die Frage nach dem 
Einflu^- bzw. dem Abhdngigkeitsgebiet der Losung. 

Um unsere allgemeine oben gestellte These zu rechtfertigen, orientieren 
wir uns an einigen Beispielen, hauptsachlich im Hinblick auf unsere 
dritte Forderung, Wir betrachten zunachst die elliptische Differential- 
gleichung des Potentials Au^O in einem Gebiet G mit dem Rande jT. 
Die Forderung der Existenz der Losung ist schon durch unsere friiheren 
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Betrachtungen (vgl. Bd. I, Kap. V) wenigstens in Spezialfallen wie 
Kreis, Kugel, Rechteck gesichert und wird spater allgemein bewiesen 
warden. Hier geniigt das Randwertproblem fiir beliebige stiickweise 
glatte Berandung der obigen Eindeutigkeitsfordemng. Diese Eindeutig- 
keit folgt nnmitteibar aus der Tatsache, dafi jede in einem Gebiet regulare 
Potentialfunktion ihr Maximum und Minimum am Rande annimmt, 
also identisch verscliwindet, wenn ihre Randwerte Null sind. Daher 
wxirde die Differenz zweier zu denselben Randwerten gehorigen Losungen 
eine Potentialfunktion mit den Randwerten Null darstellen, d. h. identisch 
verschwinden. 

Die Forderung der stetigen Abhangigkeit der Losungen von den 
Randwerten ist ebenfalls erfiillt, wie man aus dem Satze von der An- 
nahme der Extremwerte am Rand (vgl. IV, § 3) erkennt. Wenn zwei 
verschiedene vorgegebene Randwerte sich uberall um weniger als e unter- 
scheiden, so konnen die zugehorigen Potentialfunfctionen im ganzen 
Bereich um nicht mehr als e verschieden sein. 

Das Randwertproblem der Potentialgleichung ist also gemaB unseren 
obigen Forderungen ein sachgem§.Bes Problem. 

Weiterhin erkennen wir, daB fiir jeden Punkt im Innem des Bereiches 
das Abhangigkeitsgebiet in bezug auf die Randwerte der gesamte Rand 
ist, d. h. der Wert der Losung u in irgendeinem inneren Punkt x, y hangt 
von den Randwerten auf jedem Teil des Randes ab. Wtirde namlich ein 
Teil C des Randes ohne EinfluB auf den Wert von u in einem gewissen 
Teilgebiete des Bereiches sein, so wiirden wir in diesem Gebiete 
dieselbe Losung u erhalten, wenn wir die Randwerte nur auf C ab- 
andern. Nun gehort zu den Randwerten identisch i die Losung «== i, 
wahrend zu Randwerten, welche auf C nicht gleich 1, sonst aber 
uberall gleich 1 sind, eine andere Losung u gehort. Dies aber ergibt 
einen Widerspruch, und daher ist der gesamte Rand Abhangigkeits- 
gebiet. 

Das Anfangswertproblem bei der Potentialgleichung ware im Gegen- 
satz zum Randwertproblem unsachgemaB. Zunachst: Es ist im all- 
gemeinen iiberhaupt nicht losbar. Schreiben wir z. B. u {x, 0) = 0 
Uy [x, 0) = g {x) und verlangen eine Losung der Differentialgleichung 
u = 0 mit diesen Anfangswerten fiir die obere Halbebene y > 0 , so 
miiBte diese Losung nach dem Spiegelungsprinzip durch Spiegelung in 
die untere Halbebene fortsetzbar, also auch auf der ^-Achse analytisch 
sein. Es muB also auch g{x) eine analytische Funktion von x sein und 
kann daher nicht willkurlich als eine z. B. lediglich zweimal stetig 
differenzierbare Funktion vorgegeben werden. (Im Falle analytischer 
Anfangswerte" ist die Losung in Kap, I, § 7 konstruiert.) 

Femer: Die Losung eines solchen Anfangswertproblems ist nicht 
stetig von den Daten abhangig, wie das folgende von Habamard hervor- 
gehobene Beispiel zeigt: Betrachten wir das obige Anfangswertproblem 

Courant-Hilbert, Mathematiscbe Pbysik II. 12 
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mit einer Folge von analytischen Anfangswerten gw [x] = , so 

strebt g^[x) mit wachsendem n gleichmafiig gegen die Funktion g[x) = 0. 
Die Losnng des Anfangswertproblems fiir g^ lautet 

/ V ©in ny sin n X 

“(^.y) = • 

Sie strebt mit wachsendem n nicht gegen die zu den Anfangswerten 
g[x) — Q gehorige Losung w = 0. Auch diese Bemerkung weist auf die 
UnsachgemaBheit des Anfangswertproblems bin. 

Im Gegensatz hierzu erfiillt z. B. das Anfangswertproblem fur die 
einfachste h 5 ^erbolische Gleichung, namlich die Wellengleichung, alle 
unsere Forderungen. Bei der Wellengleichung = 0 fur eine 

Funktion « {x, t) lautete die Losung des Anfangswertproblems mit 

u{x,0) =(p{x) , Ut{x,0) =tp{x): 

X + t 

2u{x,t) — (p{x + i) + <p{x — t) + J f{T) dr. 

x-t 

Die Losung dieses hyperbolischen Problems existiert, ist eindeutig 
bestimmt und hangt offenbar stetig von den vorgegebenen Daten (jp{x) 
und y) (x) ab. Auch der Abhangigkeitsbereich fiir die Losung ist leicht 
festzustellen ; u{x, t) hangt nur von den Werten (p{i) und ab, fiir 
welche x—t^^^x-\-t gilt. 

Dagegen wiirde ein Randwertproblem im Falle unserer hyper- 
bolischen Differentialgleichung sinnlos sein. Ersetzen wir z. B. unsere 
Differentialgleichung durch die aquivalente Gleichung = 0 fiir eine 
Funktion u{x, y), so konnen wir beispielsweise fiir ein achsenparalleles 
Rechteck die Randwerte nicht mehr willkiirlich vorschreiben, da die 
Ableitung Uy in entsprechenden gegeniiber liegenden Punkten der Recht- 
ecksseiten x — konst, iibereinstimmen miissen und Entsprechendes fiir 
M, gUt. Es kann also u nur auf zwei anstoBenden Rechtecksseiten will- 
kiirlich vorgegeben werden, und ein Randwertproblem ist damit aus- 
geschlossen. 

Ganz ahnliches wie fiir die hyperbolischen Differentialgleichungen 
gilt fiir die parabolischen, woriiber man sich an Hand der Warmeleitungs- 
gleichung orientieren kann. 

Im iibrigen wird in der weiteren Ausfiihrung des Werkes die all- 
gemeine hier aufgestellte und an Beispielen erMuterte These fiber die 
SachgemaBheit von Differentialgleichungsproblemen immer wieder be- 
statigt und vertieft werden. 

3. Allgemeine Bemerkungen fiber lineare Probleme. Schon in Bd. I, 
Kap. V, § 1 ist auf die Analogic zwischen Problemen linearer Differential- 
gleichungen und linearer Gleichungssysteme von endlich vielen hnearen 
Gleichungen fiir ebenso viele Unbekannte hingewiesen worden, z. B. 
bei Ersetzung von Differentialgleichungen durch Differenzengleichungen. 
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Dieser Gedanke, dessen stienge Durchfuhrang einen Grenzubergang 
verlangt, kann hier nicht im einzelnen verfolgt werden^. Hier be- 
gniigen wir uns mit der Bemerkung, da6 bei N linearen Gleichungen 
mit N Unbekannten die Alternative gilt; Eniweder das zugehdrige homo- 
gene Problem besiizt eine nicht triviale Losung oder das allgemeine un- 
homogene Problem besitzt bei beliehig vorgegebenen Daten eine eindeutige 
Losung, Da eine Mehrdeutigkeit bei der Losung des allgemeinen un- 
homogenen Problems zu einer nicht tri\naien Losung des homogenen 
Problems fiihrt, so kann man die Alternative anch folgendermafien 
formulieren: Existenz der Losung des allgemeinen unhomogenen Pro- 
blems und Eindeutigkeit derselben sind bei N linearen Gleichungen 
mit iV Unbekannten aquivalente Tatsachen. 

Wir kdnnen erwarten, da6 ,,sachgemaBe'' lineare Probleme der 
mathematischen Physik sich so verhalten, wie ein System N linearer 
Gleichungen mit N Unbekannten, und gelangen so zu den folgenden 
heuristischen Prinzip: Wenn es sich erweist, daB bei einem sach- 
gemaBen linearen Differentialgleichungssystem das zugehdrige homogene 
Problem lediglich die ,, triviale Losung'* Null besitzt, so diirfen wir 
die Existenz der (dann eindeutig bestimmten) Losung des allgemeinen 
unhomogenen Problems erwarten. 1st jedoch das homogene Problem Ids- 
bar, so wird die Losbarkeit des unhomogenen an die Erfiillung gewisser 
Zusatzbedingungen gekniipft sein. 

Wir haben im ersten Bande dieses Altemativprinzip weitgehend 
bestatigt gefunden und werden die dort gewonnenen Einsichten in den 
folgenden Kapiteln vertiefen. 


Anhang zum dritten KapiteL 

Ausgleichsprobleme und Heavisides Operatorenkalkiil. 

Die Kap. Ill, § 7 genannten Ausgleichsprobleme spielen in den An- 
wendungen, insbesondere in der Elektrotechnik eine auUerst wichtige 
Rolle und bilden daher den Gegenstand einer ausgedehnten fast durchweg 
den Standpunkt der Anwendungen betonenden Literatur, wobei vielfach 
die beruhmte von Heaviside ausgebildete Operatorenntdhode im Mittel- 
punkt steht. Diese Operatorenmethode, welche die gestellten Fragen mit 
SachgemaBheit und Direktheit angreift, ubt einen urn so groBeren 
Reiz aus, als die strenge Rechtfertigimg ihres symbolischen Ver- 
fahrens vielfach keineswegs auf der Hand liegt. Erst nachtraglich ist 
eine solche befriedigende Begriindung des Kalkiils von verschiedenen 
Seiten gegeben worden. Jedoch sind durch diese Begriindungen die 
Heavisideschen Methoden keineswegs uberfliissig gemacht, da das 

1 Vgl. etwa die Arbeit: Covrant, Friedrichs, Lewy: fiber die partiellen 
Differenzengleichungen der Hiysik. Math. Ann. Bd. too, S. 32 ff. 
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symbolische Verfahren vielfach formal einfacher ist und unmittelbarer er- 
laubt, die Aufmerksamkeit auf den gewiinschten Punkt zu konzentrieren. 

Zwar wiirde eine voUstandige Behandlung des ausgedehnten Gebietes 
den Rahmen dieses Werkes weit iiberschreiten ; jedoch soil hier wenigstens 
an den einfachsten Typen von Problemen eine Theorie der Ausgleichs- 
probleme gegeben und an Beispielen erlautert werden. 

§ 1. Ausgleichsprobleme und Ldsung mittels 
Integraldarstellungen. 

1. Beispiel. Wellengleichung. Es sei zunachst ein einfaches und 
leicht explizit zu behandelndes Beispiel fiir ein Ausgleichsproblem 
vorausgeschickt. Wir betrachten die Wellengleichung 

(1) Wii — 

in einem Intervall OSx^l mit den Anfangsbedingungen 
u{x,0) = 0, ut{x,0) = 0 

und den Randbedingungen 
(a) u (0, t) = f{t), u {I, t} = 0 

bzw. 

((8) u{0, t)=f{t), 0=0, 

wobei f(t) eine gegebene Funktion von t ist. Das erste Problem ent- 
spricht einer fiir i — 0 in Ruhe befindlichen Saite mit der Durchbiegung ti, 
welche im Endpunkte x = l befestigt und am Anfangspunkt einer durch 
die Funktion / (t) vorgeschriebenen Bewegung unterworfen ist. Das zweite 
Problem entspricht am Anfangspunkt derselben Bewegunig, wobei aber 
der Endpunkt der Saite frei in einer zur Ruhelage vertikalen Linie gleiten 
darf; oder aber (vgl. S. 152) dem elektrischen Vorgang in einem idealen 
Doppelkabel, wobei u{x, t) die Spannung ist und die Stromstarke 
am Endpunkte verschwindet. In beiden Problemen nehmen wir an 

f{t) — 0 fiir iso. 

Wir konnen diese Probleme sehr einfach explizit Ibsen, indem wir 
von der allgemeinen Lbsung der Wellengleichung 

(2) u{x,t) = (p{t-\- x)+yi[t — x) 

ausgehen und die Funktionen q}{X) und y(A) den Anfangs- und Rand- 
bedingungen anpassen. Der Ubersicht halber denken wir uns die 
A-Achse in Intervalle J, eingeteilt, wobei das Intervall 
bedeutet. Dann lassen sich (p und f sukzessive in den verschiedenen 
Intervallen bestimmen. 
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Wir betrachten das zweite Problem mit Reflexion am Endpunkt. 
Die Anfangsbedingnng fiir = 0 liefert fiir die gesuchten Funktionen 
die Relationen 

(3) I 9’W +?(—«) =0 

deren erste nach Differentiation 

(3') cp'{x)-^’{-x)=^0 

ergibt. Dabei Uegt ^ im Intervall und —a; im Intervall J_^. Es folgt, 
daB q> bzw. yj in diesen Intervallen konstant sind, und wir diirfen wegen 
der Relation ]mi(p{x) + y}{~x) — 0, indem wir uber die an sich willkur- 

x -^0 

liche additive Konstante in 99 ( 3 ;) bzw. —'ip{x) verfiigen, diese Konstante 
als Null annehmen. Die Randbedingung fur x — 0 ergibt 

(4) 

giiltig fiir alle Intervalle/,. Die Reflexionsbedingung am Endpunkt liefert 

(5) {t + x)—y)' (t—x)) = 0 

Oder nach Integration, indem me <p{t -^l)—y)(t—l) als iiberall stetig 
voraussetzen und ( 5 ) berucksichtigen, 

(6) 9?(1 + 1)— y;(i — i) =0, 
woraus wir die Rekursionsformel 

(7) (p{i 2l) =yf{t) 

entnehmen, welche fiir alle t in den Intervallen Jo, ■■■ gilt. Somit 
sind unsere Funktionen 99 und y) und damit auch u (x, t) durch Rekursionen 
fiir alle Werte von t > 0 eindeutig bestimmt. Die Losung laCt sich, wie 
man leicht feststellt, in der folgenden Weise explizit schreiben 

(8) u{x, t) = fit—x) + 2^{—iY{f(t—x—2vl)—f{t + x—2vl)}. 

r = l 

Hier ik die rechte Seite nur scheinbar eine unendliche Summe. Denn 
fiir jeden Zeitpunkt t ist nur eine endliche Anzahl ihrer Glieder von Null 
verschieden. Die anschauliche Deutung dieser Reihe durch Wellenziige 
mit der Wellenform /(A) liegt auf der Hand: Die Losung erscheint als 
Superposition solcher nach beiden Seiten iiber die unendliche Saite 
— 00 < X <00 hinstreichender WeUenziige der Form / (A) bzw. — /(A). 

Eine bemerkenswerte Erscheinung in unserer Losung sei hervor- 
gehoben: Nehmen wir an, die Anfangsfunktionen f{t) entspreche einem 
ImpulsstoB^: es sei /(A) = f in einem kleinen Intervall O^A^e, im 

* Das Wort „Inipuls" wird hier vielfach ganz aUgemeia gebraucht werden, urn 
stoBartige Vorginge, bzw. eatsprecheade Funktionen zu bezeichnen. 
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librigen sei / (A) = 0. Dann wird in dem Zeitintervall l<t<l + s, z. B. 
am Endpunkt x = l die Funktion u den Wert 2 haben (vgl. Abb. 7). 
In elektrotechnischen Anwendungen, wo u eine Potentialspannung dar- 
stellt, bedeutet dies, dafi bei Vorgangen in Doppelleitungen mit unend- 
lichem Widerstand am Ende die von auBen dem System zugefuhrten 
Spannungen Verdoppelungen erfahren konnen. 

Das Problem a) mit festgehaltenem Endpunkt laBt sich in ebenso 
einfacher Weise explizit losen: 


(9) 


u{x, t) = f{t-x) + 2:U{i-x~2vl)-f{t + x-2vl)]. 


Auch hier liegt die anschauiiche Deutung durch Ubereinanderlagerung 
gleichgeformter Wellen auf der Hand. Im iibrigen sei auf die neben- 

stehende graphische Veranschaulichung 
des Vorganges hingewiesen. Die Abbildung 
entspricht einer impulsartigen Anfangs- 
funktion f(t), welche nur in einem Inter- 
val! O^t^s den Wert' 1 hat, sonst Null 
ist. Der in Betracht kommende Streifen 
in der x, i-Ebene ist in unserem Diagramm 
in Gebiete zerlegt, in denen die Funktion 
die Werte +1, —1 bzw. 0 besitzt. 

2. Allgemeine Problemstellung. In- 
dem wir nunmehr Ausgleichsprobleme vom 
allgemeineren Standpunkte angreifen, be- 
schranken wir uns auf den Fall einer 
Raumdimension und der Zeitkoordi- 
nate t mit dem Hinweis, daB ganz analog 
auch der Fall von mehr Raumdimensionen 
behandelt werden kann. Es wird sich 
um das folgende Differentialgleichungsproblem handeln. 

Problem I: Gegeben ist die Differentialgleichung 

(10) autt -f = I [u] 

mit 

L [m] = -f qu^ + ru, 
wobei a, b, p, q, r im Intervall 



Abb. 7. 


Abb. 8. 


gegebene stetige Funktionen von a: allein sind, welche in diesem Inter- 
vall den Voraussetzungen geniigen: 

a) 

a > 0 im hyperbolischen Fall 
« = 0, 6 > 0 im parabolischen Fall. 
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Gesucht ist eine Losimg t) der DifferentiaJgleichung (10) im Intervall 
und fiir die Zeiten ^^0, fiir welche dort die 

A nfangsbedingungen 

I u{x,0)=<p{x) 

^ \ Ui{x,0) ===y){x) (im hyperbolischen Fall) 

und die 


Randbedingungen 

( 12 ) 


u(0,t)=}[t} 

QUx{l, t) + Xut{l, t) = aui}, t) 


gestellt sind, wobei (p{x), f{x) und f{t) vorgeschriebene Funktionen, 
Q, k, a vorgeschriebene Konstante sein soUen. 

Wir werden uns vorzugsweise mit dem wichtigsten Fall beschaftigen, 
dafi q) = ‘ip = 0 ist, daB also zur Zeit t=Q der Ruhezustand herrscht ^ (Aus- 
gleichsprobleme im eigentlichen Sinne). 

3. Integral von Duhamel. Fur den Fall, daB zur Zeit t = 0 Ruhe 
herrscht, d. h. daB u {x, 0) = 0, bzw. u{x, 0) = Ut(x, 0) = 0 ist, laBt sich 
das allgemeine Problem I leicht auf ein spezielles Problem zuriickfuhren. 

Wir definieren zunachst eine Funktion V^[x,t) als die eindeutig 
bestimmte Losung des Problems I mit der stetig differenzierbaren 
Randbedingung 

/(f) = I7jj{0, i) = ^ fur f^O, =0 fiir t<0 


und nehmen an, daB wir durch 

U-i {x, t) — (x, t) 


eine stetige Losung zur noch stetigen Randbedingung 

f(t) = Uj^{0,t) = t fiir =0 fiir t<0 


erhalten und schlieBlich in 

U{x.t) = ^U,{x,t) 


eine Losung des Problemes fiir die unstetige Randbedingung 
/(f) = 17(0, f) = 1 fiir f>0, = 0 fur f<0 

mit folgender Eigenschaft: Jedes beschrknkte Gebiet des Streifens 
fSO moge sich in endlich viele abgeschlossene Teilgebiete zer- 
legen lassen, in denen U nebst den Ableitungen bis zur zweiten Ordnung 
stetig ist. 

1 Wie in Kap. Ill, § 7 gezeigt, kann man den allgemeinen Fall fonnal stets 
hierauf zurtickfiihren. 
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Es gilt dann der folgende Satz von Duhamel: 1st f[t) und die Ah- 
leitung f'{t) stUckweise steiig fur t>0, so wird allgemein (Duhamelsches 
Integral) t 

( 13 ) u{x.t) = ±fU{x,i-r)f{r)d- 

0 

die Losung des Problems I mit der Randhedingung u{0, t) =f{t). Hierbei 
wird, wie wir an Beispielen sehen werden, die Losung U {x, t) im all- 
gemeinen nicht mehr iiberall stetig sein. In der Tat miissen wir Unstetig- 
keiten fur U erwarten, da die Anfangsbedingung U ( 0 , = 1 zusammen 
mit der Anfangsbedingung U {x, 0 ) = 0 bedeutet, daB im Punkte = 0 
zur Zeit ^ = 0 ein StoB erfolgt, unter dessen EinfluB der Wert U ( 0 > 0 ) = 0 
in einer beliebig kurzen Zeit zu dem Wert i emporschnellt. 

Diese Auffassung liefert uns sofort eine anschauliche Deutung 
des Duhamelschen Integrals (I 3 ). Wir denken die Wirkung der im 
linken Ende des Intervalls „angreifenden Kraft'" f[t) zustande gekommen 
aus einzelnen in den Zeitpunkten To = 0 , Tj, erfolgten StoBen, 

die jeweils einen Sprung des Wertes u{0yXv^^ um den Wert /(r^) — 
bewirken. 1st U{x,t) dieoben definierte spezielle Losung, so 
setzt sich die Losung u{Xy t) unter der Einwirkung jener StoBe additiv in 
der Form 

nix, t)=:^U{x,t—x^) (/(T,+i)— /(Tj) + U[X, t) /(o); (T„+i = i) 

» = 0 

zusammen. Setzen wir voraus, daB/(i) fur ^>0 stetig differenzierbar 
ist, daB jedoch /(O) ungleich Null sein darf — was einem endlichen Sprung 
zur Zeit t = Q entspricht — so entsteht offenbar, wenn man nachtraglich 
den Grenziibergang zu verschwindend kleinen Zeitintervallen ausfiihrt, 
das Integral , 

u{x. t) = U {x. t)f{0) +JU{x, t—r) f (t) dr 

0 

t 

= .^-fU{x.t-r)f(r)dr 
0 

gemaB unserer obigen Behauptung ( 13 ). 

Es ist leicht, diese heuristische Betrachtung durch einen Beweis 
bzw. eine Verifikation zu ersetzen. Wegen U {x, 0) = 0 ist 

i 

Uf := Ui(x, t) /(O) -f / U^{Xy i^—t) /'(t) dr, 

6 

femer im hyperbolischen Falle wegen Uf {x, 0 ) = 0 

t 

Uti = Uii {%, t) /(O) +/ t—x) f{x) dx, 

0 

Liul^fiO)L[U] + / L[U{x,t-r)if'{x)dr. 


endlich 
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Das Bestehen der Differentialgleichung (1) fiir TJ sowie die Rand- 
bedingung QUg-\-XUf = cU fiir x = l und die Anfangsbedingungen (li) 
ubertragen sich somit sofort auf u {x, t). Schliefilich folgt wegen U (0. t) = 1 

^{0,t)=f{0)+fr{r)dr = f{t). 

0 

Somit auch die erste der Randbedingungen (12). 

4. Methode der Superposition von Exponentiallosungen. Die fiir das 
Anfangswertproblem in Kap. Ill, § 6. 3 diskutierte Methode des Fourier- 
schen Integrals, d. h. die Superposition von Losungen, welche mit Hilfe 
von Exponentialfunktionen dargestellt werden, kann in sachgemaBer Ab- 
anderung auch zur Ldsung von Ausgleichsproblemen herangezogen 
werden. Wir begniigen uns dabei wieder mit einer heuristischen Betrach- 
tung, die wir in § 3 zu einem Existenzsatz vertiefen werden. Wir 
betrachten das spezieUe Problem mit m(0, f) = 1 ; u [x, 0) = «,(«, 0) = 0, 
suchen also die Funktion U {x, i) der vorhergehenden Nummer. Zunachst 
verschaffen wir uns spezielle Losungen der Differentialgleichung 

( 10 ) autt + but~L[u] 

in der Form 

u = e'>'*v{x,y). (y = a + i^) 

Dieser Ansatz liefert fiir v die gewohnliche Differentialgleichung 

(15) L[v] = {aY^ + bY)v. 

in welcher nunmehr y als Parameter auftritt. Stellen wir am End- 
punkt / fiir D die Randbedingung 

( 16 ) ev^=(a—Xy]v, 

so erfiillt offenbar 

u = v{x,y] 

dort die vorgegebene Randbedingung 

( 12 ) QUf-\-Xut = au, 

und daher gilt dasselbe auch fiir jede lineare Kombination von Losungen 
dieser Art mit verschiedenen Parametern y. Wir versuchen nun, dutch 
eine solche Superposition zu erreichen, daB auch die Randbedingung 
M (0, t) = i fiir t> 0 erfiillt ist und weiterhin, daB zur Zeit t = Q der 
Ruhezustand herrscht. 

Hierzu setzen wir voraus, daB v und die betreffenden Ableitungen 
von V anal3dische Funktionen des kom-plexen Parameters y = a + 
in der Halbebene a > 0 sind; dann konnen wir dutch Integration iiber 
einen Integrationsweg L in der rechten komplexen y-Halbebene in der Form 

u [x, t) = — i-r f d'* dy 

2ni J y 


( 17 ) 
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neue Losungen der Differentialgleichimg (10) unter der Bedingung 
(12) erhalten. FGr x = 0 wird dann gelten 


u{0, t) 


1 f 
J y 

L 


dy, 


und die Aufgabe ist, den Integrationsweg L und den verfiigbaren Rand- 
wert V (0, y) so zu wahlen, daB 


m(0, <) = 1, t>0 
w(0, i) = 0, t<Q 

gilt. 

Die Randbedingung fur x = 0 ist erfiillt, wenn 
(16') v{Q,y) = \ 

gesetzt wird und wenn L eine beliebige Parallele zur imaginaren Achse 
der y-Ebene ist, welche in der rechten Halbebene « > 0 verlauft. In der 
Tat, das entstehende Integral 


a + 1 00 00 



a — » 00 — 00 


konvergiert nach elementaren SSLtzen fiir alle a+0, f=t=0. Da das Integral 

erstreckt iiber irgendein zur reellen a- Achse paralleles Ge- 

radenstiick mit endlicher Lange Zg—^i, bei wachsen- 
dem 1)3 1 gegen Null konvergiert, so erkennen wir aus 
dem Cauchyschen Integralsatz (vgl. nebenstehende 
Abbildung) in iiblicher Weise, daB das Integral (18) 
von a nicht abhangt. Daraus ergibt sich sofort fiir 
t < 0, indem wir x fiber alle Grenzen streben lassen, 
das Bestehen der Gleichung m(0, Z) = 0. Im Falle 
t>0 ist nach Cauchys Integralsatz unter Beriick- 
sichtigung des Residuums fiir y = 0 

a + ioo 

«(o,f) = i + ^ / ~^r. 

a — too 


/ 


■ 




wobei a beliebig negativ sein kann. Es folgt daher durch Grenziiber" 
gang a —oo fiir / > 0 tatsachlich das Bestehen der Gleichung u{0j) ^ i. 

- Es ist daher plausibel, daB mit dem beschriebenen Integrationsweg L 
der Ausdruck 




A 





§ 2. Die Heavisidesche Operatorenmethode. 


187 


die gesuchte L5sung der Gleichung (10) ist. Allerdings kann man im 
allgemeinen nicht erwarten, daB dieses Integral absolut konvergiert; denn 
bei gegebenem x mrd im aUgemeinen U {x, t) in i Unstetigkeiten besitzen. 
Betrachten wir jedoch mit hinreichend groBem n zm entsprechend 

oft differenzierbaren Anfangsfunktion /(t) = A. ^ fur f>0 und f{t) = 0 
fiir i < 0 den Ausdruck 


Unix, t) = 


_J L /'LifiZ) 

2llti nl J yni-l 


dy, 


so wird dieser um so besser konvergieren, je groBer n ist; und dem- 
entsprecbend wird es leichter sein, ihn als Losung des Ausgleichspro- 
blemes I zu verifizieren, und sodann U durch Differentiation nach t 
zu gewinnen. Wir warden diese vorlaufigen heuristischen Uberlegungen 
in § 3 unter etwas verandertem Gesichtspunkt wieder aufnehmen und 
durchfuhren. 


§ 2. Die Heavisidesche Operatorenmethode. 

Gegeniiber dem in §1,4 dargelegten Verfahren hat vom Standpunkte 
des Praktikers aus die symboUsche Methode von Heaviside groBe Vorteile. 
Ihre strenge Rechtfertigung findet sie durch Verbindung mit den in 
§ 1 und spater § 3 gegebenen Grundlagen. In der Tat kann sie als eine 
etwas andere Anordnung ahnlicher tlberlegungen aufgefaBt werden, wobei 
der kalkiilmaBige Anted an der Losimg des Problems von dem mathe- 
matisch-inhaltlichen Anteil in zweckmaBiger Weise so getrennt wird, daB 
dieser zweite Anteil erst bei dem letzten Schritt, der Realisierung des 
symbolisch gewonnenen Resultates, zur Geltung kommt und daB dieser 
Anteil gewissermaBen ein fiir alle Mai auf Vorrat in Form von Tabellen 
inhaltlich realisierter symbolischer Operatoren bereitgestellt werden 
kann, was fiir den Praktiker im Einzelfall die mathematisch-inhaltliche 
Betrachtungsweise erspart. 

Die Grundidee des Kalkiils ist, nicht direkt nach der Losung u{x, t) 
des Differentialgleichungsproblems aus § 1, 3 zu fragen, sondern viel- 
mehr den linearen FunktionalprozeB, welcher der dort vorgegebenen 
Randfunktion f{t) die Losung zuordnet, selbst zum Gegenstand des 
Kalkiils zu machen, Wir beschranken uns wieder ^uf die eigentlichen 
Ausgleichsprobleme, bei welchen zu Beginn ^ = 0 der Ruhezustand 
herrscht. 

1. Die einfachsten Operatoren. Die Grundlage des Verfahrens bildet 
die Einfiihrung des Differentiations- und Integrationsoperators , p und 
als reziproke Operationen. Wir betrachten Funktionen der Zeit- 
variablen t fiir / > 0 und defmieren den Integrationsoperator P'~^ durch 

= y f{r)dr. 

0 


( 1 ) 
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Wenn wir den Differentiationsoperator mit p bezeichnen 

( 2 ) fe(D = m = f. 

SO ist es fiir den Aufbau eines Kalkiils mit Regain entsprechend zur 
Algebra von einschneidender Wichtigkeit, da^ p und invars zu- 
einander warden oder symlolisch, dafi 

(3) 

wird. Urn diese Relation zu sichem, miissen wir die folgende Ein- 
schrankung machen: Der Operator p darf nur auf solche Funktionen 
g(t) angewandt warden ^ fur welche g(0) = 0 ist. 

Andemfalls ware namlich 

t 

J^^dr^g{i)-g(0) 

0 

t 

also ^ 

p-'^pg-^pp-^g. 

Im Gegensatz zum Operator p ist jedoch der Operator p^'^ auf beliehige 
stetige Funktionen anwendbar. 

Nunmehr konnen wir, wenn 

Q (A) = + * * ‘ + 

irgendein Potynom vom Grade m ist, in unmittelbar ersichtlicher Weise 
den Operator Q{p'^'^) definieren, welcher auf eine beliebige Funktion / 
anwendbar ist (ganzer rationaler Operator). Auch der entsprechende 
Operator Q{p) ist definiert als linearer Differentialoperator Ord- 
nung allerdings nur unter der Voraussetzung, dafi die Funktion /, auf 
die er angewandt wird, fiir ^ = 0 mit ihren Ableitungeti bis zur m — 
Ordnung verschwindet. 

P{X) = \ + \X + --- + b„X» 

ein anderes Polynom vom Grade n und Q (0) = 4= 0, so bezeichnet man 

( 4 ) 

als einen gebrochen rationalen regvlaren Oftraior. Dabei kann der Ausdruck 

auf verschiedene Arten definiert werden. 

Einmal kann man g bei gegebenem fiir i(> 0 stiickweise stetigem / 
kennzeichnen als die eindeutig bestimmte Losung des folgenden Diffe- 
rentialgleichungsproblems 

( 5 ) + + 
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— wobei 

<p=p{p-^)f 

eine bekannte Funktion. ist — , mit den Anfangsbeuingungen 

«og'(0)=9{0) 

«og'(0) +%g(0) =9)'(0) 

«o g" (0) + 1^1 g' (0) +a^g (0) = 9?" (0) 

+ «xg'’”-^)(0) + • ■ • + a„_ig{0) =9(*-b(0). 

Zweitens kann man g definieren, indem man die rationale Funktion 

l3U) ~ ^ Umgebung des Nullpunktes in eine Potenzreihe 

nach X entwickelt: ^ 

R{X) = i:o^,X\ 

0 

Es ist dann leicht zu erkennen, daB die entsprechende Reihe 

fiir alle positiven Werte von t konvergiert und mit dem oben definierten 
Ausdruck fiir g{t) iibereinstimmt. 

Ist der Koeffizient Uq = 0, so heiBt der rationale Operator irregular, 
er laBt sich dann sicherlich in der Form 

darstellen, wo R regular ist. Fiir die Anwendbarkeit ernes solchen 
Operators auf die Funktion / sind die Bedingungen /(O) =/'(0) = • ■ • 
= /<* “ (0) = 0 zu stellen. 

Es ist leicht zu sehen, daB man mit diesen rationalen Operatoren 
nach den rationalen Regeln der Algebra rechnen darf. 

Der in § 1 ausgefiihrte Kunstgriff von Duhamel besagt fiir unsere 
Operatoren Folgendes: Ersetzt man die zundchst beliebige Funktion f(t) 
durch die „Einheitsfunktion“ 7 ][t) welche definiert ist durch 

ri{t) — i fiir ^ ^ 0 

r]{t)~0 fiir t<Q, 

und gilt fiir einen Operator T die Beziehung 

( 6 ) Tri{t)^H{t). 

dann wird ^ 

(7) Tf{t)==±J H{t-r)f{r)dr. 

a 

Ein wesentliches Kennzeichen der Operatorenrechnung ist: Man 
versucht auch anderen als bisher betrachteten rationalen Funktionen 

von p Oder ^ einen solchen Sinn beizulegen, daB in dem erweiterten 
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Operatorenbereich die algebraischen Rechenregeln , das Duhamelsche 
Prinzip und sonstige spater za betrachtende Regeln gelten^. 

2. Beispide. 1. Fiir den Operator 


ist t 

0 

In der Tat lost g die Differentialgleichung 

g' + ag = /' mit g(0)=/(0). 

2. Fiir den Operator 

T =r 1 

1 4 " 

wird t 

Tr] = cosvt, = //W cosj'(!f— t) ir. 

0 

In der Tat lost g die Differentialgleichung 

g" + = /" 

mit den Anfangsbedingungen 

g(0)=/(0). g'(0)=/'(0). 

3. Wir betrachten die unhomogene lineare Differentialgleichung mit 
konstanten Koeffizienten 

( 8 ) + 1 - « = / (0 

und mit den Anfangsbedingungen 

(8') M (0) = m' (0) = • • • = (0) = 0 . 

Unter diesen Anfangsbedingungen konnen wir die Differentialgleichung 
symbolisch in der Form schreiben 

und erhalten die Losung symbolisch in der Form 
(9) «(0=g-^y/W- 

Nehmen wir an, daB die algebraische Gleichung 

Q{X) = 0. 

die n verschiedenen Wurzein aj, . . a« 4=0 besitzt, so konnen wir mit 
Hilfe von Partialbruchzerlegung in sehr eleganter Weise die S5nnbolisch 

* Beilaufig sei bemerkt, dafi in der Literatur haufig die Einheitsfunktion rj {i} 
nicht ausgeschiieben wird, und dafi man in einem solcben Zusammenhaug unter 
dem Operatorensymbol T einfach die Funktion Ttj zn verstehen bat. 
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hingeschriebcne Losung realisieren. Wir gehen aus von der Formcl 


Dann wird 


Q{P) p — c 




In dem besonderen Falle, da6 

ist, kann man, statt zur Realisiening das Duhamelsche Integral gemaB 
Beispiel 1 zu verwenden, eleganter in folgender Weise vorgehen. 

Wir schreiben gemaB Beispiel 1 


nnd erhalten nunmehr 


fit) = t 

p — 1. 

P 

U = -r~W, 

L[p) 


WO zur Abkiirzung 

L{p) — {p~i(o) Q = ao{j>~Xi) • • • ip—Xn,) {p—i(i>) 
gesetzt ist. 

Diesen rationalen Operator konnen wir nun auf Grund der bekannten 
Partialbruchzerlegung in die Gestalt setzen 


P _ <ioP 
L(p) p — i 


P 1 ^P 

io> ‘ /> — ct»’ 


wobei die Koeffizienten der Partialbruchzerlegung durch 

d =_JL_ d =—l L_ 

* Q[im)’ * oc, — *w Q'iotr) 

gegeben sind. Wir erhalten nunmehr unter Beriicksichtigung unseres 
ersten Beispiel sofort die gewiinschte Losung 


(10) « = + 

Fiir die Anwendimgen ist am wichtigsten naturgemEB der Koeffizient d^. 
4. Als weiteres Beispiel betrachten wir die ..singulaien Operatoren" 

(.<) fP. jf. 

die wir, um zu einer sinogemlLBen Erweiterung des Operatorenbereiches 
zu gelangen, im Einklang mit unseren friiheren Regeln definieren miissen. 
Es liegt nahe, unter Beriicksichtigung der Theorie der Differentiation 
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und Integration mit gebrochenem Index diese Operatoren folgender- 
maBen zu definieren 


( 12 ) 


= it-rf{r)dT 


, 1 . 1 
]/ 7Ct 


I'Tt dt J t — r 


dr. 


In der Tat steht diese Definition, wie man leicht bestatigen wird, 
im Einklang mit der Forderung 


j) ^ ^ I Yj~ p . 

Zu derselben Definition gelangt man, wenn man von der folgenden 
Betrachtung ausgeht: Es ist p^'^ rj wo c = ~ feine Konstante 

ist. Daher ist es plausibel, den Ansatz zu machen 


wo nunmehr die Konstante c passend bestimmt werden muB. Fordert 
man hierzu die Gtiltigkeit des Duhamelschen Prinzips und das Bestehen 
der Relation so ergibt sich sofort zwangslaufig 


Jk 

’ ~ J ^ j/r it = 2c^iy yT — T i/riiT — also 


c = 


■/ji 


womit die Konstante c im Einklang mit der obigen Definition fest- 
gelegt wird. 

5- Ein sehr wichtiger nicht mehr rationaler Operator, der Exponential- 
operator, wird fiir konstantes h eingefiihrt durch die Definition 

( 13 ) e-^*f[t)==f{t^h). 

Diese Definition wird nahegelegt durch die Taylorsche Reihenentwick- 
lung fiir f{t—h). Jedoch kann diese Plausibilitatsbetrachtung in keiner 
Weise als Begriindung dienen, da die Definition nicht an den analy- 
tischen Charakter der Funktion f{t} gebunden sein darf, zumal wir 
oft Funktionen f{t) zu betrachten haben, die fiir negative Werte von t 
verschwinden. 

Die Einfiihrung unserer Definition rechtfertigt sich vielmehr da- 
durch, daB mit ihr unmittelbar die Beziehungen 

und 

-^e~'^Pf^t)^-pe-'‘Pf{t) 
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gelten, deren letzte mit der Gleichung 
aquivalent ist. 

6. Endlich betrachten wir fiir h<0 den Operator 
(14) 

Seine Realisierung warden wir erst in Nr. 5 vornehmen. Jedoch machen 
wir schon hier die folgende fiir die Direktheit der Operatorenmethoden 
typische Bemerkung. Unter der Annahme, daB wir unseren Operator nach 
dem Parameter h differenzieren diirfen, erhalten wir aus e-'^^Pf = g 

Wenn uns nun der Wert unserer Funktion ~ nur fiir den Parameter- 

dh 

wert A = 0 interessiert, so konnen wir erwarten, daB dieser Wert durch 

t 


(15) If 

f ^ y.-t dt J y«-T 

gegeben ist. ^ 

Als letztes Beispiel in diesem Zusammenhange behandeln wir das 
sog. V erschiebungsprinzip von Heaviside: 

1st T = 0 [p) ein Operator, k eine Kofistanfe, so ist der Operator 
^{p + k) gegeben durch 

(16) 0(^5 + A)=e-*‘0(^)e^‘. 

Der Beweis kann fiir alle rationalen regularen Operatoren ohne weiteres 
folgendermaflen gefiihrt werden : Man zeigt zunachst leicht durch 
SchluC von n auf « + 1 daB das Verschiebungsprinzip fiir den Operator 

giiltig ist. Sodann folgt es fiir alle rationalen regularen Operatoren, 

da man diese durch Reihen nach — ausdrucken kann. Fiir irregulare 

P 

Operatoren wird sodann das Verschiebungsprinzip als plausibles Prinzip 
eingefiihrt. Z. B. wird man nunmehr definieren 

t 

(17) }/p+^^f{t) = 

0 

und speziell 

(.8) y^,(,) = = A 

Bei alien diesen durch Plausibilitatsbetrachtungen neu definierten irregu- 
laren Operatoren steht eine befriedigende Rechtfertigung noch aus, 

Courant-Hilbert, Mathematische PbysiJc II- 1 3 


d 


ijn dt J 
0 

yr 


—( 

aj/jc 

dt 1 
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d. h. ein Beweis der Tatsache, daB ihre Einfiihrung im Einklang mit 
den elementaren Rechenregein steht. Wir warden diese Rechtfertigung 
nachtraglich in Nr. 5 geben. 

3. Anwendungen auf Warmeleitung, Wir erlautem die Anwendung 
der Operatorenmethode auf Ausgleichsprobleme an einigen typischen 
Beispielen. 

1. Die W drmeleitungsgleichung fur ein einseiiig unendliches Intervall 

(19) M, — 

Anfangs- und Randbedingungen seien: 

u{x,0) = Q', u{0,t) = f(t), u{oo,f) = 0. 

Der Operator T=T{x), welcher von x als Parameter abhangt, moge die 
gegebene Funktion f(t) in die gesuchte Ldsung u{x,i) transformieren. 
Um T zu finden, schreiben wir die Differentialgleichung in der Form 

(20) {T,,-pT)f = 0 

und die Randbedingungen, indem wir zimachst die Funktion f(t) =rj {t) 
als Einheitsfunktion wahlen, in der Form 

7(0) = 1, T(oo) = 0. 

Die Anfangsbedingung ist schon in unserem Ansatz beriicksichtigt, indem 
mr Ui = pTf geschrieben haben. Behandeln wir die Differentialgleichung 

Z,-pT = 0 

so als ob p darin ein Parameter ware, so ergibt sich sofort als Losung 

( 21 ) ’ 

Es entsteht die Frage, wie dieser symbolische Ausdruck zu realisieren ist 
Oder welche Funktionen die Ausdrucke 




darstellen. Ohne daB wir im Moment schon imstande sind, diese Fragen 
sachgemaB zu beantworten, konnen wir doch ohne weiteres die Antwort 
auf ein Teilproblem geben, welches unter Umstanden das fiir die Praxis 
allein interessierende sein mag. Wir konnen namlich die am Anfangs- 
punkt wegstrdmenden Warme, d. h. den Ausdruck (0, t) explizit finden, 
indem wir mit dem Operator T nach den gewohniichen Rechenregein 
verfahren. Dabei erhalten wir namlich unter Berucksichtigung unseres 
obigen Resultats aus Nr. 2 Beispiel 6 


«,(0,<) = r,(0)/: 


ft 


fir) 


dr. 


0 

Gerade in der Moglichkeit, solche Teilresultate zu gewinnen, ohne 
zur vollstandigen Realisierung der Operatoren mit einfach ausdriick- 
baren Funktionen imstande zu sein, liegt ein Hauptvorteil des sy'm- 
bolischen Kalkiils. 
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2. Allgemeine Warmeleitungsgleichung. In ahnlicher Weise 
kann man auch die allgemeinere Warmeleitungsgleichung u^ — u^^-{-a?u 
= 0 fiir das Intervall 0^x<oo und dieselben Anfangs- und Rand- 
bedingimgen wie vorher behandeln. Fiir den Operator T{x), mit dessen 
Hilfe man die Losung u (x, t) — T {x) f(t) erhalt, gewinnen wir das folgende 
symbolische Differentialgleichragsproblem 

( 22 ) + 

mit den Randbedingungen 

F (0) = 1 , T (oo) = 0 . 

Die formale Losung lautet 

( 23 ) T = e-’=y^‘. 

Diesen Operator konnen wir zunachst noch weniger als den im vorigen 
Beispiel allgemein realisieren. Jedoch ergibt sich als Antwort fiir das 
an sich schon wichtige Teilproblem der Auffindung von m*(0, i) sofort 
die folgende Relation ^ 

u^{0,i) = T^{0)f = — -^/f + a?f = t-—— f ‘ - JM -dr, 

l/w dt J yt—r 
0 

wobei der Ausdruck rechts aus Nr. 2 entnommen ist. 

Im speziellen Fall der Einheitsfunktion / = ?j wird 

a / \ 

( 24 ) U^{0,t)= — • 

alAr dt\ J J 

4 . Wellengleichung. Vom Standpunkte d,es Operatorenkalkiils finden 
auch die in § i,l behandelten einfachen Ausgleichsprobleme eine neue 
Beleuchtung. Betrachten wir z. B. fiir das Intervall O^x^l das 
Problem der Differentialgleichung 


(25) = 0 

mit den Anfangs- und Randbedingungen 

u(x, 0) = Ut(x, 0) = 0; u(0, t) —i{t ) ; «,(1, f) == 0 


und setzen 

so erhalten wir fiir den 

26 ) 

mit den Bedingungen 


u{x,t) = T{x)f, 

Operator T die Differentialgleichung 


r(o) = 'i; T,{l)=o 

Es ergibt sich s}nnboIisch 

^o\p{l— x) _ 


(27) 


T{x\- 






i + e 


-tpl 


i3* 
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Oder, indem wir entwickeln 

1 

Die Realisierung des Operators ist nun auf Grund der friiheren Beispiele 
aus Nr. 1 einfach. Es ergibt sich 


(28) u{xJ)^f{t-^x)+£{-iY[f(t-x--2vl)-f(t + x~^2vl)] 


in Ubereinstimmung mit dem Resultat aus § 1, 1. 

In §,hnlicher Weise kann natiirlich auch das andere dort behandelte 
Problem geldst werden, bei dem sich fiir den entsprechenden Operator 
ergibt 

— p{l — x) 

^inpl 


(»o 




(29) 

Oder 

d. h. 


T{x) 


( 30 ) %)-{-£ \j{t-x—2vl)-f{t+x-2vl)]. 

1 ■ 


5. Methode zur Rechtfertigung des Operatorenkal- 
kiils. Realisierung weiterer Operatoren. Der Operatoren- 
kalkiil kann streng gerechtfertigt werden, indem man 
Abb. 10 . allgemein fiir unsere Operatoren eine Realisierung durch 
eine explizite Definition gibt und feststellt, dafl auf Grund 
dieser Definition die aufgestellten Rechenregeln, der Verschiebungssatz 
und das Duhamelsche Prinzip gelten, und daB diese Definition mit 
den vorher gegebenen Definitionen im Einklang steht. Durch die Ober- 
legungen von § 1, Nr. 4 wird die folgende Definition motiviert: 

Sei F{y) eine regulate analytische Function der Variahlen y = a -f- 
iru der Halhebene a > ao- Es sei L eine beliebige Parallele zur imagindren 
Achse, die in der Halhebene a > ao verlduft, bzw., falls (Xq < 0, ein „Haken- 
weg'* von der in Abb, 10 gekennzeichneten Gestalt, Existiert dann unab- 

hdngig von der speziellen Wahl von L das Integral j e^^ dy fur 
alle t>0, so definieren wir ^ 


(31) 



t 


//W ir ^ iy. 

0 L 


Eine hinreichende Voraussetzung fiir die Existenz der Integrale ( 31 ) 

00 

ist z. B.; Es existiere eine positive Funktion 0(q), fiir die f ^{q)dQ 

0 
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konvergiert, derart, daB fur alle y = oc -}- f mit a ^ ao + d, d > 0 die 
Ungleichung 

/ i 

erfiillt ist. Unter dieser Voraussetzung konnen wir alsdann in dem zweiten 
Integral ( 3 I) die Integration nach r unter dem Integralzeichen aus- 
fiihren; setzen wir dementsprechend 

D(y.t)=jf{r)e-^^dr, 

SO wird ^ 

Die Giiltigkeit der Rechenregeln ftir die so definierten Operatoren 
wird durch den Multiplikationssatz gesichert 

( 32 ) F(j>)G{j>)=FG{p), 

d. h. das Resultat der sukzessiven Anwendung zweier Operatoren F und G 
kann auck erhalten werden, indem man den der Produktfunktion ent- 
sprechenden Operator anwendet. 

Es geniigt, diesen Satz fiir die Einheitsfunktion ri{t) zu beweisen; 
dies kann verhaltnismaBig einfach geschehen unter den weiteren 
Voraussetzungen liber die Funktionen F und Es existiere in jeder 

Halbebene aSoco + d eine positive Funktion \p{q) mit konvergentem 
00 

Integral j \ f'^dq derart, daB in dieser Halbebene iiberall 

lF|^y(|/9|), |G|sy(|A|) 

gilt. Dann existieren auch die Integrale 

/-EJS und jtie 
1 1 

— das erstere wegen der Schwarzschen Ungleichung 



und die den Funktionen F, G, FG entsprechenden Integrale ( 3 I) sind 
absolut konvergent. Setzen wir nun 

^ Der Beweis mit diesen Voraussetzungen geniigt noch keineswegs fiir die 
Rechtfertigung des Kalkixls in dem notwendigen Umfange. Vgl. jedoch z. B. von’ 
Kopfenfels: Math, Ann. Bd'. 105 S. 694 ff., wo dieser Satz unter wesentlich. 
schwacheren Voraussetzungen bewiesen wird. 
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_ 1 r G id) «<' 


so wird 




Man erkennt auf Grund unsere Voraussetzungen leicht, dafi Diffe- 
rentiation unter dem Integralzeichen stets Integrale liefert, die in pinArn 
Gebiet mit ii>0 gleichmaBig konvergieren; es ist daher 

t t' ^ 

\t lu 

Hierbei sei fiir L' eine rechts von L verlaufende Gerade 
gewahlt. Der zweite Bestandteil des iimeren Integrales 
wird, wie wir aus der Abschatzung 

f 

u 

erkennen, mit wachsendem a! beliebig klein und ist 
somit iiberhaupt Null. Es folgt also 

FGr] = -^ f ^dy~L^ [ P^e^Ud. 

Abb. 11. ' 2m J y ^2mJ 6 — y 

L V 

In diesem Doppelintegral konnen wir infolge unserer Voraussetzungen 
die Integrationsfolge vertauschen^ und erhalten 




y(6—y) 


Es braucht also nur die Relation 


^ f Fir) 

Ini J y id ^y) ^ 6 


^ Es sei Lj ein endliches Intervall der Geraden L zwischen den Ordinaten — T 
und +T; dann ist 

lim —I— f Gid)e^‘dd f - fP r dy 

Li-^L(27t%YJ J y[d — y) 

L* L>i 

Die Behauptung folgt sodann aus der Abschatzung 




und aus der Konvergenz des Integrals fyf^dg 

0 
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bewiesen zu werden. Diese aber ist eine Folge des Cauchyschen Integral- 
satzes. 

Die Rechtfertigung des V erschiebungssaizes ergibt sich ebenfalls 
unmittelbar aus der komplexen Integraldarstellung. Ist F (p) ein gegebener 
Operator, also 

so ist 


L 



y-k y 


und dieser Ausdruck bedeutet 


F{p + k)ri = e--'“ F{p) 
Wegen ~ somit 

F{p + k)r] = e~^^F(p) 


Ebenso ist es leicht, bei den friiher behandelten Beispielen die 0ber- 
einstimmung der Definitionen mit der jetzigen Integraldefinition fest- 
zustellen. Es ist zum BeispieP: 


i. 



(«^1, ganz) 


Der Integrationsweg L kann in eine beliebige, den Nullpunkt um- 
schlieBende Kurve deformiert werden: daher ist 


_L — J_ 

V," ■“ «! 


df 


>vt 


!<=o 


nl * 


2 . 


3- 


_± 




- = -U f = 

a 2n% J y + a ' 

L 

f dy = e~^^ — , 

1 27it J + «’• 


^P=.^ f = f ~dy. 

' 2m J j/y 2%t J -j/y 

L L 


Ersetzen wir die Integrationsvariable y durch « = -j/y, so folgt 


^ r j ~dy = -K I e’^dx. 


2niJ 
V 


1 

ni 


^ In den nacMolgenden Beispielen ist der Kur 2 e balber F {p) fiir den Ausdruck 
F{p)r} geschrieben. 
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Der Integrationsweg L' in der y. Ebene ist (vgl. §3,3) der rechteZweig 
einer beliebigen gleichseitigen Hyperbel und ist Equivalent zu der 
imaginaren Achse. Also wird 


^ ^ j l/jji ’ 


5. 


1 


2m 


.V* 


dy = t- 


1 

2:iti 


hrdy. 


L L 

Fiir den Wert des Integrals ergibt sich ahnlich wie in 4. 

fl!*' 


und dami't 


2 m 


L. JL.dy = —l 
ni ^ m- 


j y 

L 


r(i-s) 




(s<1) 


6 . 


7. 


p2^a' 


2 m J y 1 i, 

27ci J + 


t<k 
\ \,t>k 


Deformieren wir L zu einer die Punkte ±:ia umschlieBenden Kurve, 
so wird 


P 1 

ft t ] 

1 dv = 

+ 27zi y 2ia ' 

[ y-^ia y -\-ia ) 

jay- 


(33) 


8, Als Beispiel fiir die Realisierung weiterer Operatoren betrachten wir 




Mit Hilfe komplexer Integration laBt sich das Integral rechts leicht 
auswerten und es ergibt sich 


(34) 


■]/pi 


^xyp 




^/nt 


Hieraus erhalten wir die Realisierung des schon friiher gesuchten Opera- 
tors folgendermaBen 


also 


= fpe-’^rp 1 = ft, 

yp yn 


e-xyp 

dt 


^■Jt—rdr = ■' 

ynr yjr ^ ^ , 


J 

it 


■\/T{t-r) 


■ dr. 


0 


0 
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9. Als andere Anwendungen unseres Realisierungsprozesses, welche 
man leicht nachprlifen kann, seien die folgenden Formeln erwahnt 


( 35 ) 




2 7ii 




y-/ 


;«^7 = /o(^ 0- 


Diese Formel fiihrt zu einer interessanten Anwendung des Multiplikations- 

satzes. Zerspalten wir den Operator , in die drei Produkte 

^ + 


^ ^ 1 P P 

+ p ’ 

SO liefert die Anwendung des Duhamelschen Prinzips 


t 

=/ /o{«(*'-T)) /oMdr. 
0 


Andererseits ist nach Beispiel 7 

p sin a i 

~p^ '+~a^ ~~~a ■ 

Wir erhalten also unmittelbar das folgende Integmltheorem fur Besselsche 
Funktionen: 

( 36 ) / /o (a it-T)) Jo (ar) dr = . 

0 

10. Endlich betrachten wir (vgl. hierzu Bd. I, 2. Aufl., S. 134) die 
Abelsche Integralgleichung 

t 

(37) (0<a<l) 

0 


Als Operatorengleichung geschrieben lautet sie 

pf = r(i~a)py, 

also ihre Apflosung 


(p: 


r(i-a) 


p^-f 


Oder ausgeschrieben 

(38) 


m 


Wegen r{a.) P(l— a) = Ubereinstimmung mit dem 

Resultat in Bd. I, S. 134 


(p(t) 


sin Jig d r _/(t) , 

' j* dt J (i— t)!"” 

0 


( 39 ) 
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§ 3. Zur ailgemeinen Theorie der Ausgleichsprobleme. 

Die Uberlegungen der vorangehenden Paragraphen enthalten zwar 
die Methode, nicht aber eine voUstandige Begriindung der Operatoren- 
theorie. Es bleibe dahingestellt, ob nicht dem Charakter dieser Theorie 
die Entwicklung der Meihoden angemessener ist, als die von iibergeord- 
neten auf dednktive Anwendung hinweisenden Satzen. Die Operatoren- 
methode ist mit gleicher Einfachheit auf die verschiedenartigsten Pro- 
bleme anwendbar. Eine Unterordnung alien dieser Mdglichkeiten unter 
einen umfassenden Satz scheint jedoch zum mindesten komplizierte 
Formulierungen zu erfordem. Wir verzichten hier auf eine voUstandige 
Durchfuhrung eines solchen Versuches, wollen aber durch Verfolgung 
des in § 1, Nr. 4 gegebenen Ansatzes wenigstens einen Schritt in dieser 
Richtung tun. Wir zeigen nicht nur, wie die Methode begriindet 
werden kann, sondem formulieren auch einen Satz, dem sich schon ver- 
haltnismSEig komplizierte Beispiele unterordnen. Dabei wird die vor 
allem von G. Doetsch zu ahnlichen Zwecken benutzte Laplacesche Trans- 
formation in den Vordergrund treten^. 

1. Die Transformation von Laplace. Zu den Laplaceschen Trans- 
formationsformeln kann man sofort gelangen, indem man in den beiden 
Scltzen iiber die Mellinschen Integralformdn (Bd. I, 2. Aufl., S. 87) die 
Variablen x durch und die Funktion g{x) durch g (e~ '‘) = <p [x) 
ersetzt. Wir wollen jedoch den Beweis fxir die Laflaceschen Umkehmngs- 
formeln noch einmal unabhangig unter etwas enveiterten Voraussetzungen 
fiihren. 

Satz 1. Essei in einem Streifen a.<a<^ der Ebene der komplexen 
Variablen s = a-{-it die Funktion q> (s) regular analytisch. In jedem 

schnuderen Streifen (/.-{- 6:5a ^ ('(5>0, beliebig fest) tnoge es eine 

00 

positive Funktion 0 [q) geben, so da^ j0{Q)dQ existiert und dap uberall 

0 

in diesem Streifen 

{!) [9(s)|^0(|t|) (5 = <y + zr) 

gilt, Dann existiert fur reelle x und festes a 

a +100 

(2) yj{x)=^-lj j e^^(p{s)ds, 

a — ioo 

und es gilt im Streifen (x.<a<P 

(3) <f{s)=ff{x)6-=‘’‘dx. 

— 00 


^ Vgl. ein demnachst in dieser Sammlung erscheinendes Werk dieses Autors. 
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Satz 2. 1st y}{x) eine fur reelle x stUckwsise glatte Funktion und ist 

00 

fur a < cr < /? das Integral f'tp{x)e~^^^dx ahsolut konvergent, dann folgt aus 

— CO 
00 

(3) <p(s)=fip{x)e-’‘^dx; a<ff</5 

— 00 

die Umkehrung (2). 

Zusatz. Ist ^ = 00, ist also (p{s) in der ganzen Halbebene axx, 
regular und den ohigen weiteren Voraussetzungen unterworfen^, $0 wird 
'ip{x) =^0 fur x< 0 , Es gelten also in diesem Falle die reziproken Formdn 

cr + too 

ff — ic» 

CO 

<p{s) =f‘ip(x) e~’“‘dx. 

0 

Wir beweisen zunachst Satz 2. Es sei 

a + iT T 

J = y 9)(cy + iT)fi‘"(iT. 

or-iT —T 

Fiir (p((T + i r) tragen wir den Wert 

— 00 

ein und erhalten r oo 

Wt(x) = ^ J dr J y}($) • 

-T -00 

oo 

Da nun f{x) e~^° stuckweise glatt ist und f\y){x)\e~^'’dx fiir jedes 

— 00 

feste a des Intervalles a < cr < (3 konvergiert, so strebt auf Grund des 
Fourierschen Integraltheorems (vgl. Bd. I, S. 65ff.) mit wachsendem T 
das Integral j oo 

-T -00 

gegen den Wert ip (x) er” * und somit ipx (x) gegen ip {x), wie behauptet wird. 

Um Satz 1 zu beweisen, bMen wir das unter unseren Voraussetzungen 
im Intervall a < cr < /3 absolut konvergente Integral 

00 

^ytf f 

y(A;) = — / (p{a + ix)e*'’* dr. 

— OO 

^ Insbesondere existiert ein 0 ( q ) fiir alle + 
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Wir zeigen, daB dieses Integral von o nicht abhangt. Nach der iiblichen 
Betrachtungsweise auf Grand des Canchyschen Integralsatzes ist dies 
der Fall, wenn das Integral 

J= 1 + + 

<71 


liber ein zur reellen Achse paralleles Geradenstiick der festen Lange 
(T 2 — ffi > 0, welches ganz im Streifen a + i5scrS/S — (3 liegt, gegen Null 
strebt, falls |r| erne passende liber alle Grenzen wachsende Folge |ri[, 
ITjI, . . . durchlauft. Dies letztere jedoch folgt aus der Abschatzung 





T 



Of 

WT^ 


\q}{a + iT)\da^e'‘^‘’--0{\T\) (ffa— Ci)- 

Ol 

00 

Wegen der Existenz des Integrals j0(Q)dQ muB 

0 

es namlich zum mindesten eine Folge von Werten 
7^, Tg, . . . geben, fur welche 0 (j r|) gegen Null strebt. 
Aus der Gleichung 

00 

y)[x) J (p{o—iT) 

— 00 


Abb. 12 . folgt, dafi {%) e~'^^ die Fouriersche Transformierte 
zu der in r sicherlich stiickweise glatten Funktion 
(p{a--ir) ist; somit wird nunmehr wegen der Konvergenz des Inte* 


00 

grals f \(p{(T—it)\dr, nach dem Fourierschen Umkehrtheorem 
—00 


(p{a — ix)=Jf{x)e ^’’'^''‘^dx, 


d. h. 

oo 

9 ? (s) = J f (x) dx, 

—00 

wie behauptet’ war. 

Um noch den Zusatz zu beweisen, bemerken wir, daB unter dessen 
Voraussetzung die fur alle' o'^a + 5 und alle x giiltige Abschatzung 

00 

(5) \w{x)\<e*'’~j0{Q)dQ 

0 

gilt. Ist X negativ, so wird die rechte Seite mit hinreichend groBem o 
beliebig klein, und es folgt somit 

y){x) = 0 fiir x<0, 

wodurch der Zusatz bewiesen ist. 
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2 , Losung der Ausgleichsprobleme mit Hilfe der Laplaceschen 
Transformation, Wir sind nunmehr in der Lage, in waiter reichender 
Weise als in § 1,4 unser Ansgleichsproblem I aus § 1 zu losen auch 
unter der Voraussetzung, daB der Anfangszustand nicht der Ruhe- 
zustand ist. Die Losung beniht darauf, daB dieses Problem I auf ein 
anderes, II, mit einer unabhangigen Veranderlichen weniger zuriick- 
gefuhrt wird, mit welchem es auf Grund der Laplaceschen Transformation 
und ihrer Inversen Equivalent ist, und welches sich in vielen Fallen einer 
einfachen expliziten Behandlung als zuganglich erweist. Dafilr ist es 
erwiinscht, die Voraussetzungen, unter denen unsere Transformationen 
vorgenommen werden, so weit zu halten, daB die praktisch in Anwen- 
dungen vorkommenden Falle tatsachlich einbegriffen bleiben. 

Wir stellen fur die zu betrachtende Losung u(Xyi) des Problems I 
die folgende Forderung: es gibt eine reelle Zahl OC0 derart, daB mit 
wachsendem t die Funktionen 


( 6 ) 


{x, t) e~ 
[x, t) e- 


gleichmaBig in x beschrankt bleiben, wenn t iiber alle Grenzen wS.chst. 

Unter dieser Bedingung existiert fur 3ty = a>ao die Laplacesche 
adjungierte Funktion ^ 

Ju{x,t)e-y*dt 

^ 0 


und stellt in der Halbebene a xz^ eine regulare analytische Funktion 
von + dar. Fur- die Ableitungen dieser Funktion erhalten wir 
auf Grund unserer Voraussetzungen 

7 = / 

0 

00 

= fu.^e-yUi. 

0 

Ebenso folgem wir aus diesen Bedingungen, daB auch die Laplaceschen 
Adjungierten der Funktioiien lit cxistieren. Zunachst ist 

T r 

f Uf (x, t) er'i* dt = u [x, T) 95 [x) + yfu {x, t) e~'^^dt. 

0 ■ 0 

Aus der Konvergenz der rechten Seite fiir T-^-cxd bei > a* folgt die 
der linken Seite, also wird 

00 

y Ute-^y*dt = v{x,y)—<p{x). 

0 
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Aus der Differentialgleichung = L[u] foigt sodann im hyper- 

oo 

bolischen Falle wegen a>0 auch die Exist enz des Integrals dt, 

0 

und zwar ist 

00 

J Uii dt^y[v — q)) — ip. 

0 

Multiplizieren wir nunmehr die Differentialgleichung (10) in § 1 
mit und integrieren nach i von 0 bis oo, so entsteht fiir v die 
inhomogene gewohnliche Differentialgleichung 

L \v] + [ay'^ + hy) (p-\- ayxp = (ay^ ’\-by)v , 

welche iibrigens homogen wird, wenn zu Beginn der Ruhezustand herrscht. 
Aus den Randbedingungen des Problems I folgen in analoger Weise 
fiir die Funktion v [x, y) die Randbedingungen 

00 

v[Q,y)=yjf{t)e--‘'Ht 

0 

QV^ = {a—Xy)v-\-Xy(p{l). (x — l) 

Es entsteht also fiir die Funktion v der unabhingigen Veranderlichen x 
und des komplexen Parameters y das folgende Randwertproblem einer 
gewohnlichen Differentialgleichung 

Problem II. 

j (7) L[v] -{- {ay^ + b y) q) ay ip = {a y- b y) V 

v{0,y)=^yjf{t)e-y‘dt 
0 

QV^={a—Xy)v + Xyq:i{l}. {x = l) 

00 

Dabei sei / {t) fiir i ^ 0 stiickweise glatt und das Integral f f(t)e~^^dt 

0 

fiir a>ao absolut konvergent. (p{x) und 'tp{x) seien stetige Funktionen 
fiir O^x^L 

Wir folgem hieraus sofort : Falls Problem II zu jedem y = a + i mit 
a > a<) eine eindeutig bestimmte Losung besitzt, so gibt es hochstens eine 
Losung des zugehorigen Problems /, welche den Forderungen (6) genugt. 
Da namlich unter unseren Voraussetzungen die Laplacesche Trans- 
formation eindeutig umkehrbar ist, miiBten zwei verschiedenen Losungen 
des Problems I auch zwei verschiedene Losungen des Problems II 
entsprechen. 

Noch wesentlicher als diese Bemerkung jedoch ist die Tatsache, daJ3 
mit Hilfe der Umkehrformeln von Laplace aus der Losung des Problems II 
die Losung des Problems I gewonnen werden kann. Es gilt namlich 
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der folgende Satz: E$ sei v{Xyy) eine im Bereich sietige, mit 

stetigen Ableitungen nach x Ms zur zweiten Ordnung versehene Losung 
des Problems IP Fur jedes ^este x dieses Intervolh sei v[x^y) in der 
Halbebene SR y > aQ der komplexen y-Ebene iiberall regular. Es gelte ferner: 
In pder Teilhalbebene + — aus welcher im Falle oto<0 der 

Nullpunkt dutch einen beliebig kleinen fasten Kreis ausgeschlossen ist — 
und in 'jedem fasten Teilhereich eine Ungleickung der Form 


( 8 ) 


^(^3 y)\ 




wobei j 0 {Q)dQ existierL Wird nun dutch das Integral 
0 

( 9 ) u{x.t)=:-L. fl^ey‘dy 

2JCt J y * 


eine. im Bereich OSx^l, t^O, + fs>0 beliebig klein) sietige 
und im Bereich Q<x^l, i^Q mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen 
versehene Funktion u dargestellt, so ist u die Losung des zugehorigen 
Problems I. Der Integrationsweg L ist dabei eine beliebige Parallele 
zur imaginaren Achse, die ganz im Streifen a > ao verlauft, oder, falls 
ao< 0 ist, ein ,,Haken“weg von der in Abb. to, § 2, 5 angegebenen Gestalt^ 
Zum Beweise zeigen wir zunachst, daB u{x, t) die Differentialgleichung 
erfiillt. Hierbei wie auch nachher bei der Verifikation der Rand- und 
Anfangsbedingungen bedienen wir uns des schon mehrfacb in § t er- 
wahnten Kunstgriffes, um die notwendigen Differentiationen ausfuhren 
zu konnen. Wir bilden zunachst die Hilfsfunktion 


(10) w{x,t) = ^^ 

Diese Funktion kann fvir t^O wegen der Voraussetzung (8) 

durch Differentiation unter dem Integralzeichen zweimal nach der Zeit t 
differenziert werden. Insbesondere ist 


Wtt — ‘U.{X, t). 


Andererseits ist wegen der Differentialgleichung (7) 'auch 



ein im Bereich s^x^l, s^t^T gleichmaBig konvergentes Integral. 
Hieraus folgert man, daB 


Llw] 



^ Aufgabe; Man identifiziere dieses Ergebnis mit der Darstellflng der Losung 
durch das Duhamelsche Integral aus § i, Nr. 2. 
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gilti. Daher folgt nunmehr 

i f r 

aWtt + bwt—L[w] = ^^ J -3 [{ay^ + hy)v-L[v]]dy. 

L 

Also infolge der Differentialgleichung (7) 

1 

awtt + bWt~L[w]=-j^ J ■^[(ay^ + by)<p + ayy}]dy 

Oder ^ 


(11) aWfi + hWi’—L \w] = + (69? + a'ip)t. 

Differenzieren wir zweimal nach t — dies ist moglich, da u{x, t) 
selbst als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt wurde — , so ent- 
steht fiir u die Differentialgleichung autt + hut = L[u\, und zwar fiir 
alle t mit 0 < t > 0. 

DaB u im Punkte = 0 die Randbedingung u (0, = / (jf) erfiillt, 

folgt unmittelbar aus dem Umkehrtheorem und aus der fiir ^>0, 
Q^x^l vorausgesetzten Stetigkeit von u{x, t). 

Im Punkte x = l folgt zunachst fiir die Hilfsfunktion w die Bedingung 

(iw, + Xwt—<rw==-^ I y < 7 )^^] dy 

L 

und daraus durch zweimalige Differentiation nach t 

Qu^ Xut-—au = 0. 


1 Es geniigt nachzuweisen, daB 

1 f P^XX+^'^X Vt J u I 

dy = fw,, + qw„ 


Oder, -wegen ;^ > 0 , daB 


Q: 




2nt J Y 


X 

I 


~dx 


P 


gilt, wobei P (x) = gesetzt ist. 

Durch Integration des gleichm^Big konvergenten Integrals 

folgt leicht 

X X' X 

j 4^) J ~ ^ W J 


wobei A (t) von x nicht abhangt. Differentiation der letzten Gleichung liefert 
dann diiekt Q = {Pwx)x^ 
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Um endlich die Anfangsbedingungen zu verifizieren, beachten wir 
zunachst, daB wegen 




und wegen der Voraussetzung (8) sowoM w{x,0) als auch w,{x, 0) fiir 
x>0 verschwinden. In der Tat gelten die Abschatzimgen 


0 

oo 


aus denen fiir a oo die Behauptung folgt. Da w und Wf, sowie ihre Ab- 
leitungen bis zur zweiten Ordnung infolge der Voraussetzungen iiber 
u{x,i) im Gebiete Q<xsl-, t^O stetig smd, so verschwindet fiir 
t~*0 auch L\w] und TM, und die Gleichung (11) geht iiber in 

(12) a[wtt{x, 0)—(p{x)'\ — a{u{x, 0)—f{x)) = 0. 

Durch Differentiation von (11) ergibt sich fiir i! = 0 

— + biit>n~q>) = 0 

(13) a{ut(x, 0)~y) (X)) +h(u [x, 0) —(p{x)) = 0. 

Hieraus folgt im Falle <*4=0 

u{x, 0) = (p{x); Ui{x, 0) = y){x) 
und im Falle a = 0, i =t= 0 

u{x,0) = f{x), 

womit der Beweis zu Ende gefuhrt ist. 

SchliefiUch sei bemerkt, daB wegen (8) fiir « die Abschatzung 


\u{x,t)\^-l^d^*j0{Q)dQ 


besteht, giiltig fur beliebiges afeoco- Fb.r t<0 folgt daraus 

(14) u{x,f)^0 

und fiir #>0 


i{x,i)\^^ef^*f0{e)(iq. 


Courtuat-Hilbert, Mathcmatische Physik II, 


14 
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was zeigt, daB die anfangs fiir unsere Funktion u gemachte Voraussetzung 
(6) bei der nunmehr konstruierten Losung auch tatsachlich erfiillt ist. 

3. Beispiele. Warmeleitungs- und Kabelgleichung fiir endliche 
Gebiete. 1. Die Warmeleitungsgleichung. Als erstes Beispiel be- 
trachten wir die allgemeine Warmeleitungsgleichung 
(16) Ui = u^^—ru (r = konst.) 

im endlichen Grundgebiet fiir die Anfangsbedingung 

(16') u[x,(S) = 0 

und die Randbedingungen 


( 16 ") u{Q,t) = \] QUx + Xut = au{x = l). 

GemaB unserer allgemeinen Regel losen wir zunachst 
Problem II der gewohnlichen Differentialgleichung 

(17) — 

mit den Randbedingungen 

(17') v{0,y) = i. QV^= {a—2.y)v. 

Diese Losung lautet 

gxgof ^ {l—x) + (Ay — g) (/ — ^) 


( 18 ) 


v{x, y) = - 


Q X Sof xl+ (Xy — a) ©in x I 


das folgende 
(«2 = y + r) 


(X = l) 


und ist, als Funktion der komplexen Variablen y = a. + betrachtet, 
in jedem Gebiet der Halbebene 31y> — r regular, welches keine Null- 

stelle des Nenners „ , 

xi + (Ay — o')@inxi 


enthalt. Diese Nullstellen geniigen nun der Gleichung 
( 19 ) — mit g (jc) = 

Xx’‘ + Qx — (Xr + a)‘ 

und ihr Realteil kann bei gegebenen, nicht sdmtlich verschwindenden 
X Q, a eine gewisse Schranke Oq nicht iiberschreiten. Denn gabe es 
andemfalls eine unendliche Folge von Nullstellen y„ = l/xv— r, deren 
Realteil gegen oo wachst, so wiirde fiir sie die linke Seite von (19) iiber 
alle Grenzen wachsen, die rechte aber beschrankt bleiben. 

Hieraus folgt, daB v{x,y) in einer gewissen Halbebene fRy>ocQ 
regular ist. Auf jeder Parallelen Z zur imaginaren jS-Achse, die ganz in 
dieser Halbebene verlauft, gilt nun fiir den Realteil von x = j/y + r die 

‘ I /? j 

^ 0. Schreiben wir daher 


Relation lim 91 « 

!i3|*->oo 


f 


( 20 ) 


v{x,y ) : 


1 — e{x)e~ 

so erkennen wir, daB im Intervall 0 < 5 = 


Zxl 


die Ungleichung 


( 21 ) 


\^(x.y)\-^ 


! Cq 0 


^Cn 
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besteht, wobei die Konstante Q von x nnd ^ nicht abhangt. Hieraus 
folgt sofort, daB v[x,y) der Voraussetzung (8) des aligememen Satzes 
ans Nr. 2 genligt. Entsprechende Ungleichungen bestehen auch fiir die 
Ableitungen der Funktion v\ 

cl/S 

(21') \v,[x,y)\^C^^\^'.e 

Infolge (21) und (21') stellt nun das Integral 

L 


im Gebiete 0<x^l; t^O eine stetige, mit stetigen Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung versehene Funktion U [x, t) dar. Konnen wir also 
weiter noch die Stetigkeit von U bei Annaherung an einen Punkt t > 0 
der ;{-Achse zeigen, so ist nach dem aUgemeinen Ergebnis von Nr. 1 


( 22 ) 



K [I'—x) + (Ay—cr) Sinx 
Qx^o\xl + (Ay — O') ^inxl 


y 


dy 


die gesuchte Losung von (16). 

Um die Stetigkeit von U zu beweisen, schreiben wir 


U[x, t ) : 


2nt 




1 “ 8 («) e' 


- 2 «z 


dy 


+ 


-xfpTr _ -xiy 


2n% 


dy- 


-xyy 


271 % 


• dy , 


Die beiden ersten Integrale sind im ganzen Gebiet gleich- 

maBig konvergent — dabei das zweite wegen der auf L giiltigen Un- 
gleichung 

1 xr 1 


^^x^y+f e^x]/y 






Vlvl’ 


wobei C von x und y unabhangig ist; beide konvergieren mit x gegen 
Null. Das dritte Integral aber besitzt [vgl. §2, Formel (34) ff.] den Wert 

t 


/JC* 

e~^ 
T/t (i — 1 


• dr und nahert sich fur f > 0 mit x-^-O stetig deln Wert 1 . 


Fiihren wir in (22) an Stelle von y die Integrationsvariable }c=']/y + r 
ein, so geht (22) iiber in 


( 23 ) 


Uix.t) 


e ^ /* gxSo[ x {I ~ x) + (Xy — a) ©itt x{l — x) 2x ^xH 

2niJ px®ofxZ+(^y — a)®\nxl x* — r 

V 


14 * 
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wobei nunmehr U das Bild der Parallelen L in der ;!^ = c; + ir-Ebene 
ist, also eine gleichseitige Hyperbel 


SRy = = cr^—T ^ — r = konst. > qcq. 

Man erkennt jedoch auf Grand des Cauchyschen Integralsatzes leicht, 
daB man auch in der ^ij-Ebene als Integrationsweg eine beliebige wiederum 
mit L bezeiclinete Parallele zur imaginaren Achse wahlen darf, welche alle 
Nullstellen des Ausdnickes — r) « Eof > 1 ; / + 
(ly— cr) zur Linken laBt. 

Wir betrachten insbesondere die Randbedin- 
gungen 

(24) /) = 0 bzw. u{lj) =0. 

Im ersten Fall ist £(>t;) = — i, im zweiten Fall — 
der iibrigens wegen u [1, 0) == 0 die nur scheinbar 
allgemeine Randbedingung Xut=^ a u mit er- 
ledigt — ist a(«) = +l, Wir behandeln beide 
Falle gleichzeitig, indem wir in (20) die Funktion e{^) als Konstante 
ansehen und ihr nachtraglich im Resultat die Werte e = —\ bzw. 
s = + i erteilen. 

Urn die Darstellung von U zu vereinfachen, benutzen wir die Ent- 
wicklung 00 



Abb. 13. 


i^ee 


-2x1 


£ e 


die fiir alle x mit positivem Realteil konvergent ist, und erhalten so 


(25) 
und 

(26) 


V {x, x) 




00 

x{x-^2vl) g><ix — 2vl) 


U{x,t) = ~^ J «-"(*+ 2 ’'')—^ 


L L 


00 

0 


2vl) 


2x 




In dieser Reihe kdnnen wir fiir / > 0 Integration und Summation ver- 
tauschen^. Differenzieren wir alsdann (26) nach t unter dem Summen- 
und Integralzeichen, so entsteht eine fur t^d>0 gleichmaBig kon- 
vergente Reihe von gleichmaBig konvergenten Integralen, und es folgt 
somit 


^ Denn ist % {x, x) der Abschnitt der Reihe (25) und x = a 4 - z a > 0, 
so gilt I V ~ ^ C . (j yon x und x unabhangig. Also konvergiert 


00 

~ f {v-Vn)~~--e>^idx\':<y- f — 

2m J — r \~27t J 




fiir 00 mit wachsendem n gegen Null. 
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I ^ j 

= 2 ^ ^ £7 e~ ”<* + 2 ./) 2 dx-^B’je^ 


0 L 


1 L 


WSJilen wir nunmehr fiir L die imaginare Achse selbst, so entsteht 
fiir Ut nach leichter Umformung die Darstellung 


Uf 


Oder 


(27) 


WJ 0 < 

— 00 —00 




8 y . 

ynt 


{x^^vlY 

it 


jx + lvl)* 


— 00 

Wegen U {x, 0) = 0 folgt endlich U selbst durch Integration von (27) : 
U(x,t)=JUr{x.T)dr. 


Die Funktion 


(* + 2»J)* 


( 28 ) 




aus der sich U {x, t) in einfacher Weise vemioge der Formel 


(29) 


U{x,i)==--^\fe-''^F{x,r-,l)dr 


berechnen laBt, laBt sich durch die elliptische d‘~Funktion 


(30) 


#(2,t)= £ 

n = — 00 


ausdriicken. Es sei zunachst e = 1 ; dann folgt aus der in Kap. Ill, § 6, i 
abgeleiteten Transformationsformel 


( 31 ) 

und daher 

(32) 


F{x.f.J)={'^e 


\ ^ I % . n \ 

F{x,i', l) = — 


Im Falle e = — 1 Mt sich die entsprechende Funktion F-y{x, <; Z) leicht 
in der Form 


( 33 ) F, {X, f,l)=F{x.f,l)- 2 F{x + 2 l,f, 2 l) 
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aus F gewinnen. Nach leichter Rechnung ergibt sich 

(34) = 


(35) “■'0(^(3+>'’-); •'?)■ 

Wir konnen die Formeln (3-1) und (34) ausnutzen, um eiae andere 
Darstellung der Funktion U zu gewinnen. Tragen wir diese Reihen 
in (29) ein, so ergeben sich nach Integration unter dem Summenzeichen 
unter Berucksichtigung der im Intervall 0<x^l giiltigen Fourier- 
entwicklungen 


ein^rl 

0 


. 71 

sm y 


(So[ ]/y / 


-I'” 



( . 7t 

/ 

, 1 \ 

'("+3, 

)smj 

{ 

«+ 2,)^ 



1 

\® 71^ 


u+ 


■) 


sofort die Darstellungen 

(3.) !"<*■'> 


v[x, t ) = 

@m yr l * 


00 

I 


71 Sin ~;~n X , 

L__r 




U{x,t} 


Sof ■/»' {I — x) 


©of i/f I 


2n -ft 

~W^ 


ow 

I 


n+.%in^n + ^\x 






{U,{l,t) = 0) 


Sie besagen, daB sich fiir t-*oo die Grenzverteilungen 

(39) U- ^inT/rf i-or) ©of ]/>' (Z - ;*) 

©in ]/f l Sof "j/f I 

einstellen. 

Fiir ein unendlich ausgedehntes Intervall erhalten wir axis (37) Oder 
( 38 ) den Ausdruck 


= di 

y »■ + f » 


(40) 
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und speziell im Falle r = 0 


(41) 


OO 

U = i-2 J 
0 
OO 



xjyTt 


2. Die Wellen- und Telegraphengleichung, Wir behandeln 
als weiteres Beispiel die Telegraphengleichung 

(42) Uit = u, (r = konst.) 

fiir die Anfangsbedingungen 

(42') u [x, 0) = Ut [x, 0) = 0 

und die Randbedingungen^ 

(42") u(0.t)==^; Qu^ + Xuf = au{x = l). 


Das zugehdrige Problem II lautet 

I (43) 

I (43') ^ (0- y) = Q'>x = (<y— Ay) v{x = rj, 

wobei hier 

= y2 ^ r2 


zu setzen ist. Die Losung ist gegeben durch 


(44) 

wobei nun 

(45) 


/ \ _ Q>t<lD^x(l—x)+{Xv—a)®mx{l—x) j 

' * Qx Sof (Ay — cr) (5iti « I y® 

~ !-£(«)«- 2’*' y®’ 


e(«) =i 


A _ y2 
Ai/x^ — r® + ^ 


ZU setzen ist. Wie fniher erkennt man, daB ein ao>0 existiert, so daB 
der Nenner in (44) in der Halbebene 9iy>ao keine Nullstellen mehr 


^ Wir konstmieren hier statt der Stoflfunktion U {x, t) die Funktion {x, t) 
(vgl. § 1,2), Tim auf Grand des Satzes von Nr. 2 von vornherein sicher zu sein, 

daB das zugehOrige Integral — f ^ ev* dy die gesuchte Losung darstellt. 

27tt J y 
L 

Die Voraussetzungen jenes Satzes warden nicht Mr das zu U (x, t) gehdrige Inte- 

CJ (x t) 

gral erfiillt sein. Nachtraglich jedoch kdnnen wir U in der Form U (x, t) = — 
aus Uj erhalten. 
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besitzt und daher v dort xiberall regular ist. Auf jeder in der Halbebene 
31 7 ^ a 0 + (5 verlaufenden Parallelen L zur imaginaren Achse gilt 


V {x, y) A 

\~Y~ 


wobei A>0 und B>0 von x und y unabhangige Konstante sind. Hieraus 
und aus entsprechenden Abschatzungen fiir 
leicht, dafl durch 


y 


und 


erkennt man 


(46) 


U,{x.t). 


27lt 


ey^dy 


L 

eine im Gebiete stetige, mit stetigen Ableitungen erster 

und zweiter Ordnung versehene Funktion dargestellt wird. Diese Funk- 
tion ist somit die Ldsung von (42). 

Wir behandeln wieder die Spezialfalle^ 


I — 0 i s (k) — 1 


entwickeln wie friiher v in die Reihe 


(48) 


00 00 

V{x,y) = + 

0 1 


und tragen diese Reihe in ( 46 ) ein. Da gliedweise Integration, wie man 
unmittelbar erkennt, erlaubt ist, so entsteht eine Reihe der Form 


(49) U^{xJ) = S{xJ) + ^£'’[S{2 vI + x,t)~-S{2vl—xJ)], 

1 

wobei S(x,t) durch das Integral 

(50) S lx, t) = - - . L- +> + y ‘ ^ 

bestimmt wird. ^ 


Im Falle z = o folgt sofort 


also 

(51) 

und endlich 




S{x,{) = S{t~x) = 




0 ,t<x 


(52) 173 (^, ^) == S (^- ;t) + -S e" [S{t^x-^ 2vl)^ S{t ^ x--2 vl)] 

* 1 


^ Ein weiterer wichtiger Fall ist der der sog. „Anpassung“ = der aller- 
dings nur bei r = 0 durch <7 =» 0 und A — ^ reaiisiert wcrden Icann. In diesem Falle 
treten keine ,,reflektierten‘' Wellen auf. 
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in Ubereinstimmung mit unseren friiheren Resultaten in § 1 , i fiir den 

Spezialfall /(^)=— , ^> 0 . Da in der Reihe (52) jeweils nur endlich 

viele Glieder nicht identisch verschwinden und jedes dieser Glieder 
stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung und stiickweise stetige Ab- 
leitungen dritter Ordnung besitzt, so erhalten wir durch Differentiation 
unmittelbar die Funktion U fiir r = 0 , namlich 

CO 

U{x, t) —r]{t~x) + 2!!£''{'ri(t—x—2vl)—rj{i-\- x~2vl)), 
wobei ” = ^ 

r){t) = 1 , i >0 


gesetzt ist. 



1\ X 

Abb. i4. 


= 0 , t<0 



Abb. i5. Abb. 16. 


Zur Berechnung des Integrals (50) im Falle r + 0 fiihren wir an Stelle 
von y vermoge der Gleichung 

y = ircosq} 

die GroBe 9 ? = cr + ir als Integrationsvaxiable ein; es folgt 

(53) 

L' 

Dabei ist L' das Bild der Geraden L in der 99 -Ebene, d. h. die Kurve 
5ft [i r cos f) = konst. > a# , 

deren Gestalt in Abb. 14 gekennzeichnet ist. Ist nun t<x, so wird 
der Realteil des Exponenten 

i r{ixsm<p ^ cos??) , 

d. h. der Ausdruck 

(54) rsino'{i ©itiT— afSofr) 

ina Unendlichen des Gebietes Q<a<n’,t>0 negativ unendlich, so daB 
L' auf ein doppelt durchlaufenes Geradenstiick (vgl. Abb. 1 5) in diesem 
Gebiet zusammengezogen werden kann. Daraus folgt 

(55) S(:r,0 = O. 


(<<«) 
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1st i>x, so wird (54) im Unendlichen des Gebietes — jr<ff<0: 
T>0 negativ unendlich, and L kann zu einer den ganzen Streifen 
— n<a<i!t berandenden Kurve L" ausgezogen werden (vgl. Abb. 16). 
Wegen der Periodizitat des Integranden in (53) erhalten wir 

( 56 ) 


wobei die Punkte ± in einem nach unten offenen kleinen Halb- 
kreis zu umgehen sind. 

Es geniigt mit S = -— /^ die Funktion 

n 

(57) = + 

^ ^ ^ iTtf* J COS^99 


zu berechnen. Fur deren vierte Ableitung nach t aber folgt sofort 


It 

n 


Fiir t = X verschwindet nun sowohl f{x, t) wie die Ableitungen nach / 
bis zur dritten Ordnung. In der Tat, setzen wir in (57) ^ und fiihren 
z = als Integrationsvariable ein, so folgt 


wobei als Integrationsweg der Einheitskreis der z-Ebene zu w^len ist 
und die Punkte z == ± durch Ausbiegen nach innen zu umgehen sind. 
Es folgt sofort t{x, x)=0; entsprechend ergibt sich das Verschwinden 
der Ableitungen fiir x, Somit erhalten wir 

t 

/(*. 0 = jj-/ (^— r)®/o dr 

X 

und daher als Endresultat 


( 58 ) S(x,t)=-^J^l^J,{r-^ri-x^)dr-. 

X 

S{x,t)=0. 

Fiir den Spezialfall r = 0 gewinnen wir natiirlich das friihere 


S (x, t)=0 


(t>x) 

{t<x) 

Resultat 

{t>x) 

(t<x) 


wieder. 
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Auch im Falle r + O besitzt infolge (58) die Reihe (49) nur endlich 
viele nicht identisch verschwindende Glieder, von denen jedes mit stetigen 
Ableitungen bis zur zweiten und mit stiickweise stetigen dritten Ab- 
leitungen versehen ist. Infolgedessen ergibt sich dutch Differentiation 

fur die Stofifunktion U = der Ausdruck 


(59) 


00 


U{x, t) = S{x,t) + ^8^ [S{2vl + t)^S{2vl-xJ)], 

1 


wobei nunmehr 
(59') 


S {x, t) 


X 

= 0 


{t>x) 

(i<x) 


zu setzen ist. Diese Funktion lost das Problem (42) fiir die Randbedingung 
!7(0,t) = l. 

Wir konnen fiir die Funktion U (x, i) leicht noch eine andere Dar- 
stellung gewinnen, die in Analogic zu den Entwicklungen (37) und ( 38 ) 
in Beispiel 1 steht. Dabei wollen wir allerdings auf die Rechtfertigung 
der vorzunehmenden Vertauschungen von Grenzubergangen verzichten. 
Wir gehen aus von den urspriinglichen Integralen 


bzw. 


U(x,t) 


1 iLdv 

2niJ (^D\yJ “ y ^ 


L 



^inxl 





(U{l,t) = 0) 


und benutzen die im Intervall 0<x^l giiltigen Entwicklungen 


„ . V ' ft sin — nx 

@tn X (I — x) _ 271 \ I 


und 


Sof — jr) _ 271 






Tragen wir diese Entwicklimgen ein und integrieren gliedweise, so ent- 
stehen wegen x* = y* + r* nun Einzelintegrale vom Typus 


1 f ey^ 
iTii J y(y* + r* + »»*) 

i 


dy. 
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Schreiben wir 


i 

_i n V ^ j 

1 1 

y{y^ + i^ + in^) 

m^ + l^ yy 2 \ “ 



so folgt sofort 

, . yt 2sin2™l/m2 + r2 

1 / 7 2 

J y {y2 -h ^ + 


und somit die Reihenentwicklung: 



Im Limes / -> oo werden hieraus die Integrale 

00 

(60) = 

0 

Im Falle r-»-0 ergeben sich die Summen 



Die zweite der Summen (6i) laBt sich iibrigens vermoge des ersten 
Bernoidlischen Polynoms 

00 

D 1 1 sm27tnt , . 

1 

in der Form 

(62) 6r.(*,,) = B.(i^) + )5.(£-^)_2S.(i) 

darstellen. 
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Es sei die Aufgabe gestellt, diese letzten Formeln (6l) und (62) 
mit den friiheren Resultaten zu identifizieren. 

Der Zusammenhang zwischen der Darstellung (49) und den Reihen (59) 
wild wie im Beispiel der WSimeleitungsgleichung durch die Poissonsche 
Summationsformel (Bd. I, 2. Aufl., S. 65) hergestellt. Verstehen wir 
unter G (x, t) die Funktion 


(63) 


G{x,t) = 


0 , fi<x^ 


so laBt sich die Darstellung (49) auf die Form bringen 


t CO 

(64) U{x,t)= — -^J^G{x + 2vl,i), 

0 p=-“O0 


die der Darstellung (29) im Falle der Warmeleitungsgleichung analog 
ist. Fiir die Funktion 

(64') F(x,i;l) = ^G{x + 2vl.t) 

'-00 


muB nun, wie naan durch Vergleich mit der Reibe (59) erkennt, die 
Transformationsformel 


(65) F= 


00 


00 



G{x-\-2vl,t) = j 





sin^ 



bestehen; diese Formel folgt direkt aus der Poissonschen Summations- 
formel, wenn man aus der Theorie der Besselfunktionen die Integral- 
formel 



entnimmt. 

Speziell fiir x = 0 folgt 


(67) 



G[2vI, t) 



Fiir jedes t besitzt die linke Seite der Reihe (67) nur endlich viele 
nicht verschwindende Glieder. Die in (67) rechts stehende unendliche 
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Reihe laBt sich also explizit durch eine endliche Summe von Besselfunk- 
tionen aTisdriicken. Z, B. ist im Intervall 0<t<2l 
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Viertes Kapitel. 

EUiptische Differentialgleichimgen, 
insbesondere Potentialtheorie. 


Eine allgemeine Theorie der elliptischen Differentialgleichungen ist 
im Rahmen dieses Werkes nicht mdglich. Wir beschranken uns Met 
auf Differentialgleichungen zweiter Ordnung unter fast ausscUiefiliclier 
Betonimg der Potentialtheorie, welche ihrerseits fiir die Theorie ail- 
gemeinerer Differentialgleichungen typisch ist und welche an und ftir 
sich einen wichtigen Gegenstand der Analysis bildet. 

In Band I und in den vorangehenden Kapiteln warden bereits 
zahlreiche Fragen der Potentialtheorie erortert. Im vorliegenden Kapitel 
sollen diese Uberlegungen zu einem mehr systematischen Bilde erg^zt 
werden. 


§ 1. Grimdlagen. 


1. Die Differentialgleichungen von Laplace^ Poisson und ver- 
wandte Differentialgleichungen. Wir betrachten Funktionen 
von n Variablen und in einem Gebiet G des :^-Ratimes mit dem Rande 
r die Differentialgleichung 


( 1 ) 


Au 


=2 


d^u 

dxi 


0 , 


die sog. Laplacesche Differentialgleichung oder Potentialgleichung; ihre 
Losungen nennen wir PotentialfunkUonen oder harmonische Funktionen. 
Die zugehorige unhomogene Gleichung, die sog. Gleichung von Poisson, 
schreibt man unter Hervorhebung, des Faktors 



welcher die Oberflache der >t-dimensionalen Einheitskugel darstellt, in 
der Form 

(3) Zl« = — a)„^ (a;,, 

* 

wobei ie„) eine gegebene Ortsfunktion ist. Losungen der 

Potentialgleichung, die in einem Gebiet G mit stetigen Ableitungen 
bis zur zweiten Ordnung versehen sind, heiBen in G regtdar. Mit G 
bezeichnen wir hier und im folgenden stets ein offenes und, falls nicht 
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ausdriicklich anders bemerkt, beschrdnktes Gebiet des Raumes. G + r' 
ist alsdann das aus G durch Hinzunahme der Randpunkte entstehende 
abgeschlossene Gebiet. Ebenso sprechen wir, falls fi in G stetig ist, von 
regularen Losungen der Poissonschen Gleichung (3). Im folgenden 
warden wir vorzugsweise die Falle n ^2 .und w = 3 behandeln, wobei 
wir in den Fallen n = 2 , n = } im folgenden x, y bzw. y, z statt 
Xy X2 bzw. Xy %2> x^ schreiben werden. 

Fiir n — 2 ist die ,,allgemeine Ldsung‘* der Potentialgleichung der 
Realteil irgendeiner analytischen Funktion der komplexen Variablen 
x + i'}k. Auch fiir n = 3 erhalt man leicht Ldsungen, die von willkiir- 
lichen Funktioneri abhangen. Es sei z. B. f{z, t) eine bei festem reellem t 
in der komplexen Variablen z analytische Funktion; dann 15st die 
Funktion 

f{z + ixcQst-\-iysin t, t) 

bei beliebigen Werten von t die Gleichung Zl w = 0. Wir konnen sodann 
weitere Losungen durch Superposition, etwa durch Integration in 
der Form 

b 

(4) u=ff{z + i :*:cos^ + iy sin t, t) it 

a 

gewinnen. 

Setzen wir z. B. 

f(zj)^z^e^^\ 

wobei n und h ganze Zahlen sind, und integrieren von — ti bis 
so entstehen in x, y, z homogene Polynome 

n 

u = J {z + ixcost + iysint)'^ it, 

— jr 

Indem wir Polarkoordinaten z==r cos'd, x = rsind cos <p, y = r sind sin 9? 
einfiihren, folgt 

n 

u = 2 r’'e*’“>’ J (cos^ + i sin d cos t)^ cos htdt, 

0 

also bis auf einen konstanten Faktor die Funktionen 
u^r^e^^^P^^j,[cosd), 

wobei ^ [x) die Kugelfunktionen hoherer Ordnung sind (vgl. Bd. I, 
2. Aufl, S. 437). 

Durch Transformation auf Polarkoordinaten r, (p fiir w = 2 bzw. 
r,d,(p fiir also durch die Transformation 

x = rQOS(p 

y = rsinip 
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bzw. im Raume 


= r sin ^ cos 99 
y = rsin^siii99 
z = r cos d', 

geht der Laplacesche Differentialaiisdnick iiber in (vgl. Bd. I, S. 195) 


( 5 ) 


zl w = + 

Au^ + 


Uf 


4,2 


2tlr , tl(p(p 

r ’ 


y^sin^ 


(%sin%. 


{n^2) 

(n = 3) 


Wir entnehmen diesen Formeln den folgenden, mannigfacher An- 
wendungen fahigen Satz: 

1st % (x, y) eine in einem ebenen Gebiete G regulare harmonische Funk- 
tion, $0 geniigt auch die Funktion 

(6) V (x, y)=u(^-^-, (r2= + y*) 


der Potentialgleichung und ist regidar in dem am Einheitskreis gespiegelten 
Gebiet G'. Im Raume gilt der entsprechende Satz, nur ist hier 


( 7 ) 


y 


(r^ =z 4“ 


zu setzen. 

Wenn wir Polarkoordinaten einfiihren, so haben wir nur zu zeigen, 
da6 mit u {r, 99) bzw. u (r, 99) auch die Funktionen v (r, 99) = -w , 99^ 

und v{rj 99) = den Gleichungen ( 5 ) geniigen. Dies aber 

folgt sofort unter Beachtung der Formeln 

»^(»rr + 4^>-) =“ee + y«s' (fur« = 2) 

f t',) = + j%, (fiir « = 3) 

wobei Q = ~ gesetzt ist. 

Es sei als Aufgabe gestellt, allgemein fiir n Dimensionen und fiir 
die Funktion 


( 8 ) 



) 


den analogen Satz zu bestatigen. 

Der harmonische Charakter einer Funktion ist hiemach invariant 
gegeniiber Spiegelungen an Kugeln, wenn wir von dem fiir alle Funk- 
tionen gleichen Faktor-j^^ absehen. Da gegenuber Ahnhchkeitstrans- 

f 

formationen, Translationen und einfachen Spiegelungen an Ebenen, der 

IS 


Courant-Hilbert, Matheinatische Physik II. 
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harmoniscie Charakter sogar vollig erhaiten bleibt, so konnen wir unser 
Ergebnis in der folgenden Form aussprechen: 

Transformationen, die sick aus Translationen, Ahnlichkeitstrans- 
foTMutionen und Spiegelungen un Kugeln odey Ebenen zusantPiensetzen, 
fUhTen hartnonische Funktionen bis auf einen von def speziellen FunMion 
nicht ahhdngigen Faktor wider in harmonische Funktionen iiber. 

1st u eine in einem endlichen Gebiet G regulare harmonische Funktion 
und spiegeln wir G an einer Kugel. deren Mittelpunkt in G liegt, so geht 
das Innere von G in das AuBengebiet G' der gespiegelten Randfiache P 
iiber. Die Funktion 



ist alsdann in diesem AuBengebiet G’ regular und harmonisch. Um- 
gekehrt definieren wir nun Reguluriiat in einem nicht beschrankten Gebiet G 
in der Weise, daB wir zunachst G an einer auBerhalb G gelegenen Kugel 
spiegeln und damit G in ein beschranktes Gebiet G' verwandeln. Die 
harmonische Funktion u hei^i alsdann in G regular, wenn die obige Funk- 
iion V in G' regular ist. Insbesondere heiBt eine harmonische Funktion « 
im Unendlichen regular, falls G den unendlich femen Punkt enthalt und 
der Funktion u dort ein solcher Wert zugewiesen ist, daB v in G' regular 
wird. GemaB dieser Definition ist z. B. die Funktion u = konst, zwar 
in der Ebene, aber nicht im Raume von drei und mehr Dimensionen 
im Unendlichen reguMr. Im Raume sind bei beliebigem a die Funktionen 


u — 1 — a + 


a 

r 


auBerhalb der Einheitskugel harmonisch und besitzen auf der Kugel 

1 

die Randwerte « = 1. Aber nur die Funktion m = — dieser Schar ist 


im AuBengebiet der Einheitskugel regular. 

Wie wir schon friiher sahen, sind die einzigen Losungen der Potential- 
gleichung (1), welche nur von der Entfemung r des Punktes {x) von 
einem festen Punkt z. B. dem Nullpunkt abhangen, bis auf eine will- 
kiirliche multiphkative und willkurliche additive Konstante die Funk- 
tionen 


( 9 ) 


y(^)=^l0gl, (« = 2) 


welche fiir = 0 die sog. charakteristische Singularit&t aufweisen. Jede 
Ldsung der Potentialgleichung in G, welche die Form 

y,[x^, . . ., + w (>■ = [x ~^yY) 

hat, wobei w regular ist, heiBt eine Grundlosung der Differentialgleichung, 
und zwar mit einer Singularitat im Punkte wobei | innerhalb G 
liegen soli. 
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Anch fiir die allgemeinere Differentialgleichung 

u cu = 0 

bei konstantem c konnen leicht entsprechende Gnindlosungen er~ 
halten, indem wir nach Einfiihmng von Polarkoordinaten Losungen der 
Form u = yj{r) mit r = aufsuchen. Fur y) folgt die gewohm 

liche Differentialgleichung 

(10) + + ^^^ 0 , 


die, indem wir y (r) = setzen, in die Besselsche Difjereniial- 

2 

gleichung ^ 

( 11 ) r + -'-¥ + <r-(^)‘^~o (e = f‘r) 

iifiergeht. Wir definieren die gesuchte Grundldsung yi als die im Null- 
punkt unendliche Losung der Gleichung (11), z. B. fiir ungerades n: 

(^2) V= 

-T” ' 2” 

r "* 

und fiir gerades n: 

3) IP = - At ( 1' ’ 


wobei die Neumannsche Funktion ist. 


2 , Potentiale von Massenbelegungen. Fiir n = 3 bedeutet das 

Grundpotential — = phvsikalisch das Gravi-- 

\ l/(*-f)"+(y-77)"+{^-0= 

tationspotential einer im Punkte rj, f konzentrierten Masse 1 auf dem 
Punkt P{x,y,z)^, 

1 st eine Masse im tj, C-Rstume mit der Dichte /x (f , rj, C) ausgebreitet, 
so nennen wir das Integral 


( 14 ) 


u{x, V’^) — f J f 

(r = i/(a:— 1)2+ (y— 77)2+ (2 — C)*j 


erstreckt iiber das betreffende Gebiet G des |, rj, f-Raumes, das Potential 
einenr raumlichen Massenbelegung der Dichte n im Gebiete G. Wenn der 


1 Das Wort Potential ist dabei im physikalischen Sinne gebraucht, namlich 
als GrbBe, deren Gradient ein Kraftfeld liefert. Es ware daher zur Prazisierung des 
matbematisclien Sprachgebraucbs zweckmaBig, fur Ldsungen der Laplaceschen Diffe- 
rentialgleichung konsequent nicht das allgemeine Wort Potentialfunktionen, sondern 
die speziellere Bezeichnung harmonische Funktionen zu benntzen, obwohl tat- 
sachlich der Begriff des Potentials anch in der Physik meistens mit der Laplace- 
schen Differentialgleichung verbunden ist. 


15 “^ 
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Punkt P mit den Koordinaten x, y, z auCerhalb G liegt, ist u, wie man 
durch Differentiation nnter dem Integralzeichen unmittelbar erkennt, 
eine harmonische Funktion. Liegt der Punkt P im Gebiete G und ist 
dort stiickweise stetig differenzierbar^, so geniigt, wie wir schon friiher 
(vgl. Bd. I, S. 316, 2. Aufl.) erkannten, das Potential u einer Losung der 
Poissonschen Gleichung 

(15) Au = —47tfi. 

Im folgenden werden wir diese Tatsache von neuem beweisen und auch 
noch von anderen Seiten beleuchten. 

Hier formulieren und beweisen wir zunachst den folgenden Satz: 
Es sei p. {x, y, z) eine im Gebiet G absolut beschrdnkte und integrierhare 
Funktion, Dann ist das Potential (14) und seine Ableitungen uberall gleich- 
mdfiig stetig; die Ableitungen konnen dabei durch Differentiation unter dem 
Integralzeichen gewonnen werden. 1st dariiber hinaus p im Gebiet G stetig 
differ enzierbar, so sind auch die zweiten Ableitungen von u im Innern 
von G stetig und es gilt die Poissonsche Gleichung Au~—4np. 

Um zunachst den ersten Teil dieses Satzes zu beweisen, betrachten 
wir die Funktion 

(16) Ui[x, y,z)=fjjfi{l rj, fs{r)d^drjd^, 

G 


wobei die Hilfsfunktion fs[r) sich von der Grundlosung j nur in einer 

kleinen Kugel vom Radius 6 um den Punkt r = 0 unterscheidet; im 

Innem dieser Kugel bleibe jedoch /^(r) im Gegensatz zu beschrankt 

r 

und schlieBe sich auf der Kugeloberflache stetig und stetig differenzier- 

j 

bar an — an. Wir setzen z. B. 
r 


07) 



0 ^( 5 ) 

{r>d) 


^ Es ist 2weckm3.Big, folgende Definition festzuhalten. Eine Kurve bzw. eine 
Flache heiBt stuchweise glait, wenn sie aus endlich vielen Bestandteilen zusammen- 
gesetzt ist, deren jeder kongruent einer Kurve bzw. einer Flache ist, dargestellt 
durch eine Funktion 

wobei / in einem entsprechenden Gebiet einschlieBlich des Randes stetig und mit 
stetigen Ableitungen erster Ordnung versehen ist. Besitzt / auch noch stetige 
Ableitungen zweiter Ordnung, so nennen wir die Kurve bzw. die FlS-che stuck- 
weise stetig gekrummt. 

Eine Funktion heifit stuckweise stetig in G, wenn sie in diesem Gebiet stetig 
ist, abgesehen von isolierten Punkten und stuckweise glatten Kurven- bzw. Flachen- 
stiicken usw., welche in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von G nur in endlicher 
Anzahl vorhanden sein diirfen und langs welcher nur Unstetigkeiten erster Art 
(Sprunge) zugelassen sind. Sind die ersten Ableitungen der Funktion stttckweise 
stetig in G, so ‘heiBt die Funktion in G stuckweise stetig differemierhar. 
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Aus der Ungleichung 

(5 

(18) \us-u\^4nM j (^fg + iy^r = d^, 

0 

wobei M eine Schranke fiir j^[ bedeutet, folgt sofort, daB mit 5-»-0 
die Folge % gleichmaBig fiir alle x, y, z gegen das Potential u konvergiert. 

Die Differehzierbarkeit der Funktion fs{r) = g{x—^, y—rj, z—C) 
iibertragt sich umnittelbar auf die Funktionen Ug und zwar ist z. B. 

^~ ! ! ! 

G 

Es sei nun x[x, y,z) definiert durch das konvergente Integral 

(19) 

G 

welches aus (14) durch formale Differentiation unter dem Integral- 
zeichen entsteht. Dann ist 

und daher 

( 20 ) = 

0 

d. h. die Folge konvergiert gleichmaBig fur alle x, y, z gegen die 

Funktion xi^r Aus bekannten Satzen der Analysis folgt alsdann, 
daB X stetig ist und daB x=^^x gilt. In analoger Weise folgt die gleiche 
Tatsache fiir die Ableitungen Uy und u^. 

Die Existenz und Stetigkeit der zweiten Ableitungen von u ist ohne 
weitere Voraussetzungen iiber /x nicht gesichert. Ist jedoch in G stetig 
und stiickweise stetig differenzierbar, so konnen wir das Integral 

•' = / / Jl‘j77d(dvdi = -Jf 

G G 

durcH partielle Integration, abgesehen von zusatzlichen Randgliedern, 
auf die Form 

G 

bringen und erkennen alsdann auf Grund des obigen Satzes Existenz 
und Stetigkeit auch der zweiten Ableitungen von « im Innem von G. 
Insbesondere folgt die Stetigkeit des AusdnickszlM und zwar ist, wie 
wir friiher in Bd. I zeigten, 

Au=: — 4njjt,. 
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Bei n = 2 gelten natiirlich ganz analoge Begriffsbildungen und Satze 
fiir ein Belegungspotential 

u[x,y)=j J 
0 

mit 

^ = ]/(^— + {y—vY- 

Neben diesen Potentialen von raumlicher bzw. flachenhafter Massen- 
belegung treten fiir m = 3 noch Potentiale von Massenbelegungen bzw. 
von sog. Doppelschichten auf Flachen sowie von linienhaften Belegungen 
auf; bei m = 2 Potentiale von einfachen und doppelten Belegungen 
langs Linien. Ein Flachenfotential einer Massenbelegung von der Fldchen- 
dichte Q auf einer Flache F mit dem Oberflachenelement do ist definiert 
durch ein Integral der Form 


(22) 

II 

o 

Ein Linienpotential einer Belegung mit der Liniendickte r langs einer 
Kurve C mit der Bogeniange s ist definiert durch 

(23) 

frds 

U = j-- 

bzw. 

c 

(230 

M =y rlogl-ds 

>-1 

II 



Potentiale von Doppelheleg^ungen entstehen durch Superposition von 
Potentialen von Dipolen (vgl. Bd. I, Kap. VII, S. 446). Das Potential 
eines einzelnen Dipols ist gegeben durch 


0 1 COS {v, r) 

dvr 

bzw. 

Awl— 

dv ^ r~ r ’ 

Pi 

WO Differentiation nach irgendeiner Richtung des rj, C-Raumes 

bzw. der ?;-Ebene bedeutet, und mit {v, r) der Winkel zwischen dieser 
Richtung und dem Radiusvektor vom Punkte P{x, y,z) zum Punkte 
Q a , »?, C) bzw. den entsprechenden Winkel fur « = 2 bedeutet. 

Ein Doppelbelegungspotential mit der Dichte a auf einer Flache F 
bzw. auf einer Kurve C ist dan'n gegeben durch Ausdriicke der Form 

(24) M (x, y,z)=J j a A .1 d o 

F 



bzw. 

(240 
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CT-g— log — is. 

C 

wobei jetzt Differentiation in der als positiv festgelegten Richtung 
der Normalen der Flache bzw. Kurve bedeutet. 

3. Greensche Formeln und Anwendrmgen. Das wichtigste ele- 
mentare Handwerkszeug fiir die Potentialtheorie sind die Greenschen 
Formeln. In einem dreidimensionalen Gebiete G mit dem Volumen- 
element i g und dem Rande P — den wir als stuckweise glatt ^ annehmen — 
gelten zwischen zwei Funktionen u und v die folgenden beiden Green- 
schen Formeln 

/ / J Jvdudg=J 

G G r 

fll 

G r 

Dabei ist fiir die erste Formel vorausgesetzt : Stetigkeit von u und v 
im abgeschlossenen Bereiche G + F, Stetigkeit der ersten Ableitungen 
von u und v in G, sowie dazu noch Stetigkeit der ersten Ableitungen 
von u auf F und der zweiten Ableitungen von u in G, wahrend bei der 
zweiten Formel sowohl fur u als auch fiir v Stetigkeit der ersten Ab- 
leitungen in G + jT und Stetigkeit der zweiten Ableitungen in G voraus- 
gesetzt wird. Femer wird die Existehz der Integrate iiber G vorausgesetzt. 

Die genau entsprechenden • Formeln gelten fiir = 2. 

Fiir v = i entsteht der Gau/ische Integralsatz 

( 26 ) //!?-*» = ». 

r 

** 

d. h. das Oberfldchenintegral der normalen Ahleitung einer im Innern von 
G reguldren und in G A- T stetig differenzierbaren harmonischen Funktion 
besitzt den Wert Null, 

Fine unmittelbare Folgerung aus (26) ist der folgende Satz iiber 
Potentiate konstanter Doppelbelegungen: 

Bei der konstanten Belegung <t = 1 ist das Dipolpotential eines Fldchen- 
stilcks F absolut genommen gleich dem rdumlichen Winkel, unter dem 
die Randkurve der Flache von P aus erscheini Insbesondere besitzt das 

Dipolpotential einer ein Gebiet G einschliependen Flache — wenn 



^ Vgl. Anm. 1, auf S. 228- 
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Differentiation in RicMung der dufSeren Normalen bedeutet — im Inneren 
der Fldche den konstanten Wert — in und aujierhalh den Wert NuW^. 

Wir konstmieren zum Beweise den Kegel Q, welcher von den von P 
nach der Randkurve C von F laufenden Strahlen erzeugt wird, und 
nehmen der Einfachheit halber an, dafi die Flache F und der zwischen P 
und C gelegene Teil des Kegelmantels ein einfach zusammenhangendes 
Gebiet G einschlieBen. Durch eine hinreichend kleine Kugelflache 
vom Radius e um P schneiden wir die Spitze des Kegels ab und ver- 

A 

stehen unter das von F, Q, begrenzte Gebiet, in welchem « = — 



uberall regular ist. Aus (26) folgt 


dv 


do + 


dv 


• do + 


r 

dv 


cio = 0 


el 

r 


und somit, weil auf der Ausdruck -5 — verschwindet 

dv 

1 

und auf den konstanten Wert — -^besitzt, unmittel- 

bar die Behauptung (vgl. Abb. 1 7). 

Fiir n=2 besteht der analoge Satz: Das Dipoipotential 


u[x, y) = 


/■ 


eiogl 

dv 


c 


ds 


eines Kurvenbogens C mit der konstanten Belegung a = 1 ist gleich dent 
Winkel, unter dem die Randpunkte des Bogens von P aus erscheinen, 
Insbesondere ist u = — 2n im Innern und u = 0 im Aufiern einer ge- 
schlossenen, ein Gebiet G einschUefienden Kurve C. 

Setzen wir in der ersten Formel (25) v = u, so entsteht die Identitat 

(27) Diu]=l I l{ul + u^y + ul)dg=l Ju^do. 

G r 

gultig fiir jede in G regulare harmonische Funktion u, deren Ablei- 
tungen in G + stetig sind. Diese Formel bleibt auch gultig, falls 


^ Das Vorzeichen dieses r3,umlichen Winkels bestimmt sich in eindeutiger 
Weise, wenn dem Fiachenstiick eine' positive Oder negative Seite zugeordnet ist, 
folgendermafien : Der Kegel Q bildet mit dem Flachenstiick F ein geschlossenes 
Gebiet, das wir zunachst als einfach zusammenhangend annehmen wollen. Dann 
ist das Vorzeichen des rgLumlichen Winkels negativ, wenn die nach der positiven 
Seite von F weisende Normale aus dem Gebiet herausftihrt, andernfalls positiv. 
Im allgemeinen Fall denken wir F ans einer endlichen Anzahl von FlSlchenstticken 
zusammengesetzt, fiir deren jedes die obige Voraussetzung zutrifft, und erkennen 
dann, daB unser Dipoipotential gleich der Summe der entsprechenden raumlichen 
Winkel, genommen mit dem zugehdrigen Vorzeichen, wird. 
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das Gebiet G den nnendlich femen Punkt enthalt, vorausgesetzt, daB 
die harmonische Fnnktion anch dort regular bleibt, d. h. vorausgesetzt, 
daB die Funktion 



im Nullpunkt regular ist. Das Integral D[u], das sog. DiricMetsche 
Integral, spielt in der Potentialtheorie eine besonders wichtige Rolle. 
Es bildet, wie wir schon in Bd. I, S. 165 sahen, das Bindeglied zwischen 
der Potentialtheorie und der Variationsrechnung und wird flir uns 
spater (vgl. Kap. VII) in diesem Zusammenhange von ausschlaggebender 
Bedeutung werden. 

Wir konnen schon jetzt aus Formel (27) die folgende Folgerung ziehen: 
Es set u eine in G regulare harmonische Funktion, die in G-\-r 
stetig und stetig differenzierbar ist Verschwindet dann u auf F, so gilt 

u^O in G, Verschwindet auf dem Rande die normale Ahleitung 

so ist die Funktion u in G konstant In beiden Fallen folgt namlich 
D \u\ = 0, somit die Konstanz der Funktion u in G, und im ersten Fall 
muB die Konstante mit dem Randwert Null tibereinstimmen. 

Es sei G eine Kugel vom Radius R. Setzen wir = -1-, wobei r der 

Y 

Abstand vom Mittelpunkt der Kugel ist, und wenden die zweite Formel 
(25) auf eine Kugelschale an, die zwischen einer willkiirlich gewahlten 
konzentrischen Kugel vom Radius Rq<R und der obigen Kugel gelegen 
ist, so folgt unter Beriicksichtigung von (26) 

To r 

Lassen wir hier Rq gegen Null konvergieren, so ergibt sich der Mittel- 
wertsatz 

(29) 

r 

Mit anderen Worten: Der Wert einer harmonischen Funktion in einem 
Punkte ist gleich dem arithmetischen Mittel der Werte dieser Funktion 
auf der Oberfldche irgendeiner konzentrischen Kugel, innerhalb deren die 
Funktion uberall regular ist und stetige Randwerte besitzt. 

Wir konnen aus diesem Mittelwerttheorem wichtige Folgerungen 
ziehen. 

Das Maximum und Minimum einer in einem Gebiete G reguldren har- 
monischen und F noch stetigen Funktion u wird stets am Rande und nur 
fur konstantes u auch im Innern angenommen. 

Zum Beweise betrachten wir die Punktmenge F des abgeschlossenen 
Gebietes G + P, in der u gleich dem Maximum der Werte ist, die in 
G + P angenommen werden konnen. Da « in G + P stetig ist, so ist F 
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eine abgeschlossene Menge; wiirde nun F einen inneren Punkt von G 
enthalten, so existiert eine Schar von ganz in G gelegenen Kugeln um Pq, 
und der Mittelwert der Funktionswerte u auf jeder dieser Kugeln liefer t 
wiederum der Wert u (Pj) = M. Dies ist wegen u^M aber nur mdglich, 
wenn im Innern jeder ganz in G gelegenen Kugel um Pq durchweg 
u = M gilt. Mit jedem inneren Punkt P^ von G enthielte also F zugleich 
jede Kugel um Pq, die ganz in G liegt, und dies ist nur mdglich, wenn F 
mit G + r zusammenfallt, wenn also u in G + P konstant ist. Fiir 
in G nicht konstantes u kann somit F nur aus Randpunkten bestehen. 
In entsprechender Weise zeigt man, dafi auch das Minimum m auf dem 
Rande und nur fiir konstantes u auch im Innern von G angenommen wird. 

Aus diesem Satz vom Maximum und Minimum folgt sofort: 

Eine in G regulate harmonische und in G-\- F sietige Funktion, die 
auf dem Rande konstant ist, ist im ganzen Gebiet konstant. 

Insbesondere folgt der Eindeutigkeitssatz: 

Zwei in G regular e harmonische Funktionen, die in G -p P stetig sind 
und auf dem Rande Ubereinstimmen, sind in G identisch. 

Denn die Differenz der beiden Funktionen ist selbst eine regulare 
in G 4- P stetige harmonische Funktion und verschwindet am Rande, 
ist also in G identisch Null. 

Die Greenschen Fonmeln (25) erfahren eine wichtige Modifikation, 
wenn wir fur v eine Funktion einsetzen, die in einem Punkte P die 
charakteristische Singularitat der Potentialgleichung besitzt. Es sei P 
ein innerer Punkt von G mit den Koordinaten x, y, z. Wir setzen 

t'(l. ’?.C) = y d-a'di n> C)- 

wobei z = ■|/(x— + (y— + (z — und w eine beliebige zweimal 
stetig differenzierbare Funktion in G sein moge, und wenden die Green- 
schen Formeln (25) auf ein Tehgebiet G—K^ von G an, welches durch 
Ausschneiden einer kleinen Kugel vom Radius e um P als Mittelpunkt 
entsteht. Indem wir auf dieses Gebiet die Greenschen Formeln an- 
wenden und sodann den Grenziibergang e->0 ausfiihren, erhalten wir 
in der bekannten einfachen Weise die folgenden Formeln 

( 30 ) JJ j'{u^v^ + UyVy + u,v,)dg+jjJuAwdg = pu-lrJ 

G G r 

( 30 ') JJ J {fi^Aw--vAu)dg===pu-f J J — 

G r 

Dabei ist v = m, 
r 

471, wenn P innerhalb G, 
p 271, wenn P auf F, 

0 , wenn P auBerhalb G liegt, 
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und es ist, falls P auf F liegt, vorausgesetzt, daB P in P eine stetige 
Tangentialebene besitzt^. Ferner setzen wir iiber u und w, vrie in ( 25 ), 
voraus: Existenz der Integrale iiber G, Stetigkeit von u und w in 
r, Stetigkeit der Ableitungen erster und zweiter Ordnung von u 
und w in. G; sodann fiir (30) Stetigkeit der ersten Ableitungen von u 
™ G’ + und endlich fiir (30') Stetigkeit der ersten Ableitungen von u 
und ai in G + P. 

Fiir die Ebene besteht unter analogen Voraussetzungen ein analoges 
Formelsystem 


( 31 ) 


J j J'y) ^0 + J J u Aw do — pti F Ju^^-ds 

G G r 


(3I') y J {uAw—vAu)do = pu+ J ^u~ — v~''jds 

G r 

mit ?; = log -i- + ze; 

Y 


27 c, wenn P innerhalb G, 




7 t, wenn P auf F, 


0, wenn P auBerhalb G. 


Setzen wir insbesondere = 0, so gewinnen wir im Innern von G 
fiir u die Darstellung 



G r r 


Jede in G + P zweimal stetig differenzierbare Funktion u kann als 
Potential einer Belegung aufgefafit werden, die aus der rdumlichen Bek- 

gung—^^des Gebietes G, der Fldchenbelegung und der Dij>olbele- 

gung — ~ u der Randfldche F besteht. 

Fiir eine harmonische Funktion u gilt speziell 



r r 


d. h. jede in G reguldre harmonische und in G + F stetig differenzierbare 
Funktion kann als Potential einer Belegung der Randfldche dargestellt 

werden , die aus der einfachen Belegung und der Dipolbelegung 

— J.. u besteht 
An 


^ Ist z. B. P eia konischer Eckpunkt des Randes, so ist an dieser Stelle fur p 
anstatt 2n der Offnungswinkel dieser konischen Ecke zu setzen. 
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Aus den Formeln ( 30 O ergibt sich wiedemm der Mittelwertsatz der 
Potentiaitheorie. Denn wenden wir (30') auf eine Kugel vom Radius R 

an und setzen ze^ = = konst., so verschwindet v auf der Ober- 

flache der Kugel und es folgt direkt die Relation (29). 

Die Ubertragung aller dieser Folgeningen fm n = 2 und allgemeiner 
fur beliebige Dimensionen sei als Aufgabe gestellt. Bei beliebigem n 
gelten dabei mit im tibrigen gleichen Voraussetzungen iiber u, v und 
das Gebiet G die Greenschen Formeln 


(34) 


{«A,-vAu)ds = j...J 
G r 


und femer die zu ( 30 ) analogen Formeln 


(35) 


f J-'-f + dg = pu+ j ... ju^do 

I j...j {uAw-vAu) dg=pu + J ...j 
G' r 


Dabei ist fiir n> 2 zu setzen 


do. 



Abb. 18. 


V = • 


und 




,n — 2 


+ W 


(On, wenn P in G, 
wenn P auf F, 

0, wenn P auBerhalb G liegt. 


Ferner bedeutet d o das Oberflachenelement und — Differentiation in 

a V 


Richtung der auBeren Normalen auf F, 


4. Die Ableitungen der Belegungspotentiale* In Nr. 2 haben wir 
gesehen, daB das Potential einer raumlichen Belegung stetig ist und 
stetige Ableitungen besitzt, wenn die Belegungsdichte beschrankt und 
integrierbar ist. Wir wollen nunmehr das Stetigheitsverhalten der Fldchen- 
potentiale und Dipolpotentiale bzw. ihrer Ableitungen beim Durchgang 
des Punktes P {x, y, z) durch die Flache F studieren, wobei wir keinen 
Wert darauf legen, die Satze unter moglichst allgemeinen Voraus- 
setzungen zu beweisen. Wir benutzen folgende Methode^. Wir betrachten 
gemaB Abb. 18 einen Punkt Pq auf einem Flachenstiick F und fassen 


^ Unsere Methode ist verwandt mit einem Verfahren von Erhard Schmidt; 
vgl. Math. Abh. Hermann Amandus Schwarz gewidmet, S. 365. Berlin 1914 . 
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dieses Flachenstiick F als Teil der Berandung F eines raumlichen Ge- 
bietes G auf. In dieses Gebiet G hinein denken wir uns die Funktion q 
bzw. 0 , welche die Dichte der Belegung auf F darstellt, in hinreichend 
stetiger Weise fortgesetzt. Sodann wenden wir auf das Gebiet G und 
passende Funktionen u und v die Greenschen Formeln (30) und (30') 
an. Da es nur darauf ankommen wird, Unstetigkeiten der betrachteten 
Funktion zu studieren, so ist es zweckmaBig, in unseren Formeln Aus- 
driicke, welche beim Durchgang von P durch die Flache F stetig bleiben, 
fortzulassen, indem wir fiir einen solchen Ausdruck die s 3 nnbolische 
Schreibweise = 0 (..kongruent Null") gebrauchen. Das Gebiet G iibrigens 
sei so gewahlt, daB die positive Normale auf F nach auBen weist. 

Wir bemerken zunachst, daB, wie man fast unmittelbar sieht, das 
Potential einer einfachen Flachenbelegung beim Durchgang von P 
durch die Flache F stetig bleibt. Somit werden wir nur das Verhalten 
des Doppelbelegungspotentials und seiner Ableitungen sowie der Ab- 
leitungen des einfachen Flachenpotentials zu studieren haben. Dabei 
werden wir zu folgendem Ergebnis gelangen, dessen Voraussetzungen 
ubrigens — auch auf Grand der hier angewandten Methode — noch 
wesentlich gemildert werden konnen. 

Wir nehmen an, daB in der Umgebung des Punktes Pq die Flache F 
stetig gekriimmt sei (vgl. Anm. 1 auf S. 228) und daB die Belegungs- 
dichte auf dieser Flache zweimal stetig differenzierbar ist. Daim gilt : 

I. Der Wert des Dipolpoientials im Punkte Pq erleidet beim Durchgang 
durch die Flache F Spriinge gemdP den folgenden Formeln 


lim u{P+)—u{Pf,} = 2n0{Po) 

(36) 

lim u{P_) — u{Pq) = — InaiPo). 

Hierbei bedeutet das Symbol P+ Pj Annaherangen von der positiven 
und P_-^Po Annaherung von der negativen Flachenseite. 

2 . Die Ableiiung des Dipolpotentials u{P) in Richfung der Fldchen- 
normalen dndert sich stetig, wenn P die Flache auf der Normcden in P^ 

durchschneidet. Die tangentialen Ableitungen ^ jedoch, d, h. die Ablei- 
tungen senkrecht zur Normalen, erfahren sfrunghafte Anderungen gem&P 
den Sfrungrelationen 


(37) 




du{P,) 


lim 

p-^p( 




dt 


ot 


dt 


dt 


■-~2n- 


dt 


j. Das Potential einer einfachen Flachenbelegung andert sich beim 
Durchgang durch Pq stetig, ebenso seine tangentialen Ableitungen. Jedoch 
erleidet die normalen Ableiiung einen Sprung von der Grofie 
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Hierbei bedeutet -J— Differentiation in Richtung der positiven und 

OV^ 

Differentiation in Richtung der negativen FlSchennormalen in Pg. 

OV- 

Wir betrachten zunachst erne Doppelbelegung mit der Dichte a, 
denken diese Dichte stetig differenzierbar als eine Funktion a{x, y, z) 
in G + fortgesetzt und schreiben die Greensche Formel (30) mit 
w = a unter Weglassung der stetig bleibenden Bestandteile in der Form 



— alle Randintegrale, welche nicht von dem Bestandteil F herriihren, 
sind offenbar mit Bezug auf den Punkt P stetig und beliebig oft stetig 
differenzierbar. Da die rechte Seite dieser Formel gemaB unseren 
friiheren Oberlegungen von S. 229 stetig ist, so ergibt sich 



F 


was die Aussage fiber das Verhalten des Dipolpotentials enthalt. 

Urn unsere Aussage ffir die Ableitung des Dipolpotentials zu be- 
weisen, denken wir uns die Randbelegung cr so zweimal stetig differenzier- 

Q 

bar in G fortgesetzt, daB auf F die Normalenableitung verschwindet 

und wenden dann die zweite Greensche Formel (3 O') bzw. die aus ihr 
durch Differentiation nach den Koordinaten x, y, z entstehende Formel 
an, welche nunmehr so lautet: 



F G 


Da die rechte Seite stetig, d. h. = 0 ist, ergibt sich zun§.chst noch einmal 
die Aussage fiber das Unstetigkeitsverhalten des Dipolpotentials selbst. 
Da zudem die rechte Seite noch stetige Ableitungen nach x, y, z be- 
sitzt, so folgt, daB die Ableitungen des Dipolpotentials dasselbe Un- 
stetigkeitsverhalten wie die Ableitungen des Ausdruckes —fa besitzen, 
wie zu beweisen war. 

In genau derselben Weise ergibt sich unsere Behauptung fiber die 
Ableitungen des Flachenpotentials, indem wir die Greensche Formel 
( 30 ') anwenden, darin nunmehr jedoch die Funktion w so w^hlen, daB 
langs der Flflche F diese Funktion identisch Null und die normale Ab-, 

leitung gleich der Dichte der Flachenbelegung q wird. 
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Die Mdglichkeit, unsere Randfunktionen in ein Gebiet G, welches 
an F anschliefit, gemaB unseren obigen Forderungen fortzusetzen, ist 
auf Grund der getroffenen Stetigkeitsvoraussetzungen fiir F und die 
Randbelegungen leicht ersichtlich. 

Analoge Satze und Sprungrelationen bestehen fiir das Potential in der 
Ebene, mit dem Unterschied, daB in den Relationen (36) und (37) der 
Faktor 27i dutch 7t und in (38) der Faktor 4rr dutch lit zu ersetzen ist. 


§ 2. Poissons Integral und Folgerungen. 

1. Randwertaufgabe und Greensche Funktion. Schon in Bd, I, 
Kap. V, § 14 wurde diskutiert, in welcher Weise die Losung der Rand- 
wertaufgabe mit Hilfe einer von den speziellen Randwerten bzw. der 
speziellen rechten Seite der Differentialgleichung unabhangigen Green- 
schen Funktion daxgestellt werden kann. Es sei nochmals an die Zii- 
sammenhange erinnert : Wit betrachten einen beschrankten Beteich G im 
^^-Raume mit dem Rande jT, den wir als stiickweise glatt^ 
voraussetzen. Auf dem Rande seien stetige Randwerte vorgeschrieben 
durch Vorgabe einer im abgeschlossenen Bereiche G + F stetigen 
und mit stetigen Ableitungen dritter Ordnung versehenen Funktion 
f{xi ^ . . die betrachteten Randwerte sollen dann diejenigen Werte 
sein, welche / auf F annimmt. Die Randwertaufgabe der Potential- 
theorie verlangt, eine ixiG + r stetige und in G regulate Losung der 
Differentialgleichung Au = 0 zu finden , welche auf F mit / uberein- 
stimmt. Der scheinbat spezielle Charakter dieser Randwertaufgabe ist 
unwesentlich, da man hinterher, wie wir in § 4 sehen werden, dutch 
einen einfachen Grenziibergang sich von den einschrankenden Diffe- 
renzierbarkeitsvoraussetzungen tiber die Randwerte befreien kann. 
Die Randwertaufgabe laBt sich in eine etwas andere Form bringen, 
dutch Einfiihrung der Funktion statt u, Fiir die Funktion z; 

haben wir dann die homogenen Randwerte Null auf F, dafiir abet die 
unhomogene Differentialgleichung 

Av = — Af. 


Es sei nun Q ein fester innerer Punkt von G mit den Koordinaten 
ii* vatiabler Punkt von G, y die 

auf S. 226 definierte Funktion. t)ann versiehen wir unter ier Greenschen 
Funktion des Differentialausdrucks A u fur das GMet G eine noch von dem 
Parameterpunkt Q abhdngige Grundlosung 

K{P, Q) = K{xi, . . x„: ii, ...,i„)=y(r) + w, 

f = ■j/(% — ii)^ H + — 



der Gleichung Au ~~ = 0, welche aufier im Punkte P=Q in G 


V=1 


regular und in G + F stetig ist und die am Rande F verschwindet 


^ Vgl. Anm. 1, S. 228. 
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Die Greensche Funktion ist in den Argumenten P und Q symmetrisch: 
K(P,Q) = K[Q,P) (vgl. Bd. I, 2.Aufi., S.315). 

Da die Greensche Funktion auf P verschwindet und auf einer hin- 
reichend kleinen Kugel um Q positiv ist, so folgt; Die Greensche Funktion 
ist im Innern von G -positiv. 

Wenn wir voraussetzen, daB K, auBer im Punkte P—Q, in G + 
nicht nur stetig, sondern auch stetig differenzierbar, und ferner, daB 
auch V eine m G + F stetige und stetig differenzierbare Losung der 
Gleichung Av=—Af ist, so folgt aus der Formel ( 35 ) in § 1 fiir v 
sofort die Darstellung 

( 2 ) 

und fiir die Losung der urspriinglichen Randwertaufgabe 

(3) u = f.+ lf.. ./ K{x„ . ■ ■ • AL. 

G 

In diesen Formeln ( 2 ) und ( 3 ) wird die Losung u nur scheinbar von 
den Werten der Funktion / im Innem von G beeinfluBt. Denn durch 
Anwendung der Greenschen Formel erhalten wir leicht 

I j...fKAfdi,...dS„ = -f-J...l^fdo 

G r 

und somit 

(4) „ = 

r 

In dieser Formel aber treten nur die Randwerte von / auf. 

Es ist jedoch fiir viele Zwecke vorteilhaft, die Darstellung der 
Losung des Randwertproblems in der Form ( 3 ) beizubehalten. Denn 
es besteht umgekehrt der folgende, die verscharften Voraussetzungen 
liber K und v nicht enthaltende Satz: Ist K (P, Q) die Greensche 
Funktion des beschrankten Gebietes G, so stellt in G bei stuckweise stetig 
differenzierbarem g der Ausdruck 

G 

eine inG + F stetige, am Rande F verschwindende Losung der Poissonschen 
Differentialgleichung 

Av = — g 

dar. 

DaB w in G der Differentialgleichung geniigt, folgt unmittelbar aus 
der IntegraldarsteUung und aus der stiickweise stetigen Differenzier- 
barkeit von G (vgl. § 1, S. 229). Um nachzuweisen, daB v am Rande 
verschwindet, geniigt der bloBe Hinweis auf das Verschwinden von K 
am Rande nicht, da K sich nicht gleichmaBig in Q dem Werte Null 
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nahert, wenn der Punkt P gegen den Rand strebt. Um diese Schwierig- 
keit zu umgehen, machen wir von dem folgenden spater in Nr. 2 zn 
beweisenden Hilfssatze Gebranch: 1st B ein Teilbereich von G mil einem 
Durchmesser Meiner als h, so gilt 

B 

wo e {h) eine nur von h, nicht von der speziellen Wahl von B abhdngige 
uni mit h gegen Null sirebende Schranke bedeutet, Nunmelir moge sich 
P in G dem Randpunkte R nahem. 5* sei deijenige Teilbereich von G, 
welcher im Kreise mit dem Radius h um R liegt, G' der iibrige Be- 
standteil von G, Dann ist 


Der vom Bereiche Q herriihrende Bestandteil konvergiert offenbar gegen 
Null, wenn P gegen R strebt. Der Bestandteil f f Kd^i. . 

laBt sich unmittelbar abschatzen durch 

\vf,\<Ms{h), 


wenn M eine Schranke fiir |g| ist. Also wird, wenn P hinreichend nahe 
an R liegt, \v\<Ms{h), und somit ist wegen der Willkiirlichkeit von h 
die Behauptung bewiesen. 

Aus diesem Satze folgt alsdann vermoge (2) und (3) unmittelbar die 
Losung u der Randwertaufgabe, falls bekannt ist. D. h.: Die Losung 
des Randwertproblems bei allgemeinen vorgegebenen Randwerten ist dqui- 
valent mit der Auffindung der Greenschen Funktion, welche einem ganz 
speziellen, allerdings noch von dem Parameterpunkt Q abh^gigen 
Randwertproblem entspricht. 

2. Greensche Funktion fiir Kreis und Kugel. Das Poissonsche 
Integral fiir Kugel und Halbraum. Wir haben die Greensche Funktion 
fiir ein kreis- bzw. kugelformiges Grundgebiet bereits in Bd. I konstruiert. 
Die dortigen Uberlegungen lassen sich ohne Schwierigkeit auch fiir den 
n-dimensionalen Potentialausdruck durchfiihren. Es sei y = y){r) die 
Grundlosung der Differentialgleichung 

Au^O 


in n Dimensionen: 


( 5 ) 




(«> 2 ) 
(« = 2) 


Dann wird die Greensche Funktion der Kugel vom Radius R sofort 
durch. den Ausdruck 

Couraiit*Hill)crt, Mathematische Physik II. 


16 
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gegeben, wobei (^y— Iv)^ gesetzt ist und 

r, = 




den Abstand des Punktes von dem Spiegelbild 

t: 

2 Sl> • • • > 2 


zu dem Punkt Ij, . . . , bezeichnet. Diese Funktion erfiillt, wie man 
leicht siekt, alle ^forderangen, insbesondere verschwindet sie auf der 

Kugeloberflache, da dort gilt. 

Die Greensche Funktion fur Kreis bzw. Kugel kann in folgender 
Weise als Majoranie fur die Greenschen Funktionen heliehiger heschrdnkter 
Gebiete G benutzt warden. Ist Q irgendein Punkt in G, und R eine so 
grofie Zahl, daB der Kreis mit dem Radius R um irgendeinen der Punkte 
von G das Gebiet G + F ganz im Innem enthalt, und bedeutet r den 

Abstand von Q, so ist y>ir]—ip (R) = ~ log y fdr « = 2 und 'ip{f)-—tp (i?) 

_ — A — ^ fur jj > 2 die Greensche Funktion des Kreises 

(« - 2) ' 

vom Radius R um Q mit Q als Singularitht. Ist K {P, Q) die Green- 
sche Funktion von G mit Q als Singularitat, so wird die Differenz 
K—~{f{r)—f(R)) in G regular und auf F nicht negativ; also ist in 
G iiberall 

O^K^ip (r) — y) (R). 

Hieraus folgt leicht die in Nr. 1 benutzte Abschatzung fiir Teil- 
gebiete B von G mit Durchmesser kleiner als h. 

Mit Hilfe von (6) erhalten wir nun in dem Integral 


r 

liber die Oberflache der Kugel die Losung der Randwertaufgabe 


Au=^0] 


fur die Kugel. 

(7) 


Es ergibt sich nach leichter Rechnung 


d_K 

dv 


= f[r) 


R^—q^ 

rR 


[u = f auf r 


und somit fiir u die Integralformel 

( 8 ) jrjAfio. 


Denken wir uns / als Funktion der Koordinaten auf der 

Einheitskugel gegeben und setzen fiir y(r) die Werte (5) ein, so entsteht 
die Poissonsche Integralformel 


( 9 ) 





On 




fda)n 


(^*4- i?* — 2^i?cos#) ' 
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Dabeiist das Integral iiber die ^-dimensionale Einheitskugel zu erstrecken, 

j- ^ Winkel zwschen dem Radiusvektor 5 und 

dem znm Integrationspunkt Jj, . . . , fiihrenden Kugelradius. 

Fiir n = 2 und ^ t == 3 haben wir diese Foimel bereits friiher abgeleitet 
(vgl. Bd. I, S. 445 und Bd. II, S. 17). 

Aus den obigen Betrachtungen foigt, daB die Losung der Rand- 
wertaufgabe durch (9) gegeben wird, falls die Randwerte / durch die Werte 
einer in G stetigen, mit stetigen ersten und zweiten und stiickweise 
stetigen dritten Ableitungen versehenen Funktionen / auf F festgelegt 
warden. Z. B. sind diese Voraussetzungen sicher fiir / = ! erfiillt; die 
Poissonsche Integralformel in Verbindung mit dem Eindeutigkeitssatze 
von § 1 besagt in diesem Falle, daB der im Innem der Kugel stets 
positive Kem 

(10) H{P. Q) = f + • • - + 


nach ii, . ..,i„ iiber die Kugelflache vom Radius R integriert, den 
Wert 1 ergibt: 


(11) H{P.Q)do = 




ft)n 


JI 


dcDn 


i. 


( q ^ 4- jR 2 — 2^ i? coszJ)”^^ 

Dieser Kem H (P, Q) geniigt xibrigens im Innern der Kugel bei festem 
di, . • . , in) in P , Xn) selber der Potentialgleichung, wie wir sofort 
erkennen, wenn wir ihn in der Form 


II 1 2 3 1 

mit 

schreiben, Auf der Kugeloberflache selbst verschwindet H iiberall, 
abgesehen vom Punkte P = <?, wo er bei Annaherung von Innen iiber 
alle Grenzen wachst. 

Von den einschrankenden Voraussetzimgen iiber die Randwerte / 
konnen wir uns hier leicht befreien. Wir zeigen : Die Poissonsche Integral- 
formel lost Me Randwertaufgabe, wenn wir von den Randwerten lediglich 
Stetigkeit auf der Kugeloberflache verlangen. Denn unter dieser Annahme 
konnen wir, falls P ein innerer Punkt der Kugel ist, in (9) beliebig oft 
und zwar unter dem Integralzeichen differenzieren; mit H geniigt also 
auch u der Potentialgleichung. Es bleibt somit nur zu zeigen, daB bei 
Annaherung an den Rand u in die vorgeschriebenen Randwerte iibergeht. 
Es sei Pi ein willkiirlicher Randpunkt und P ein nahegelegener Punkt 
im Innem (Abb. 19)- 1st dann P© der auf dem durch P gehenden Radius 
gelegene Punkt der Kugeloberflache, so foigt aus 

imd aus der Stetigkeit der Randfunktion, daB es geniigt, die Annahme 

16 * 
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der Randwerte bei radialer AnnS-herang an F zu beweisen, d. h. zu 
zeigen, daB 

(12) u{P) -/(Po) =JfH{P,Q) (JiQ) -HPo)) 

beliebig klein wird, falls P auf dem Radius durch Po gegen P konvergiert. 
Zum Beweise teUen wir die Oberflache durch eine beliebig kleine 
Kugel vom Radius d um Pq in zwei Gebiete 
und nehmen an, dafi P bereits im Innem 
dieser kleinen Kugel liegt, daB also die Entfer- 
nung h = (P, Po) kleiner als S ist. sei das Ge- 
biet, welches den Punkt Po enthdlt. Gilt nun auf 
der Kugel 1/|^M und auf 

lf(Q)~f(Po)l^cr(d), 

so folgt aus (12) die Abschatzung 

[m(P)— /(Pq)) ff E doq -f 

Q% 

+ a{d]JfHd0Q<2M/fHd0Q + a{d). 

Nun ist inQ^, wie man leicht erkennt, der Kern H kleiner als der Ausdruck 



Es folgt also 



i«(P)-/(Po)l^ 





h + a{d). 


Wahlen wir nun d so klein, daS inf2i liberall a{6)<~ und sodann h 


derart, daB auch 


4ikri?“ 




gilt, so wird |m(P)— /(Po)| <£; damit ist der Beweis gefiihrt. 

Eine entsprechende Integraldarstellung und entsprechende Resultate 
lassen sich gewinnen, wenn fiir G an Stelle einer Kugel ein Halbraum 
gewahlt wird. Ist F die x, y-Ebene und G das Gebiet z>0, so lost das 
Poissonsche Integral fiir den Halbraum 






die Randwertaufgabe fiir G bei beliebigen Randwerten f {x, y), voraus- 
gesetzt, daB nach Spiegelung der Ebene z 0 an einer auBerhalb G 
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gelegenen Kugel (vgl. Nr. 1, S. 226) ein Randwertproblem mit stetigen 
Randwerten fiir das gespiegelte beschrankte Gebiet G' entsteht. 

Allgemein besteht imter entsprechenden Voraussetzungen in n Dimen- 
sionen, wobei G das Gebiet x„>0 sei, die Integralformel 




x„)=^ f ... f - — ' A 


;~l) dh • • * ^ln-1 


+ (^»~1 — 


3. Folgerungen aus der Poissonschen Formel, Zunachst ist der 
Satz vom Maximum und Minimum sowie der Mittelwertsatz wiederum 
eine unmittelbare Folgemng der Poissonschen Dar- 
stellung, worauf wir nicht welter einzugehen brauchen. 

Der stets positive Kem H liegt fur q<R zwi- 
schen den Werten 


und 


1 

mn \R-f-Q 

JL ^ ^ 

(On 


1 


R-6 


R+o 
R-o * 



Es sei nun u eine in einem Gebiet G regulare nicht negative har- 
monische Funktion (Abb. 20). Es sei femer Q eine ganz in G gelegene 
Kugel vom Radius R, P ihr Mittelpunkt und Q ein beliebiger innerer 
Punkt dieser Kugel. Dann folgt aus dem Poissonschen Integral und 
dem Mittelwertsatz die sog. Harnacksche Ungleichung 


R 

R + q 






R P + g 

R-^q 


U{P). 


Wenn u in jedem beschrankten Gebiet des Raumes regular ist, so 
konnen wir zu irgend zwei Punkten P und Q stets eine beliebig groBe 
Kugel wahlen und erhalten aus der obigen Ungleichung im Limes oo 
sofort u{P)=u{Q), also ein& karmonische Funktion, die in jedem be- 
schrdnkten Gebiet des Raumes regular und positiv ist, ist eine Konstante. 

Natiirlich gilt die gleiche Tatsache auch fiir jede nirgends positive 
und \n jedem endlichen Gebiet regulare Potentialfunktion und allgemeiner 
fiir jede in jedem endlichen Gebiet regulare und nach einer Seite be- 
schrmkte Potentialfunktion: Ist eine karmonische Funktion in jedem end- 
lichen Gebiet des Raumes regular und nach einer Seite beschrdnkt, so ist 
sie konstant, 

Eine weitere wichtige Folgerung aus der Poissonschen Integralformel 
ist der analytische Chdrakter der harmoniscken Funktionen: 

Jede in einem Gebiet G regulare karmonische Funktion kann in der 
Umgehung jedes inner en Punktes von G in eine Potenzreihe entwickelt 
werden. 

Wahlen wir P zum Nullpunkt des Koordinatensystems, so gilt 
(13) u = JEQ,{xi,...,x„), 
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wobei die Q, homogene Polynome vom Grade v in den Variablen 
Xi,..., Xn sind, die selbst der Potentialgleichung geniigen. 

Der Beweis ergibt sich leicht, indem wir u durch das Poissonsche 
Integral iiber eine Kugel vom Radius R mo. P ausdriicken, die ganz 
im Regularitatsgebiet gelegen ist, und alsdann den Kem 



l- 2 -|-COS^+|j- 


n/2 


in eine nach Potenzen von 4- fortschreitende Reihe entwickeln. Diese 

it 

Reihe 

^'* 4 ) -7 - . \«/2 

ist fiir alle — d konvergent und ihre Einzelglieder sind selbst 
hannonische Funktionen, namlich gewisse homogene Pol 3 mome vom 
Grade v in den Variablen 




^ Im Falle n = 2 ist 

ipv (cos #) = 2^ Ty (cos d ') , 

wobei (vgl. Bd. I, S. 76) Ty(x) das Tschebyscheffsche Polynom bedeutet. Es 
folgt somit 

(cos '&) ~ 2 cos V ^ 

yo(cos^) = 1 
und 


1 — 


i?2 


i-aXcos^ + l^ 



COS V # . 


Im Falle w == 3 ist (vgl. Bd. I, S. 74) 

tpy (cos d) = ( 2 v + i) Py (cos , 

wobei Py{x) das Legendresche Polynom bedeutet. Hier ist 


1 — 


i?2 


-2 fees # + 1, 


8/2 




+ 1 ) 


Py (cos 1^) . 


Dabei kdnnen wir bei Verwendung der Legendreschen Polynome boberer Ord- 
nung Pp^ h (^) die GroBen Py (cos fiir v > 0 in der Form schreiben 


( 2 v + i) Py (cos &) « Py (cos jS) Py (COS 

V 

+ 2^ Pv,*{cosiJ'). 

wenn cos ^ cos ^ cos -4- sin p sin cds {(p — gesetzt ist. 
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Tragen "vvir diese Ent^cklung in die Formel ( 9 ) ein, und fiihren die 
Integration gliedweise aus, so entsteht eine Reihe der Form (I3), ttnd 
zwar sind die durch die Integrate 

(15) Q, = j Wr (cos / do) 

gegeben, also ■wiedenim durch homogene Pol 5 mome vom Grade v, die 
selbst der Potentialgleichung geniigen. Diese Potenzreihe ist aJsdann 
in jeder Kugel q^R—b absolut und gleichmaBig konvergent. 

Eine weitere Folgerung ist das Spiegelwngsprinzip: Wenn eine in 
einem Gebiet harmonische Funktion auf einem ehenen oder kugelfdrmigen 
Teil des Ra/ndes stetig die Werte Nidi cmnimmt, so Idfit sick die Funktion 
durch Spiegelung iiber diesen T eil des Randes hinaus analytisch fortsetzen. 
ZumBeweise diirfen wir uns auf ein ebenes bzw. geradliniges Randstiick S 
beschranken, welches Rand eines halbkugel- bzw. halbkreisformigen Ge- 
bietes H ist, in dem die harmonische Funktion u sich regular verhalt mit 
den Randwerten Null auf S. Durch Spiegelung der Halbkugel If an S 
und Spiegelung der Werte von « auf If in die entgegengesetzt gleichen 
Werte erhalt man ein Kugel- bzw. Kreisgebiet K. Die durch diese Rand- 
werte auf K bestimmte in K regulare Potentialfunktion U stimmt auf 
H mit u iiberein und besitzt in spiegelbildlich zu S symmetrischen 
Punkten entgegengesetzt gleiche Werte, verschwindet also insbesondere 
auf S. Daher haben C/ und u auf dem Rande von H gleiche Werte und 
sind somit innerhalb H identisch, was unsere Behauptung bestatigt. 

Eine weitere Anwendung ist der Weierstrafische Konvergenzsatz. 

Eine Folge von in G reguldren und in G -1-J’ stetigen Poteniicdfunk- 
tionen u„, deren Randwerte /„ auf F gleichmd/3ig konvergieren, konvergiert 
auch im Inne%n gleichma^ig, und zwar gegen eine Potentialfunktion mit den 
Randwerten f — lim /„. 

Die GleichmaBigkeit der Konvergenz folgt direkt aus dem Satz 
vom Maximum und Minimum. Denn mit u„ ist auch die Differenz 
M„— zweier Funktionen der Folge bei beliebigem n und m eine in G 
regulare und in G + jT stetige Potentialhmktion und nimmt somit ihr 
MaviTnnm und Minimum am Rande an. Fur alle Punkte des abge- 
schlossenen Gebietes G -b T gUt also die Ungleichung 

M„|^Max.l/„— /„|, 

woraiis sofort die behauptete gleichmaBige Konvergenz in G und die 
Annahme der Randwerte / = lim/« folgt. DaB die Grenzfunktion u 
in G der Potentialgleichung geniigt, konnen wir aus dem Poissonschen 
Integral erkennen. In der Tat, sei K eine beliebige gara in G gelegene 
Kugel vom Radius R und bezeichnen wir mit «„ bzw. u die Randwerte 
auf K, so gilt im Innem von K fur jedes «„ und somit auch fiir u mit 
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den. Randwerten « die Integralformei 

u = f f 

4 IE j J (o“ + i?® — 2 g i? cos 

K 

aus der sofort foigt, daB u in K Potentialfunktion ist. Ein weiterer 
sich hier nnmittelbar ergebender Konvergenzsatz ist der Satz von Harnack: 

Konvergiert eine nirgends abnehmende oder nirgends zunehmende Folge 
von in G reguldren harmonischen Funktionen in einem einzigen Punkte 
von Gj so konvergiert sie in alien Punkten von G, und zwar gleichmdfiig 
in jedem abgeschlossenen inner en Teilgebiet, 

Wir beschranken nns hier und auch spater auf drei bzw. zwei 
Dimensionen, ohne dadurch die Allgemeinheit der Schliisse zu be- 
eintrachtigen. 

Es geniigt, den Beweis fiir eine nirgends abnehmende Folge zu fiihren. 
Wir betrachten bei beliebigem m und n>m die alsdann nicht negative 
Differenz und beschreiben um den Konvergenzpunkt' P 

eine noch ganz in G gelegene Kugel Ka vom Radius a, Ist Q irgendein 
anderer Punkt dieser Kugel und q< a sein Abstand vom Mittelpunkte P, 
so foigt aus der Hamackschen Ungleichung die Ungleichung 

( 16 ) o<cpiQ)<^cp{P). 

aus der sich sofort die gleichmaBige Konvergenz der Folge u„ in jeder 
Kugel vom Radius r^a — d ergibt. Da sich nun jedes abgeschlossene 
innere Teilgebiet von G durch endlich viele ganz in G liegende Kugeln 
von geeignetem Radius r<a iiberdecken laBt, so erkennen wir durch 
Fortsetzung unserer SchluBweise die obige Behauptung. DaB schlieBlich 
die Grenzfunktion in G Potentialfunktion ist, foigt aus dem Satz 
von Weierstrass. 

Von grundlegender Bedeutung ist der Satz; 

Ist {«(^c)} eine in G gleichgradig heschfdnkte Menge von in G reguldren 
Potentialfunktionen, d. h. gilt fur alle u gleichzeitig 

\u{x)\^M, 

so sind in jedem abgeschlossenen inneren Teilgebiet von G auch die Ab- 
leitungen {m,} und {Uy} gleichgradig beschrdnkt. 

Zum Beweise betrachten wir eine im Innern von G gelegene Kugel K 
vom Radius a, dem Mittelpimkt P und der Oberflache 0. Da mit u 
auch Ug Potentialfunktion ist, so gilt der Mittelwertsatz 
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und der daraus leicht folgende Mittelwertsatz 


K 

fiir das Kugelinnere (vgl. §3). 

Durch partielle Integration erhalten wir 




j g , 

und daraus wegen und \u\^M die Abschatzung 


I dn \ 


(17) 

Ebenso gilt natiirlich 

( 18 ) 


l^AP) 




hiP)\^ 


3M 


Es sei nun ein abgeschlossenes Teilgebiet von G, dessen Punkte von 
Feinen Abstand >a besitzen; dann gelten ftir alle Punkte P von G^ 
die obigen Ungleichungen gleichzeitig, woraus die Aussage unseres Satzes 
unmitt elbar folgt. 

Eine direkte Konsequenz dieses Resultats ist der folgende Auswahl-' 
satz (Satz von der ,,KompakiheW): 

Aus einer gleichgradig beschrdnkten Menge von in G reguldren Potential- 
funktionen, Idjit sick stets eine Teilfolge u^{x) auswdhlen, die in jedem 
abgeschlossenen inner en Teilgebiet G' von G gleichmd^ig gegen eine Potential- 
funktion konvergiert. 

Denn infolge der gleichgradigen Beschranktheit auch der Ableitungen 
von u in jedem festen inneren abgeschlossenen Teilgebiet ist die Menge 
{u{x)} dort gleichgradig stetig, womit die Auswahlmoglichkeit gesichert 
ist (vgl. hierzu Bd. I, 2. AufL, Kap. II, §2). Wiederum schlieBen wir 
aus dem KonvergenzsatzvonWEiERSXRAss, daB die Grenzfunktion in G 
Potentialfunktion ist. Insbesondere ergibt sich aus unseren Betrach- 
tungen: Konvergenz einer Folge von gleichmajUg beschrdnkten harmonischen 
Funktionen muj3 in jedem abgeschlossenen Teilbereich gleichmdfiige Kon- 
vergenz sein und daher im Limes wieder eine harmonische Funktion liefern. 


§ 3. Der Mittelwertsatz und Anwendungen. 

1. Homogene und unhomogene Mittelwertgleichung. Wir haben 
bereits mehrfach den Mittelwertsatz der Potentialtheorie betrachtet: 

Fur jede in einem Gebiet G regular e Potentialfunktion u ist der Mittel- 
wert uber eine beliebige ganz in G gelegene Kugeloberfldche vom 
Radius R gleich dem Wert Uq der Funktion im Mittelpunkte der Kugel: 

Q]{ 


( 1 ) 
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Aus (1) folgt unmittelbar ein entsprechender Mittelwertsatz fur das 
Kugelinnere. Denn da (1) fur alle R besteht, sofern nur die zugehorigen 
Kugelflachen nicht aus G herausragen, so ergibt sich nach Multiplikation 
mit und Integration in den Grenzen 0 und a 

p) “•“il#///*'**' 

Ka 

d. h., der Mittelwert iiber das Innere einer ganz in G gelegenen Kugel isi 
gleich dem Wert Mq im Miitelpunkte der Kugel. 

Auch fur die Losungen der unhomogenen Poissonschen Gleichung 
Au = — A 7 ifi besteht ein fiir beliebige Kugeln gfiltiges Mittelwert- 
theorem ; wir gelangen zu ihm durch eine einfache Spezialisierung der in 
§1,3 abgeleiteten Greenschen Formel (30')- Wahlen wir dort als Grund- 
gebiet eine Kugel Kr mit dem Radius R urn den Punkt P als Mittelpunkt 
und setzen 

1 1 11 
w = —g. also 0 = -—g. 

SO entsteht die Identitat 

Qr 

gultig fur jede stetige, mit stetigen ersten und stuckweise stetigen 
zweiten Ableitungen versehene Funktion u[x, y,z). Fiir Losungen der 
Poissonschen Gleichung folgt somit der Mittelwertsatz; 

Jede in G regular e Losung der Gleichung Au = — erfullt fur eine 
belieUge ganz in G gelegene Kugel Kr die Relation 

Or Kr 

Wie im Spezialfall /j, = 0, so konnen wir auch hier durch Integration 
nach i? zu einer Gleichung fiir das Kugelinnere gelangen; nach leichter 
Rechnung folgt 

Kh Kr, 

Analoge Satze bestehen in der Ebene: 

Jede in G reguldre Losung der Gleichung Uxx-\-Uyy — ~2jtfi erfullt 
fiir einen beliebigen ganz in G gelegenen Kreis Kr die Relationen 

(6) Uo = ^^Juds + J Jpjog^dg 

J^R ^R 

Kr Kn 
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Allgemein im H-dimeiisionalen Raum: Jede in G regulars Losung der 
GleichungA u = — o)nii erfilllt filr eine beliehige ganz in G gelegene Kngel Kr 
die Relationen 


{&) 

( 7 ') 


..ju .43/ /■ ■ •/ (7^ - 

Q}i Kji 

. j udg-(o„ I" J--- J 

Ku 


wobei in der letzten Gleichnng 
[7") W{r.R)= ^ [— 




gesetzt ist. 

Es sei bemerkt, daB wir die Gleichungen (5), (7) und (7') auch 
unmittelbar aus den Greenschen Formeln ( 31 ), ( 34 ), (35) von § 1 gewinnen 
konnen, indem wir fiir v die Funktion 


2 J?” 
mit 


eintragen, die auf der Kugeloberflache Qr nebst ihrer normalen Ab- 
leitung verschwindet und in Kr der Gleichnng 

A n 

' Av = - 

j^n 

geniigt. 

2, Die Umkehrung der Mittelwertsatze. Es besteht die bemerkens- 
werte Tatsache, daB die obigen Mittelwertsatze fiir die Losungen der 
zugehorigen Differentialgleichungen charakteristisch sind. Wir beweisen 
zunachst die folgende Umkehrung des Mittelwertsatzes der Potentialtheorie: 

Eine Funktion u [x, y, z) sei in einem Gebiete G stetig und erfulle fur 
jede ganz in G gelegene Kugel Kr die Mittelwertrelation 

Qg 

Dann ist u in G harntonische Funktion. 

1, Zu einem einfachen Beweise gelangen wir vermoge der Poisson- 
schen Integralformel (vgl. § 2, 2 Formel (9)), die uns die Losung der 
Randwertaufgabe von Au~Q fiir die Kugel liefert. Denn zunachst 
folgt durch die gleiche Schlufiweise wie in §1,3, daB in einem ab- 
geschlossenen Teilgebiet G' von G das Maximum und Minimum der 
Funktion m in G' stets am Rande von G' angenommen wird, und daraus 
wiederum, daB es nur eine einzige Funktion u geben kann, die auf F' 
gegebene Randwerte besitzt und im Innern von G' die Mittelwert- 
gleichung (1) erfiillt. Es sei nun G' eine ganz in G gelegene Kugel und v 
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die Potentialfunktion, die auf F’ mit u ubereinstimmt. Diese durch das 
Poissonsche Integral bestimmte Funktion besitzt aber als Potential- 
funktion die Mittelwerteigenschaft (1) und muB somit nach der obigen 
Bemerkung mit u'mG' identisch sein. Hieraus folgt, daB u im Innern 
jeder in G gelegenen Kugel und daher iiberall in G die Gleichung Zl m = 0 
erfullt. 

2. Auch ohne Benutzung der Poissonschen Integralformel laBt sich 
die Umkehrung des Mittelwertsatzes leicht direkt beweisen. Unter der 
Voraussetzung, daB u zweimal stetig in G differenzierbar ist, folgt die 
Behauptung unmittelbar aus der Identitat 






Audg, 


Denn dividieren wir beide Seiten durch und lassen R gegen 0 kon- 
vergieren, so konvergiert die rechte Seite wegen der Stetigkeit von A u 
gegen den Wert 


A Uq lim 

R~^0 


1 

A-nR^ 




die linke verschwindet nach Voraussetzung fiir alle R,±h. es ist Zl Wq = 0. 
Unser Satz ist somit bewiesen, wenn wir nachweisen, dafi uinG zweimal 
stetig differenzierbar ist. 

Es sei K eine Kugel vom Radius a und ein Teilgebiet von C, fiir 
dessen Punkte die umbeschriebene Kugel K jeweils noch ganz in G 
liegt. Die Relation (1) besteht dann in G^ gewiB fiir alle Kugeln vom 
Radius R^a; multiplizieren wir bei festem Mittelpunkt (1) mit R^f{R) 
wobei f{R) eine integrierbare, aber sonst willkiirliche Funktion sein kann 
und integrieren nach R von 0 bis a, so folgt 

(8) Cuq = fff f(r]udg 

a K 

mit C = A 7 cJ r^f{r) dr. 

0 ^ 

Wahlen wir sodann fiir / eine gerade, nur im Bereich --a^R^a 
von Null verschiedene Funktion, die fiir alle R stetige Ableitungen bis 
zur Ordnung besitzt, und setzen K{x, y, z) ^ ^ 

so konnen wir (8) in der Form 
00 

(9) Cii(x,y.z)=fjf K{x-L r,, C) d^dr] dC 

—00 

als unendliches Integral schreiben. Da K beliebig oft differenzierbar 
gewahlt werden kann, so folgt aus (9) : Eine stetige Funktion u, die die 
Mittelwerteigenschaft (1) besitzt, ist im Innern von G beliebig oft stetig 
differenzierbar. Nach der Bemerkung am Anfang ist also u Potential- 
funktion. 
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In dem hiermit be’wiesenen Satz wird vorausgesetzt, daB die Mittel- 
werteigenschaft (1) ftir jede ganz in G gelegene Kugel erftiilt sei, wobei 
G ein beliebiges endliches oder unendliches Gebiet des Raumes sein 
kann. Machen wir jedoch hinsichtlich G die scharfere Voraussetzung, 
daB es sich um ein endliches nnd abgeschlossenes Gebiet handelt, so 
zeigt sich, daB die Mittelwerteigenschaft fur jede Kugel als Voraus- 
setzung unwesentlich ist. In der Tat gilt der folgende Satz: 

Es set G ein Raumgebiet, fur welches die Randwertaufgabe der Glei- 
chung Au = 0 fur beliebige stetige Randwerte loshar sei. Eine Funkiion 
u sei in G + P steiig und erfulle in jedem inneren Punkt von G die 
Mittelwertgleichung 

( 10 ) u, = -^ffudD 

wenigstens fur eine einzige ganz in G F gelegene Kugel vom Radius 
A{P)>0 um P als Miitelpunkt. Dann ist u in G Potential funkiion. 

Es sei ausdnicklich hervorgehoben, daB h als Funktion von x,y,z]m 
iibrigen vollig willkurlich sein kann, also z. B. beliebig unstetig sein mag. 

Der Beweis ergibt sich durch eine etwas andere SchluBweise, als 
wir im ersten Beweis des vorhergehenden Satzes angewandt haben. 
Wir betrachten die abgeschlossene Menge F derjenigen Punkte von 
G, in denen u gleich dem Maximum M ist. Im Punkte P^ von F 
werde der kleinste Abstand der Punkte F von F angenommen. Ware 
nun Pq ein innerer Punkt von G, so gabe es eine ganz in G gelegene 
Kugel vom Radius h{P^ > 0 um Pq als Mittelpunkt, fiir die die Mittel- 
wertgleichung gilt und auf der infolgedessen u = M sein miiBte. Ent- 
gegen der Annahme wiirde es also Punkte von F geben, die naher an F 
liegen als Pq. Es foigt, daB Pq auf F liegt. Ebenso erkennt man die 
Annahme des Minimums auf dem Rande und somit die eindeutige Be- 
stimmtheit der Funktion u durch die Randwerte auf F. Ist nun v die 
Potentialfunktion , die auf F mit u ubereinstimmt und als Potential- 
funktion natiirlich die Bedingung (10) erfiillt, so foigt u^v innerhalb G. 

Die in unseren Umkehrungssatzen enthaltene Voraussetzung der 
Stetigkeit von u ist in den obigen Beweisen und deren Ergebnis nicht un- 
wesentlich; jedenfalls konnen wir allgemein nicht erwarten, daB die 
Stetigkeit von u bereits in der Mittelwerteigenschaft enthalten ist, 
selbst dann nicht, wenn diese Eigenschaft fiir jede Kugel besteht. In 
der Tat lassen sich fiir w = 1, d. h. fiir die Gleichung 

(11) u{x) = {u{x + h) [x — h]) 

nichtlineare unstetige Funktionen « konstruieren, die fiir beliebige x 
und h diese Gleichung erfiillen^. 

1 Hamel: Eine Basis aller Zahlen nnd die unstetigen Losungen der Funktional- 
gleichung t(x-\-y] =j{x) Math. Ann. Bd. 60 (1905) S. 459 — 462. 
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Wenn allgemeiner die Mittelwertseigenschaft nur fiir einen einzigen 
Radius h{P) vorausgesetzt wird, so ist auch die Forderung, daB G F 
eiti endliches abgeschlossenes Gebiet sei, wesentlich. Fiir ein unendliches 
Gebiet z. B. lassen sich bereits in dem Spezialfall h = konst. = I stetige 
nichtharmonische Funktionen angeben, die iiberall die Gleichung 


( 12 ) u^^^jjudQ 

erfiillen. Nehmen wir z. B. an, daB u nur von abhangt, so geht (12), 
wie man leicht erkennt, in die Integralgleichung 


( 13 ) u{x) = -^ J uii)d^ 

-f —/ 

liber. 

Durch den Ansatz u [x) = >"* erhalten wir spezielle Losungen dieser 
Gleicbung, wenn y der transzendenten Gleichung 


(14) 


siny I 


genugt. AuBer der Ldsung 7 = 0 besitzt diese Gleichung unendlich viel 
komplexe Wurzeln y~<x. + i^, dargestellt durch die Schnittpiinkte 
der Kurven 


sin a I 
a I 


COS Oil' 




®of ©ini?/ 
in der (X, /S-Ebene. Auch die reellen Funktionen cos a;\:und 

xx geniigen alsdann der Gleichung (I 3 ) ; nur fur a = ^5 = 0 
ergibt sich eine Potentialfunktion. 

Die Voraussetzung, daB u im abgeschlossenen Gebiet G stetig sei, ist 
auch im Fall eines endlichen Gebietes G wesentlich. Ein einfaches Beispiel 
fur eine nur im offenen Intervall stetige Funktion u{x), die in jedem 
Punkte X des Gebietes die eindimensionale Mittelwertgleichung 


(15) 


u(x) = (u{x + h) +u (x—h)) 

2 h 


fiir ein zugehoriges > 0 erfiillt und nicht linear ist, ist in Abb. 21 
gekennzeichnet 

Diese Funktion ist im Interval! 0 < < 1 stetig, stiickweise linear 
und lauft zickzackformig zwischen den Geraden y = 0 und y == 1 hin 
und her. Die auf der oberen Geraden liegenden Spitzen mogen die 
Abszissen die auf der unteren Geraden liegenden die Abszissen 
haben. Beide Folgen haufen sich in den Endpunkten = 0 und \ . 
In der Umgebung jedes Intervallpunktes, der nicht mit einem der 
Punkte oder zusammenfallt, ist u {x) linear und besitzt somit gewiB 
die Mittelwerteigenschaft (15) fiir ein bestimmtes h{x) — sogar fiir 


^ Nach einer miindlichen Bemerkung von Herrn Max Shiffman, 
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I M ^ 11 
* a i ff 


unendHch viele h. WaMen wir nun die Folge so, daB zu jedem 
zwei Punkte und a^>a^ existieren, fiir welche a, = + %) 

gilt, so erfiillt u{x) auch in den oberen Spitzen die Relation (15), und 
zwar mit h{a^) = — Wahlen wir femer in der 

gleichen Weise, jedoch so, daS mit fiir kein v und ^ zusammenfallt 
und so, daB in jedes Intervall zwischen zwei benachbarten genau 
ein fallt, so entsteht in 
der in Abb. 21 gekennzeich- 
neten Weise emefurO< x< 1 
stetige Funktion u{x), die 
die Eigenschaft (15) besitzt 
und doch nicht linear ist. 

Die Konstruktion zweier 
Folgen ( 2 , und der ge- 
schilderten Art ist aber in 
mannigfacher Weise mog- 
lich, z. B. wie in Abb. 2| 
durch die symmetrisch zu ^ | gelegenen Punkte mit den Abszissen 





a 

1- 






1 * 


(v=l,2,...) 


o’* + 2 ) 


auf y = 1 und durch die ebenfalls zu = | symmetrischen Punkte 

1 1 2 

~i I 

/•a' 


6 = 

auf der Geraden y == 0. 


7 2—1 ’ 

1 1 


1 -^^. i-l± 

7 2 ”-^ ' 7 2 ' 


(v=0.1.2,...) 


Auch der allgemeine Mittelwertsatz fiir die unhomogene Poissonsche 
Gleichimg lafit eine Umkehrung zu: 

Es sei u eine stetige und /n eine stUckweise stetig differenzierhare Funktion 
in G. Fiir jede in G liegende Kugel K gelte die Gleichung 

D K 

Oder die dquivalente integrierte Gleichung (5). Dann genugt u in G der 
Poissonschen Gleichung 

Wir bemerken zunachst, daB, falls in G lediglich stetig ist, das 
durch i?® dividierte Raumintegral in (16) mit gegeii den Wert 



256 Elliptische Differentialgleicliungeii, insbesondere Potentialtheorie. 


konvergiert; infolgedessen muB auch der Grenzwert 

(^7) 6K) = lm A 

■ Olt 

iiberall in G existieren, und zwar gilt 


(18) 

Wenn ■k zweimal stetig differenzierbar ist, so ist, wie wir friihor 
auf S. 252 bereits bemerkten, 

( 19 ) 0{u)=Au. 

Unser Satz ist also bewiesen, falls wir u als zweimal stetig differenzier- 
bar nachweisen konnen. Wir zeigen allgemein: Ist u in G stetig und 
H in G stUckweise stetig differenzierbar und geniigt u fur jede in G liegende 
Kugel K der Mitielwertgleichung (4) bzw. (5), so ist u in G zweimal 
stetig differenzierbar. Zum Beweise dieser Tatsache verfahren wir ahnlich 
wie im Spezialfalle fi = 0. Wir wahlen wiederum eine hinreichend 
oft differenzierbare Funktion f{R), multiplizieren die im Gebiete 
fur einen festen Punkt P gebildete Gleichung (l6),mit 47tR^f(R) und 
integrieren in den Grenzen 0 und a. Nach leichter Rechnung folgt 


(20) Cu=jjfuf{r)dg + jjfliF{r)dg 

K K 

mit 

C = 4n Jr^f{r) dr 
0 

und 

a r a 

F{r) = 47t R^f(R)dR =7-7- / R^f(R)dR-47z J Rf(R)dR. 

r ' 0 r 


Setzen wir wieder 


K{x, y,z)=f{r), 


und ferner 


= 0 , 

r a 

H(x.y,z) = ^lR^f{R)dR + 4ztlRf{R)dR, 

0 r 

c 


{r^a) 

(r^a) 


(r^a) 


so konnen wir durch geeignete Wahl von / (R) erreichen, daB K und H 
uberall stetige Ableitungen bis zur iV*®" Ordnung besitzen. Wir erhalten 
dann fiir u die Darstellung 
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00 

Cu = j J J K{x~i,y—ri,z—C)u{^,i],^)d^di^d^ 

“CO 

OO 

-J f lH{x-ly-rj,z-OM^,r,,Od^dr^dC + cf j fdid^dridC. 

— OO C? 

Die beiden ersten Integrale rechts besitzen Ableitungen bis zur 
Ordnung, das dritte Integral ist das Potential der stetigen Raumbelegung/^ 
nnd ist nach dem Resultat von § 3,1 in G zweimal stetig differenzierbar. 
Somit ist die Funktion u selbst in zweimal stetig differenzierbar 
nnd geniigt nach der Bemerkung am Anfang dort der Gleichung 
Au= — 47tpL. Da a beliebig klein gewahlt warden kann, so gilt diese 
Tatsache hberall im Innern von G. 

Die entsprechenden Umkehrungssatze gelten im w-dimensionalen 
Ranm nnd folgen unmittelbar aus dem ahnlich wie oben zu beweisenden 
Satz: Ist u in G stetig uni fi in G stuckweise stetig differenzierbar uni 
genUgt u fur jede in G liegende Kugel K den Gleichungen (6') oder (/') 
hzw. (6) Oder (7), so ist u in G zweimal stetig differenzierbar. 

3. Die Poissonsche Gleichung fiir Potentiale von Raumbelegungen. 
Wir konnen den zuletzt bewiesenen Umkehmngssatz benutzen, um 
dem Beweis fiir die Poissonsche Gleichung Au^—47cji, falls u das 
Potential einer Massenbelegung fz von G ist, eine neue Wendung zu 
geben und die Aussagen zu versch^fen. 

Es sei fi {x, y, 2 ) eine in G stuckweise stetige Funktion und 


(22) 

G 

das Potential der Massenbelegung /x. Wir denlcen uns fiir den Augen- 
blick auBerhalb G die Belegung fj, durch fi — 0 fortgesetzt. Es sei femer 
Pg ein beliebiger Punkt des Raumes und K eine beliebige Kugel vom 
Radius R um Pg Mittelpunkt. 

Da u iiberall stetig ist, konnen wir fiber das Kugeliimere integrieren 
und fibrigens die Integration unter dem Integralzeichen in (22) ausfiiliren. 
Es ergibt sich 

Jffudg V. C)F(r) dldri d^, 

K G 


wobei F(r) = j J f ^ das Potential der mit der Masse 1 

K 

mafiig. belegten Kugel K ist, also 


( 23 ) 



4?r 

— — J 



gleich- 


Courant'HUbert, MathemAtisclic Physik 11. 


17 


(rmR) 

(r^R) 
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Setzen wir die Werte {2}) ein, so folgt 

(24) ffj JJJ ^ds + 2^ J 

K 6* K 

G* ist das von K nicht liberdeckte Teilgebiet von G. Wegen 

IJjEdg..-lff^dg 


G* 

erhalten wir die Gleichung 

J J oiS-ix/f /{’>?■ 




Oder 




K 

d. h. gerade die Mittelwertgleichung (5). 

Das Potential einer stuckweise stetigen Massenbelegung erfullt fur pde 
Ktigel die Mittelwertgleichung (5) und daher auch die dqmvalenteGleichung{4). 
Mit Riicksicht auf das Resultat am SchluB von Nr. 2 folgt sodann: 
1st jji in G stetig, so existiert fur das Potential (22) ilberall in G der 
Ausdruck 


©(») = ^J,-\'JJudQ-u, 

[ Or 


und zwar gilt 

(25) 0{u) = — 471 /x. 

Ist fi in G stuckweise stetig differenzierbar, so ist ©{u)=Au und 
somit Au — — 4n fj,. 

4. Mittelwertsatze fiir andere elliptische Differentialgleichungen. 
Die Mittelwertsatze fiir die Laplacesche und Poissonsche Gleichung lieBen 
sich unmittelbar aus der Identitat 


(26) 


{-l—±^Audg 

Or Kr 


ablesen, welche fiir jede stetige, mit stetigen ersten und stuckweise 
stetigen zweiten Ableitungen versehene Funktion u besteht. Wir konnen 
statt dieser Identitat leicht eine allgemeinere gewinnen, die zu einer 
Taylorschen Entwicklung des Mittelwertes 

Oh 


als Funktion von R bei festem Mittelpunkt P^ fiihrt. 
Wir gehen aus von der Greenschen Formel 

(27) Cu^^jjj {uAv'-vAu)dg, 

K 
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wobei K eine beliebige Kugel vom Radius R nm ist, v die Form 


(270 


v{r)-. 


4:tr 


■w{r) 


mit zweimal stetig differenzierbarem w{r) fiir rrSjf? besitzt und endlich 
auf der Oberflache Qr der Kugel 

(27") 


dv ^ 
^; = _ = 0 


gilt; fiir u kann jede zweimal stetig differenzierbare Funktion genommen 
werden. 

Wir setzen voraus, da6 u in K stetige Ableitungen bis zur 
2m + Ordnung besitzt nnd verstehen unter A^u den ^^-fach iterierten 
Laplacescben Differentialausdruck, also z. B. A^u^Au, A^u = AAu 
nsw. Fiir alle v^m gilt alsdann die Identitat 


( 28 ) 


CA^u^ =fff (A^uAv—vA^^'^u) dg. 


Es sei femer . . . eine Folge von Funktionen der obigen Art, 
definiert durcb die Differentialgleichimgen 


(29) 


+ l = K + l + •jl'r + l = Hv 


und die Randbedingungen (27") sowie durch die Anfangsfunktion 

1 R—r 


(30) 


Va 


i_ ^ 

4:?T \ y R } An R r 

Man bestatigt leicht, daC sich als Losungen dieses Rekursionssystems 
die Funktionen 

1 


(3i) 




An{2V'^\)\ Rr 


R 


.2v 


ergeben, die alle die Form {27') mit ^ iyt 

Ersetzen wir sodann v in (28) durch $o folgt 
(32) 


besitzen. 


C,A’'Uo=JJJ{v,_iA'’u—v,A’'+^u)dg 

K 

und daraus, wenn wir die fiir >» = 1 , 2, . . . , m aufgeschriebenen Gleichungen 
summieren: 

m 

^C^A^Uo^ Iff (vgAu—v„A”^+^u)dg. 

V = 1 K 

Unter Beriicksichtigung von ( 26 ) und (3'1) erhalten wir also 

m 


(33) ' 


-l-ffudQ== y--^- 

^(2v+i 

Qr 

1 


■+ 




An{2m 1)1 


III 


A^u,, 

(i? — 


Rr 


A”‘ + ^udg, 


17 * 
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eine Identitat, die fur jede in G 2 w + 2 inal stetig differenzierbare 
Funktion u und jede in G gelegene Kugel K giiltig ist^. 

Wenn u in G beliebig oft differenzierbar ist und das Restglied mit 
wachsendem m gegen Null konvergiert, so entsteht aus ( 33 ) die un- 
endliche Reihe 

00 

( 34 ) = = 

Dli 0 


Dies ist z. B. der Fall, wenn von einem bestimmten m an 
identisch in G verschwindet; dann bricht die Entwicklung ( 34 ) mit 
v==M — i ab: 

Jede in G reguldre, d. h. mit stetigen Ableitungen bis zur 2 
Ordnung versehene Losung der Differeniialgleichung = 0 erfiillt in 
einer beliebigen in G gelegenen Kugel die Mittelwertgleichung 


( 35 ) 


1 




J J = 


-1 

\2v + l)! 

0 


«o 


R2- 


Beispielsweise gUt fur Ldsungen der Gleichung AAu = 0 das Mittel- 
werttheorem : 

( 36 ) ^ Jjga j JudQ = Uo + ~Au^. 

Q 

Zu einer weiteren Anwendung gelangen wir fiir Losungen der Diffe- 
rentialgleichung Au + cu = 0. Denn hier ist 

A''u = {—iYc'’u 

und somit, da das Restglied wegen + = (— + mit 

wachsendem m gegen Null konvergiert, 


00 



(2 V + 1 ) ! 



sin i? ]/c 
Rfc~ 


Fur jede in G regular e Losung der Gleichung Au A- cu^O bestehi 
die Mittelwertgleichung 


( 37 ) 


- 1 

An 



sin jR ]/c 

r"']/c~~' 


guUig fur eine beliebige Kugel in G. 

Ahnliche Betrachtungen lassen sich in der Ebene und allgemein im 
in-dimensionalen Raume durchfiihren. 


^ Vgl. Merzu P. Pizetti: Sulla media dei valori che una funzioni dei punti 
dello spazio assume alia superficie di una sfera. Rendiconti Lincei (5) Bd. 18 
(t«H)9) S. 309”316. 
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In der Ebene erhalten wir so die Identitat 


(38) = 1 1 v„A’-^^udg. 


wobei aus der Rekursionsformel 


^>+i=lQ^AQ)^og-'^-dQ 


i 


zu bestimmen ist, 

Im ^ 2 “dimensionalen Raume gilt 




mit dem Rekursionssystem fiir Vj^ [r ) : 


jn : 


1/1 1 


Wie vorhin folgt aus diesen Formein der folgende Satz: Jed& in G regtddre 
Losmg der Differentialgleichung A u cu 0 erfullt in einer beliebigen 
Kugel in G die Mittelwertgleichung 


(40) -—jJudQ-u^ 


r 4 /„_2(i?i/^) 


R-fA « 


•)■(¥)■ 


v=o virivd- 


Dabei ist J,{x) die v*' Besselsche Funktion. 

In der Ebene gilt speziell 

y « (is = «o /o l/c) • 
a 

Fiir ungerade n ist der Faktor f [R) von «q ausdriickbar durch die 

Ableitungen der Funktion und zwar gilt (vgl. Bd. I, Kap. VII, 

R-yc 

s. 423) 


(— 1) " 2 "“^ \2/ d ^ sinJUyc 

E»~rV7" 

d{R^c) ^ 
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§ 4. Die Randwertaufgabe. 

1 . Vorbemerkungen. Stetige Abhangigkeit von den Randwerten und 
vom Gebiet. Wir gehen nunmehr zur Losung der Randwertaufgabe liber. 
Die eindmtige Bestimmtheit dieser Losung, d. h. den Satz : Es gibt hochstens 
eine in G regulare harmonische Funktion, die auf F vorgeschriebene 
stetige Randwerte / annimmt, haben wir bereits friiher bewiesen. Ebenso 
haben wir gesehen, da6 die Losung der Randwertaufgabe sfetig von den 
Randwerten abhangt: 1st /„ eine Folge von stetigen Randhelegungen, die 
auf r gleichmdfiig gegen / konvergieri, so konvergiert die Folge der zugehorigen 
Losungen im Innern von G gegen eine Potentialfunktion u mit den 
Randwerten /. Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Konvergenz- 
satzen von § 2, 3 . Es geniigt also die Losbarkeit der Randwertaufgabe 
z. B. fiir solche Randwerte / zu beweisen, welche durch die Werte eines 
Polynoms in . . . , auf F festgelegt werden. Denn dann kann durch 
Grenzubergang die Randwertaufgabe fiir beliebige stetige Randwerte 
gelost werden. GemaB den Uberlegungen von § 2, 1 ist es somit zur 
Losung der Randwertaufgabe ausreichend, die Greensche Funktion K 
zu konstruieren. 

Wir beschranken uns bei der Konstruktion auf die Dimensionen 
ft = 2 und ^ = 3 . Das Resultat wird sein: 

Die Greensche Funktion Idfit sich im Falle n = 2 konstruieren fiir jedes 
Gebiet G, begrenzt von einer endlichen Anzahl von stetigen Kurven F, 
so da^ jeder Punkt von F Endpunkt einer geradlinigen Strecke ist, welche 
im iibrigen ganz aufierhalh G liegt. 

Im Falle ft = 3 Greensche Funktion konstruieren fur jedes 

Gebiet G, begrenzt von einer endlichen Anzahl von stetigen Fldchen F, 
so daji jeder Punkt von F Eckpunkt eines im uhrigen ganz au/ierhalb von G 
liegenden Tetraeders ist. 

In Kapitel VII werden wir alsdann die Randwertaufgabe erneut, 
und zwar unter wesentlich aUgemeineren Voraussetzungen und unter 
anderen Gesichtspunkten behandeln. 

Die folgenden Gberlegungen beziehen sich auf ein beschranktes 
Gebiet G. Fiir ein nicht beschranktes Gebiet G erhalten wir alsdann 
die Greensche Funktion, indem wir zunachst durch Spiegelung an einem 
geeigneten Kreis bzw. einer Kugel das Gebiet G in ein beschranktes 
Gebiet G' verwandeln. Auf Grund des Satzes von § 1 , S. 225 ergibt 
sich dann aus der Greeenschen Funktion fiir G' sofort die Greensche 
Funktion fiir G. 

Auch die Konstruktion der Greenschen Funktion fiir ein Gebiet von 
mehr oder weniger allgemeiner Gestalt konnen wir erheblich vereinfachen, 
indem wir die Abhangigkeit der Greenschen Funktion vom Gehiete G unter- 
suchen und eine entsprechende Stetigkeitsaussage beweisen. Wir betrach- 
ten eine monoton gegen G konvergierende Folge von Gebieten G^ derart, 
dafl jedes G^ das vorhergehende Gebiet G^ als Teilgebiet enthait und femer 



§ 4. Die Randwertaufgabe. 26^ 

jeder feste innere Punkt von G von einem ge\\’issen v an in alien liegt. 
Dann gilt der folgende Satz: 

a) Besitzt jedes Gehiet G^ eine Greensche Ftmkiion und das Grenz- 
gehiet G die Greensche Funktion K, so konvergiert die Folge in G F 
gleichmdfiig gegen if 

Von groBerer Bedeutung ist jedoch eine allgemeinere Konvergenz- 
aussage fur den Fall, daC die Existenz der Greenschen Funktion fiir das 
Grenzgebiet G nicht von vomherein bekannt ist, so daS wir alsdann 
diese Greensche Funktion K durch einen entsprechenden Grenziibergang 
konstruieren konnen. Dies gelingt auf Grund der folgenden Verfeinerung 
des Satzes a). 

h) Wenn die Gehietsfolge wie obe?i monoton gegen G konvergiert 
und zu jedem G^ die zugehorige Greensche Funktion existiert, so kon- 
vergiert die Folge im Innern von G gegen eine Grenzfunkiion 

if = Umif,. 

Diese Grenzfunkiion K ist die Greensche Funktion des Gebietes G unter 
folgenden V oraussetzungen: 

Im Falle von zwei Dimensionen: Es giU zu jedem Randf>unkt P 
von G eine endliche geradlinige Strecke, welche in P endigt und aufier- 
halb G liegt 

Im Falle von drei Dimensionen: Es gibt zu jedem Randpunkt P von G 
ein aufierhalh G gelegenes Teiraeder (das beHebig spitz sein mag), mit 
einer Spitze in P. 

Zum Beweise der beiden obigen Satze gehen wir von folgender Be- 
merkung aus. Die Funktionen und gleichfalls die durch Subtraktion 
der Singularitatenfunktion y entstehenden in Gy regularen harmonischen 
Funktionen Ky--y bilden eine monotone Folge. Denn sei v so groB, 
dafi der gewahlte Singularitatenpunkt ^ in liegt, dann sind fiir ii>v 
die Randwerte der in G^ regularen Potentialfunktionen K^—Ky auf 
Fy und somit diese Funktionen in Gy nicht negativ. Ferner gilt aus 
demselben Grunde im Falle a) 

also auch Ky—y^K — y. 

Im Falle b) gibt es zum mindesten eine Kugel, welche ganz auBer- 
halb G liegt. Ist K* die Greensche Funktion fiir das AuBengebiet dieser 

1 In dem nicht zu Gy gehdrigen Teil von G denke man sich Ky etwa durch 
Ky^*0 fortgesetzt. 

2 Es sei bemerkt, daB im Falle w = 2 die folgenden Dberlegungen leicht auf den 
allgemeineren Fall ausgedehnt werden kdnnen, daB sich in P an Stelle einer gerad- 
linigen Strecke ein Polygonzug anlegen iSlBt, welcher aus endlich oder abzahlbar 
vielen Strecken besteht, so daB also mit anderen Worten die Randkurve P eine 
beliebige Jordankurve sein kann. Da jedoch in Kap.VII die Randwertaufgabe 
auf andere Weise direkt fiir eine solche allgemeine Begrenzung durchgefiihrt wird, 
sei diese Verallgemeinerang hier hbergangen. 
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Kugel und Q als Singularitat, so gilt nunmehr 

K,mK* und K,-y^K*-y, 

d. h. in beiden Fallen ist die monoton wachsende Folge K^—y be- 
schrankt und infolgedessen in G konvergent; nach dem Konvergenz- 
satze von § 2,3 ist die Grenzfunktion H = lim K, in G harmonisch. 
Naturlich gilt if SO und wegen K,^K im Falle a) auch H^K. Da 
aber K die Randwerte Null besitzt, so gilt das gleiche fiir die Grenz- 
funktion H, d. h. im Falle a) ist H = K, die Greensche Funktion des 
Grenzgebietes G. 

Um Satz b) zu beweisen, nehmen wir als Resultat der Uberlegungen 
von Nr. 2 vorweg, daB wir die Greensche Funktion fiir das AuBengebiet 
einer geradlinigen Strecke in der Ebene und ffir das AuBengebiet eines 
Tetraeders im Raume konstruieren konnen. Es sei nun K* die Greensche 
Funktion einer solchen Strecke (bzw. eines solchen Tetraeders), die in 
der in b) formulierten Weise in einem Randpunkt Pq von G angelegt 
werden kann. Unsere obigen Uberlegungen liefem unmitt elbar fiir jeden 
Punkt von G: 

0^H(P)^K*{P), 

woraus wegen K* (Pq) = 0 genau wie friiher folgt, daB in Pq der Rand- 
wert H (Pq) — 0 angenommen wird. GemhB unseren Voraussetzungen 
besitzt also H iiberall die Randwerte Null und ist daher die Greensche 
Funktion des Grenzgebietes G. 

Es sei ausdriicklich hervorgehoben, daB die obigen Resultate und 
Uberlegungen keineswegs auf einfach zusammenhangende Gebiete be- 
schrankt sind, sondem sich ohne wesentliche Veranderung auf mehrfach 
zusammenhangende Gebiete iibertragen. 

Wir werden nunmehr in der nachsten Nummer die Konstruktion 
der Greenschen Funktion K fiir verhaltnismaBig spezielle Gebiete G, = G 
durchfiihren, mit denen wir jedoch hinreichend allgemeine Gebiete 
monoton approximieren konnen. Auf Gmnd unserer Ergebnisse folgt 
daraus die Existenz der Greenschen Funktion auch fiir die approxi- 
mierten Gebiete. Wir benutzen zu diesem Zweck das alternierende 
Verfahren von H. A. SCHWARZ. 

2. Losung der Randwertaufgabe mit Hilfe des altemierenden 
Verfahrens. Das alternierende Verfahren ist ein einfacher konvergenter 
ProzeB, welcher erlaubt, die Randwertaufgabe fiir ein Gebiet B zu 
Ibsen, wenn dieses Gebiet die Vereinigungsmenge von zwei Gebieten G 
und G' (oder auch von endlich vielen solchen Gebieten) ist, fiir welche 
wir die Losbarkeit des Randwertproblems bei beliebigen stetigen Rand- 
werten schon voraussetzen diirfen. Dabei nehmen wir an, daB die Be- 
grenzung von G und G' sich aus endlich vielen Bestandteilen mit stetiger 
Tangente bzw. stetiger Tangentialebene zusammensetzt. Wir setzen 
femer voraus, daB sich die Rander von G und G' gegenseitig unter einem 
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von Null versdiiedenen Winkel, und zwar nicht in Eckpunkten bzw. 
langs Kanten von F oder F' schneiden. Da wir beispielsweise die 
Randwertaufgabe fiir Kreise und Halbebenen, bzw. Kugeln und 
Halbraume durch das Poissonsche Integral losen konnen, so erlaubt 
das altemierende Verfahren unmittelbar die Losung fiir Gebiete, welche 
Vereinigungsmengen von endlich vielen Kreisen, Halbebenen, bzw. 
Kugeln und Halbraumen sind, die sich teilweise (iber- 
decken. Die Bildung der Vereinigungsmengen B wird 
durch die beiden nachstehenden Abb. 22 und 2} er- 
lautert, von denen die zweite zeigt, wie man durch 
Vereinigung von einfach zusammenhangenden Gebieten 
auch zweifach zusammenhangende Gebiete erhalten 
und dementsprechend die Randwertwerte auch fiir solche 
Gebiete losen kann. 

Da fiir das Verfahren kein wesentlicher Unterschied besteht, ob die 
Dberdeckung iiber einem oder mehreren getrennten Gebieten erfolgt, 
stellen wir die Betrachtung an dem in Abb. 2} dargestellten Fall an, 
wo G und G' nur ein einziges gemeinsames Gebiet D besitzen. Der 
Rand F von G sei aus den Bestandteilen a und b 
zusammengesetzt, wobei b ia G' liegt und a. der zu b 
komplementare Teil von F ist; entsprechend sei a' 
und b' fiir das Gebiet G' definiert. Wir nehmen an, 
da6 auf dem Rande a + a' = A von B stetige Rand- 
werte vorgegeben sind, die absolut genommen unter- 
halb einer Schranke M liegen. 

1. Das altemierende Verfahren besteht nun in fol- 
gendem ProzeB. Wir erganzen die auf a gegebenen 
Randwerte in stetiger Weise durch willkiirliche, absolut 
unterhalb M gelegene Werte auf b und losen mit den so auf F defi- 
nierten stetigen Randwerten die Randwertaufgabe fiir G; die Losung 
besitzt auf b' Werte, welche mit den auf a' vorgegebenen Werten zu- 
sammen erne stetige Randwertverteilung auf F' liefert. Mit diesen 
Randwerten losen wir die Randwertaufgabe fiir G' und erhalten eine 
Funktion u[. Diese ihrerseits besitzt auf b Werte, welche wiederum 
mit den Randwerten auf a eine stetige Randwertbelegung von G 
bildet. Die Losung der entsprechenden Randwertaufgabe sei Mj. Indem 
wir so altemierend fortfahren, gelangen wir zu emer Folge von Poten- 
tialfunktionen %, . . . in G und zu einer entsprechenden Folge u\, 

. . . in G'. Allgemein gilt dabei 

auf 6': = also m»+i— — w«+i— 

und auf 6 : = also 

Wir behaupten nunmehr: Die Funktionen m, in G und m' in G' kon- 
vergieren gleichmaBig gegen Potentitilfunktionen u und u', welche in 
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dem gemeinsamen Gebiet D identisch sind. Diese Grenzfunktionen 
definieren eine im ganzen Gebiet regulare Potentialfunktion, die das 
Randwertproblem fur B lost. 

Der Beweis beraht auf dem folgenden Hilfssatz: Es sei unter den 
obigen V o?aussetzungen uber G und G' die Funkiion v eine in G regulcire 
hartnonische Funkiion, welche auf a verschwindet und auf b der Ungleichung 

0^ \v\^i 

geniigt. Dann giU es eine feste positive Konstante q<\, die nur von der 
Konfiguration der Gebiete G und G' abhdngt, so dafi lungs b' uberall die 
Ungleichung 

besteht. Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir G', und wir konnen fiir q 
eine beiden Gebieten gemeinsame Konstante wahlen. 

Indem wir den Beweis dieses Hilfssatzes an das Ende dieser Nummer 
verschieben, konnen wir nun leicht den Konverg:enzbeweis fiir das 
altemierende Verfahren zu Ende fuhren. Wir bezeichnen mit M, das 
Maximum von + auf b' und mit Ml entsprechend 

das Maximum von \u,+^-u,\ = \ul-ul_^\ auf Identifizieren wir 
die Funktion n unseres Hilfssatzes fiir G mit so folgt sofort 

M.^qMl. 

Ebenso finden wir 

Ml^qM,_, 

und daher 

Also konvergieren die Grofien My bzw. Mf, gegen Null, und zwar nicht 
schlechter als die Glieder einer geometrischen Reihe mit dem festen 
Koeffizienten q^<\. 

Hieraus folgt aber sofort die gleichmafiige Konvergenz der Reihe 

CO 

+ ^ K +1 — «».) = lim «« = « 

»> = 1 

in G + P und der entsprechenden Reihe 

* 00 

m' + (m' + 1 — u'y) = lira u„ = u' 

in G'4- r'. u und u' sind demgemaB in G bzw. G' Potentialfunktionen, 
welche auf a bzw. a' die dort vorgeschriebenen Randwerte haben. Fiir 
das gemeinsame Gebiet D, das von h und h' begrenzt wird, gilt auf h' 
stets u'y — M„ = 0, wahrend auf b diese Differenz u'y—Uy m^_i 

gleichmaBig gegen Null strebt. Also stimmen die Grenzfunktionen « 
und m' in D iiberein und definieren zusammen eine in. B regular har- 
monische Funktion, welche die Randwertaufgabe lost. 
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Wenn wir unser \"erfahreii endlich oft wiederholen, so erlialten wir 
den folgenden Satz: I si G die V eremigtingsmenge einer endlicheji Anzahl 
von Gehieten Gj, . . . , die sich teilweise uberdecken, und deren sUkkweise 
glatte Rander sich nirgends beriihren, so Idjii sich die Randwertaufgabe 
fiir G losen, falls sie fur fedes G,, einzebt geldst werden kann. 

Insbesondere erkennen wir die Losbarkeit der Randwertaufgabe fiir 
jedes Gebiet, welches sich mit endlich vielen Kreisen oder Halbebenen 
bzw. Kugeln oder Halbraumen iiberdecken laBt. 1st z. B. G die ganze 
Ebene mit Ausnahme einer geradlinigen Strecke so kdnnen 

wir dieses Gebiet als Vereinigungsmenge der vier Halbebenen 

x<Q, x> \,y<h,y>0 



Abb. 24, 


auffassen und fiir jede dieser Halbebenen die Randwertaufgabe einzeln 
durch das Poissonsche Integral losen. Das altemierende Verfahren 
liefert dann unmittelbar die Losung fiir G. Im dreidimen- 
sionalen Raume gilt dasselbe fiir das AuBengebiet eines 
Tetraeders, welches als Vereinigungsmenge von vier Halb- 
raumen aufgefaBt werden kann. 

Beachten wir nun, daB jedes beliebige Gebiet als Grenz- 
gebiet einer monoton wachsenden Gebietsfolge G^ erhalten 
werden kann, deren jedes aus einer endlichen Anzahl von 
Kreisen bzw. Kugeln besteht, so erkennen wir unter Beriick- 
sichtigung von Satz b aus Nr. 1 den allgemeinen Satz: 

In der Ebene existiert die Greemche Funktion und daher die Losung 
der Randwertaufgabe fur jedes Gebiet G, hei dent sich jeder Randpunkt 
von aufieh her durch eine geradlinige Strecke erreichen Idfit, Im Raume 
gilt das gleiche fur alle Gebiete G, fur die jeder Randpunkt Eckpunkt eines 
im ubrigen auPerhalh G gelegenen Tetraeders ist 

2. Beweis des Hilfssatzes, Zum Beweise des Hilfssatzes betrachten 
wir zunachst den Fall von zwei Dimensionen (Abb. 24). Wir bilden das 
Potential einer Doppelbelegung des Bogens h mit der Dichte 1, d. h, 
den Ausdruck 

r aiogl 

w{P) = w{x,y)=J —^ds. 


welcher den Winkel darstellt, unter dem der Bogen von P aus erscheint. 
Diese im Innem von G regulare harmonische Funktion hat im Innem 


1 Beiiaufig sei bemerkt, daB das geschilderte altemierende Verfahren, durch- 
gefiihrt an mehreren Gebieten, die unter st§.ndiger Wiederholung zyklisch durch- 
laufen werden, im wesentlichen mit dem von Poincar:^ betrachteten Balayage- 
verfahren identisch ist. Der XJnterschied gegen das Balayageverfahren besteht 
lediglich darin, daB von PoJncar:^^ sofort abzahlbar viele Kreise oder Kugeln 
zugrunde gelegt werden, die in einer bestimmten Reihenfolge unter standiger Wieder- 
holung durchlaufen werden. Das hier gegebene Beweisverfahren allerdings ist von 
dem tiblichen Beweis der Balayagemethode verschieden. 
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der Randbogen a und h stetige Randwerte. Nahert sich ein Randpunkt 
auf dem Bogen a dem Bogenendpunkt A, so streben die zugehorigen 
Randwerte w gegen einen- Grenzwert welcher gleich dem Winkel 
zwischen der Sekante AAj, und der nach d weisenden Tangente in A ist. 
Der entsprechende Grenzwert der Randwerte auf b ist dagegen gleich 
dem Winkel zwischen AA^ und der anderen nach a weisenden Richtung 
der Tangente in d. h. es gilt die Relation 

Ra^—^a. = ^- 

Nahert man sich vom Gebietsinnem dem Randpunkt A auf irgend- 
einem Strahl, der mit der nach b weisenden Tangente in A den Winkel 
a einschliefit, so erhalt man als Grenzwert die lineare Kombination 

Hieraus erkennen wir schheBlich, daB fiir eine beliebige gegen A 
konvergierende Punktfolge P, in G die zugehorigen Funktionswerte 
w{P,) nur Haufungswerte besitzen kdnnen, die zwischen und 
gelegen sind. Entsprechende Tatsachen gelten natiirlich fur den 
anderen Bogenendpunkt A^. 

Nunmehr betrachten wir eine Randbelegung q, welche auf b den 
konstanten Wert n besitzt und auf a verschwindet. Sind w die Rand- 
werte von w, so bestimmt die Differenz w — q stetige Randwerte auf 
r= a-\-b,ZM denen nach Voraussetzung eine in G regulare harmonische 
Funktion Q gehort. Infolgedessen ist die Funktion 

eine in G beschrankte und im Innem regulare harmonische Funktion, 
die auf a die Randwerte Null und auf b die Randwerte 1 besitzt. Auf 
Grund der vorangehenden Betrachtungen fiber w erkennen wir, daB S 
bei Annaherung an A oder A-^ vom Gebietsiimern stets nur Htlufungs- 
werte zwischen 0 und 1 besitzen kann und daB sich bei Annaherung 

unter dem obigen Winkel a der Randwert — , also ein Wert kleiner als 1 

71 

ergibt. 

Ist nunmehr b' der in A und A^ unter den WinkeM a und endigende 
Randbogen des Gebietes G', so gilt iiberall auf b' die Ungleichung 

S^q<i. 

Denn andemfalls gabe es dort eine Punktfolge P, mit 5(P,) -> 1. Diese 
Punktfolge kann sich — wie wir genau wie bekn Beweis des Satzes 
vom Maximum und Minimum erkennen — im Innern von b' nirgends 
haufen. Ein Haufungspunkt in A oder A^ aber ist unmoghch, da sich 

nach dem obigen dort die Grenzwerte — < 1 bzw. “i < 1 einstellen 

3t Jt 


miissen. 
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Wir bilden nun mit der Funktion v unseres Hilfssatzes die Differenz 
S — deren Randwerte auf a verschwinden und auf b siclieriich 
nicht negativ sind. Diese in G regulare harmonische Funktion kann 
weder im Innern von G irgendwo negativ werden, noch bei Annaherung 
an einen inneren Punkt der Bogen a oder b negative Grenzwerte liefern. 
Bei Annaherung an einen der Bogenendpunkte A und besitzt A 
dieselben Haufungswerte wde S und diese miissen zwischen Null und Eins 
liegen. tJberall im abgeschlossenen Gebiet G gilt also S—v^O, ins- 
besondere folgt auf dem Bogen b': 

v^S^q. 

Dieselbe Betrachtung fiir die Summe S + v durchgefiihrt liefert S 4- z; ^ 0 
in G und somit zusammengefaBt auf b' 

\v\^S^q<i. 

Unser Hilfssatz ist hiermit bewiesen. 

DerBeweis hat denVorteil, unmittelbar auf drei undmehr Dimensionen 
libertragbar zu sein, wenn man als Funktion w das Dipolpotential einer 
Flachenbelegung des Randes mit der Dichte 0 bzw. 1 wahlt. 

3. Die Integralgleichungsmethode fur Gebiete mit hinreichend 
glatten Randern. Eine vom alternierenden Verfahren und der Balayage- 
methode wesentlich verschiedene Methode fiir spezielle Gebietst 5 ^en 
ist die Fredholmsche Integralgleichungsmethode, welche eine Vertiefung 
und Erweiterung einer alteren Methode fiir konvexe Gebiete von E. Neu- 
mann darstellt. Die Randwertaufgabe wird hierbei auf eine Fredholm- 
sche Integralgleichung 2. Art zuriickgefiihrt. Indem wir darauf ver- 
zichten, die Methode unter moglichst allgemeinen Voraussetzungen zu 
entwickeln, nehmen wir — zunachst fiir den Fall der Ebene — an, daB 
die Randkurve E'durch Funktionen x{t) und y[t) darstellbar sei, welche 
stetige Ableitungen bis zur vierten Ordnung einschlieBlich besitzen. 
Wir versuchen, die gesuchte Potentialfunktion u{x, y) in der Form 

(1) u{x,y)=ja(t)^dt, (^y = Iog-i] 

r 

als Potential einer Doppelbelegung a{s) des Randes r darzustellen. 
Infolge der Voraussetzung iiber F besitzt dieses Integral auch einen 
Sinn, falls P{x, y) ein Punkt des Randes F ist. Denn denken wir uns 
auf F die Punkte durch die Bogenlange s festgelegt, so wird dort 

( 2 ) 

r 


und Mer konvergiert der Ausdruck 


0 ) 
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dy(sj) cos a __ 1 dcp 
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(vgl. Abb. 25) mit s gegea den Wert dabei ist k{$) die 

Knimmung der Randkurve im Piinkte s, und als solche zweimal stetig 
differenzierbar. Der Kem A" {s, t) selbst besitzt somit stetige xAbieitungen 
bis znr zweiten Ordnung. 

Wir setzen vorans, dafi a (s) eine stetig differenzierbare Funktion der 
Bogenlange s sei. Kon\'ergiert nun P vom Gebietsinnern gegen den 
Randpunkt P^, so konvergiert nach dem in § 1,4 abgeleiteten Sprung- 
satz das Potential u[P) gegen den Randwert 2 ^j(Po) = ^^(Po)““J^o'(Po) 
Oder wegen (2) gegen den Wert 

(4) «f(Po) = —n: f K{s, t) a{i) dt--:n:a {$) . 

r 

Es liegt nun nahe diesen Gedankengang umzukehren und bei gegebenen 
Randwert en (Pq] == / ( 5 ) die Belegung o-(s) aus der Integralgleichung 



Abb. 25. 


(5) a{s) = —J'K{s,t}c{i)dt—y{s) 

r 

zu bestimmen. Ohne Beschrankung der AUgemeinheit 
diirfen wir dabei nach Nr. 1 die Randwerte f{s) als 
stetig differenzierbar voraussetzen. Ist <7(5) eine Losung 
dieser Integralgleichung, so geniigt ihr Potential 

u = Ja{i)^^dt 


im Innem von G der Potentialgleichung. Infolge der Differenzierbarkeit 
von f{s) und von K{s, t) ist auch die Belegung c7(s) stetig differenzierbar, 
d, h, die Voraussetzungen des Sprungsatzes fiir die Ebene aus §1,4 sind 
erfullt. Hiernach nimmt bei Annaherung an F das Potential u die 

Randwerte dt— 7 ia{s) = /(s) 

r 

an und lost also die gestellte Randwertaufgabe. 

Fiir die Integralgleichung (5) gelten nun die in Bd. I, Kap. 3 be- 
wiesenen Fredholmschen Satze] sie besagen fur unser Problem, daB es 
zu jedem stetig differenzierbaren /(s) eine eindeutig bestinunte stetig 
differenzierbare Funktion <r(s) gibt, die der Integralgleichung (5) geniigt, 
vorausgesetzt, daB die zugehorige homogene Integralgleichung 

(6) a{s)=~jK{s,t)a[t)dt 


nur die triviale Losung u = 0 besitzt. Mit anderen Worten: Der Existenz- 
beweis fiir unsere speziellen Gebiete ist gefiihrt, falls wir noch beweisen, 
dafi unter den Eigenwerten der homogenen Gleichung 

(7) Xv{s)= fK{s,t)v{t)dt 

r 


niemals der Eigenwert X = ~\ auftreten kann. 
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Im Falle eines konvexen steiig gekrummten Randes ist dies eine un- 
mittelbare Folge der Relation 

rr 

fK{s,i)di = ± = i 

J :i J di 

r 0 

imd der aus der Konvexitat folgenden Ungleichung 

K{s.i)=^mO. 

71 r 

Denn ist M das Maximum von jz?! auf F, so gilt 

\X,\v\^M jK{s,t)dt^M 
und daher fur !i;| = M 

t i 

Das Gleichheitszeichen kann dabei nur gelten, wenn v konstant ist. 
Im Falle v^Q ist M4=0 und somit 

und zwar gilt j = 1 nur fiix konstante v. Zur Eigenfunktion v = konst, 
gehort aber der Eigenwert X = + i, d. h. wir erhalten die Ungleichung, 
— 1 < As + t, die den Wert A = — t ausschlieBt. 

Ftir den Fall eines nicht konvexen Randes beachten wir, daB auf 
Grund unserer Voraussetzungen der Kem K{s,t) zweimal stetig diffe- 
renzierbar ist, woraus die gleiche Eigenschaft fiir alle Eigenfunktionen 
der Gleichung J, 

folgt. Ist nun cr(s) eine Losung der Gleichung 
(6) —^( 5 ) ( 5 , t) (x{t) dt, 

so nimmt infolge der Spnmgrelationen von §1,4 das Potential 

( 8 ) u{x,y)=Ja{t)^dt 

r 

auf F die inneren Randwerte 

Ui{s) = J a [t] dt—7c<T ( 5 ) = 0 
r 

an und verschwindet nach dem Eindeutigkeitssatz im Innem von G 
xiberhaupt identisch. Auch die inneren noimalen Ableitungen von u {x, y) 
auf F verschwinden folglich tiberall. 

Wir betrachten nun das Potential (8) auBerhalb G. Nach dem Sprung- 
satz fiir die Ebene von § 1,4, dessen Voraussetzungen in unserem Fall 
erfiillt sind, erhalten wir auf F die auBeren Randwerte 

= J a{t) = 27ia{s) 
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und die auBeren normalen Ableitungen = 0; im Unendlichen ver- 
schwindet u wie l-r. 

Hieraus aber folgt (vgl. § 1, S. 233), daB u auch auBerhalb G iden- 
tisch verschwindet und daher insbesondere auf F die auBeren Randwerte 

Ua(s) = 2.-r trCs) = 0 

annimmt. Jede Losung der Gleichung (6) verschwindet somit identisch: 
/ = — i kann kein Eigenwert der homogenen Integralgleichung 

/.vis]=jK{s,t)vit)dt 

r 

sein. Damit ist alsdann der Existenzbeweis fiir die Losung der Rand- 
w'ertaufgabe bei imseren spezieilen Gebietstypen G gefiihrt. 

Eine ahnliche Betrachtung ist im Raume moglich, wobei jedoch 
— um die Anwendung der Fredholmschen Theorie zu ermoglichen der 

e— 

nicht quadratisch integrierbare Kem ^ — durch den quadratisch inte- 

grierbaren iterierten Kern zu ersetzen ist. 

Gnindsatzlich ist zur Integralgleichungsmethode zu bemerken, daC 
sie trotz ihrer Eleganz dem vorher entwickelten Verfahren unterlegen ist, 
weii schon das Auftreten einer gewohnlichen Ecke Singularitaten des 
Kernes K zur Folge hat, durch welche die Anwendung der Fredholmschen 
Theorie ausgeschlossen wird. 

4. Weitere Beraerkungen zur Randwertaufgabe. 

Im Fall der Ebene liefem die obigen Methoden die Losung des 
Randwertproblems fiir jedes von einer beliebigen Jordankurve begrenzte 
Gebiet. Fiir den Fall von drei Dimensionen bereits liegen jedoch die 
Verhaltnisse wesentlich komplizierter, insofem es Gebiete gibt, fiir welche 
die Randwertaufgabe im strengen Sinne nicht mehr losbar ist, d. h. 
die wirkliche Annahme der Randwerte _in alien Randpunkten bei vor- 
geschriebenen stetigen Randwerten nicht mehr erwartet werden kann. 
Diese Tatsache wird durch das folgende Gegenbeispiel von Lebesgue 
iilustriert. 

Wir berechnen zunachst das Potential einer Massenverteilung, die 
auf dem zwischen 0 und 1 gelegenen Abschnitt der z-Achse mit der 
Liniendichte r{x) = x konzentriert sei. Setzen wir g® = y* + z^. so ist 
1 

u{x.y,z) = i ^.^1.--^ - =^A[x,Q)~2x\ogQ. 

0 

Dabei ist zur Abkiirzung 

A{x, e) =|/(1— + — + 

+ ;rlog I (l — + y (1 — .x)® + e®) {x+ix^ + I 


gesetzt. 
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Bei beliebiger Annahening an den Nullpunkt nahert sich A {x, o) 
stetig dem Werte i, der Grenzwert des Ausdnicks —2xlogg hingegen 
hangt wesentlich von der Art der Ann^ening ab. Xahem wir uns dem 
NiiUpunkt z. B. anf der Flache g — ' x *^, so konvergiert ™2xlogg bei 
beliebigem n gegen Xuli, u also gegen den Wert 1. Xahem wir uns 

c 

jedoch auf der Flache Q = e c>0, .t>0, die im Xullpunkt eine 
„unendlich scharfe“ Spitze besitzt, so konvergiert — A;Iog^ 
das Potential u also gegen 1 + c. Dies bedeutet, 
daB ..alle Aquipotentialflachen u^\ oOim 
NuUpunkt zusammenlaufen, und zwar derart, daB 
alle Ableit ungen der Kurve o = /(:?), aus welcher 
diese Flachen durch Rotation um die ,r-Achse ent- 
stehen, im Xullpunkt verschwinden. In Abb. 26 
ist die Gestalt eitier solchen Flache = 1 + c ge- ' Abb. 26. 
kennzeichnet. 

Wahlen wir nun als Gnindgebiet das von einer solchen Aquipotential- 
flache u^\ + c, c>Q begrenzte Gebiet G und stellen fiir G und die 
Randwerte = 1 + c das auBere Randwertproblem, so wird die Losung 
durch die oben gegebene Funktion u[x, y, z) ge- 
liefert. Aus unseren obigen Gberlegungen folgt 
aber, daB diese Losung bei geeigneter Annahemng 
an den Xullpunkt gegen jeden zwischen 1 und 
i + 0 gelegenen Wert konvergieren kann. 

Durch Spiegelung an der Kugel 

{x—l)^ + y^ + z^ = l 

konnen wir schlieBlich aus diesem Beispiel ein 
entsprechendes Beispiel fur ein inneres Problem 
gewinnen. Hierbei geht G in ein Gebiet G' 
des rj, J-Raumes iiber, das im Punkte f = — 9^ = 0, f==0 eine 
unendlich scharfe innere Spitze besitzt (vgl. Abb. 27)* Die Randwerte 
i + gehen in die auf F' stetigen Randwerte 




V 


1 +g . 

2r * 


r=]/^ + j?=+C" 


iiber; die Losung des fiir diese Randwerte und das Gebiet G' gestellten 
inneren Randwertproblems ist durch die in G'Vegulare Potentialfunktion 

4^) 

gegeben. Wiederum kann sich bei geeigneter Annaherung an den Punkt 
I = — 9j == 0, f = 0 als Grenzwert fiir v jeder beiiebige Wert zwischen 1 
und i + c einstellen. 

Wir werden in Kap. VII, § 4 zeigen, daB in der Tat die Forderung 
der exakten Randwertannahme in jedem Randpunkt bei drei und 

18 


Comuat-Hilbert, Mathmnatische Physik II. 
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mehr Dimensionen mehr ist, als "vvir der Natur der Sache nach er- 
warten dtirfen. Wir werdea dementsprechend die Fordemng der exakten 
Randwertannahme durch die schwachere Fordening der Randannahme 
im Mitiel ersetzen, welche allein schon ansreicht, mn die Losung eindeutig 
festzoJegen. Nur im speziellen Fall von zwei Dimensionen stellt diese 
Fordening auch die wirkliche Annahme der Randwerte in jedem Rand- 
pnnkt sicker. 

§ 5. Randwertaufgaben fiir allgemeinere elliptische 
Differentialgleichungen; eindeutige Bestimmtheit 
der Losungen. 

Obwohi ilw = 0 fiir die elliptische Differentialgleichraig typisch ist, 
bedarf es zu einer allgemeineren Theorie elliptischer Differentialgleichungen 
selbst unter Beschrankung auf Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
vieler neuer tlberlegungen, die iiber den Rahmen dieses Buches hinaus- 
gehen w-urden. Daher beschranken wir uns unter Hinweis auf die um- 
fangreiche Literatur ^ bier nur auf die kurze Darstellung einiger Haupt- 
punkte beziiglich der Randwertaufgaben bzw. Konstniktion spezieUer 
Losungen. Wir behandeln zunachst das Eindeutigkeitsproblem, d. h. die 
Frage, unter welchen Bedingungen die Losung der Randwertaufgabe 
eindeutig bestimmt ist. 

1. Lineare Differentialgleichungen. Es sei L [«] = 0 die hneare 
elliptische Differentialgleichung 

(1) i [«] = .S' + Z k Ui + eu = 0, 

wobei zur Abkiirzung ■■ , % = gesetzt ist. Die Koeffi- 

zienten = « 4 ,-, c seien in einem beschrankten Gebiet G des »-di- 
mensionalen Rauines stetige Funktionen der Variablen Die 

quadratische Form in den Parametem 

^ik (%> • • • J ^n) 

^ VgL hierzu das.Referat voa Lichtenstein: Neuere Entwicklung der Theorie 
partieller DHfeieBtiaJgleiclrangen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. Enzyklo- 
padie der mathematischen Wissenschaften, Bd. II, 3 Heft 8. — Die Theorie der 
elliptischen Differentialgleichijngen wird in groBer AUgemeinheit in den Arbeiten 
von E. E. Levi nnd Georges Giraud enti^ckelt; diese Arbeiten enthalten eine 
weitgehende 'Obertragung der Resultate der Potentialtheoiie auf allgemeine ellipti- 
sche Differentialgleichungen. Levi, E. E. : Palermo Rend. Bd. 24 (1907) S. 275— 31 7* 
Giraotj, G.: Sur le problfeme de Dirichlet g6n4rahs4. Equations non lin&ires 
a m variables. Ecole Normale Bd. 43 (1926) S. 1 — 128. — Sur le probl^me de 
Dirichlet g&drale 2. Mem. Ecole Normale Bd. 46 (1929) S. 131— 14S. — Sur 
certains probltoes non lindaires de Neumann et sur certains probl6mes non 
linSaires mixtes. Ecole Normale Bd. 49 (1932) S. 1 — 103. Femer |ei hingewiesen 
auf neuere Arbeiten von Giraud, Schander, Lerav, fiber welche z. B. das 
Zeatralblatt ffir Mathematik orientiert. 
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sei in alien Punkten Xj, von G positiv definit. Dann gilt der 

folgende Eindeutigkeiissaiz: 

Unier der Voransseizung c^O giht es kochstens eiue Losimg der 
Gleichimg (i), die in G sietige AUeiiiatgen bis zur zu^eiten Ordmmg be- 
sitzt, in G r stetig isi mid auf deni Rande P von G vorgesckriebefie 
Randwerie annimmP, 

Mit anderen Worten: Eine auf P verschwindende Losung der 
Gleichung L [«] = 0 verschwindet identisch in G, 

Wir setzen zunachst c < 0 voraus und beweisen unter dieser Annahme : 
Eme auf dem Rande P verschwmdende Losimg der Gleichung Llii] = 0 
kann int Innern von G kein positives Maximum besitzen. 

In der Tat, besitzt ti in einem inneren Punkt P{xi, . . x„) des Ge- 
bietes G ein positives Maximum, so verschwinden dort alle ersten Ab- 
leitungen Ui, und die. Matrix der zweiten Ableitungen 

ihk{P) == kk 

ist die Matrix einer nirgends positiven quadratischen Form. Der Diffe- 
rentialausdruck L besitzt also im Punkte P die Form 

L [li] = S + CM, 

wobei S = JS' (’■ik hk die Spur des Produktes der beiden Matrizen 
und (6,*) ist. Diese Spur 5 kann nun nicht positiv sein. Denn trans- 
formieren wir durch eine orthogonale Transformation in die Diago- 
nalmatrix (^,-) mit -pi>0 und (i,i) durch die gleiche Transformation 
in die Matrix so bleibt der Wert S gegeniiber dieser Transfor- 

mation invariant und es gilt 

S = Xpi^ii- 
i 

Da mit (£>,*) auch die Matrix (/$<*) die Matrix einer nirgends positiven 
quadratischen Form ist, so gilt und somit S^O. Wegen c<0 

und « (P) > 0 besteht daher in P die Ungleichung £ [m] < 0 im Gegensatz 
zu der Annahme, daB m Losung der Gleichung I. [m] = 0 ist. Hieimit 
ist unsere Behauptung bewiesen. 

Wenden wir schlieBlich dieses Resultat auf die Funktion — m an, 
so folgt, daB M in G auch kern negatives Minimum annehmen kann; 
daher folgt aus u = 0 auf P; m verschwindet identisch in G, 

Der Fall cSO laBt sich durch den folgenden Kunstgriff von Picaed 
auf den Fall c < 0 zuriickfuhren. Wir setzen mit einem Faktor z 

und erhaiten fur v eine Differentiaigleichung der Form 

(2) z2:aik'0ik^zi:^iVi + v{cz + Z aa Za + X hzd = 0, 

1 Ohne die Bedingung c^O konnen wir im aUgemeinen sicher keine Eindeutig- 
keit erwarten, wie wir sofort aus der Differentialgleicliuiig Au -f- ^ w == 0 erkeauen, 
falls c einer der positiven Eigenwerte bei der Randbedingung w = 0 ist. 

IS* 



276 Elliptische Differentialgleichungen, insbesondere Potentialtheorie. 


wobei gewisse in G stetige Ortsfnnktionen sind. Wahlen \dr‘fur z 
die Funktion 

z — C — 

so ergibt sich 

(3) ^ ^ik I'.-i - -I A- t'i ^c*v = 0 

mit 

c* = C---1 {a^fi^ + biju) 

Da % > 0 ist, so konnen wir die Konstanten C und ix derart wahlen, 
daB in G iiberall c* < 0 und z>\ gilt. Aus unserem friiheren Resultat 
foigt sodann, dafi v und also auch u = zv in G identisch verschwindet. 
Damit ist der obige Eindeutigkeitssatz vollig bewiesen. 

2, Quasilineare Differentialgleichungen. Die Dberlegungen bzw. 
Resultate der vorigen Nummer konnen durch einen einfachen auch sonst 
vielfach verwendeten Kunstgriff auf allgemeinere quasilineare Diffe- 
rentialgleichungen ausgedehnt warden. 

Wir betrachten die quasilineare Differentialgleichung 

(4) L [u] = + d = 0. 

Die Koeffizienten a,* und d seien stetig differenzierbare Funktionen 
der Vaiiabeln also von u selbst nicht explizit 

abhangig. 

Es giU hochstens eine Losung von (4), die auf F vorgeschriehene Rand- 
werte anmmmt und fur die im Innern iiberall die Matrix (a,*) positiv 
definit ist. 

Der Einfachheit halber fiihren wir unsere Oberlegungen fiir den 
Fall « = 2 durch, betrachten also die Gleichung 

(5) aUj^jf-\-2bUiiy-\-^^yy'^d = 0, 

wobei die Funktionen a, b, c, d in G stetig differenzierbar von den 
GroBen x, y, abhangen. 

Wir nehmen zum Beweise an, daB zwei Losungen u und v existieren, 
deren Differenz o = « — v dann am Rande F verschwindet. Setzen wir 
zur Abkiirzung 

a{u\=a{x,y,u^,u^ 

^[v\ = a{x,y,v^,Vy) 

usw., so 1 st 

L{u]-L[v] = Liv + oi-\-L[v] 

= a[u]mxx+2b [m] co,, c[u]myy + {a[v ca\—a [u] }v^^ 

+ 2{b [a + ft)] — J + {c[l» + (o]—c[v])Vyy + + co] 

— ii[o] = 0. 

Wenden wir auf die Differenzen 

alv + m]—a [ d ] = a [x, y, v, + Vy + cOy) ~ a {x, y, v„ Vy) 
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usw. den IMittehvertsatz der Differentialrechnung an, so ergibt sich fiir co 
in G eine Relation der Form 

(6) aca^^-r 2bcOj,y — ccoyy — a co^. -r % = 0, 

wobei die Funktionen a, b, c, a, jS stetige Ortsfunktionen in G sind, 
deren Gestalt naturlich von den Funktionen u und v abhangig ist^. 

Fiir die Gleichung (6) gdten nun die Betrachtungen und Resultate 
von Nr. 1. Unter der Bedingung ac—b^>0 verschwindet somit die 
auf r verschwindende Funktion co in G ideiitisch. Damit ist dann unser 
Satz bewiesen. 

3. Ein Satz von Rellich liber die Differentialgleichung von Monge- 
Amp^re. Als Beispiel fur den Fall einer nicht quasilinearen Differential- 
gieichung behandeln wir schlieBlich die Randwertaufgabe fiir die Diffe- 
rentialgleichung von Monge-Ampere: 

(7) I [m] = F {u^xi4yy—uly) + i4 w, * + 2 B j, + C My 3 , + D = Q . 

Die Koeffizienten E, D, A, B, C seien in G stetig von x und y abhangig 
und der Ungleichung 

(8) AC-B^-ED>0 

unterworfen. Es besteht dann der Eindeutigkeitssatz^: 

Es gibt hochstens mei Losungen der Gleichung (7), die auf F dieselben 
Randwerte annehmen. 

Beweis: Ist u eine Losung der Gleichung (7), so gilt wegen (7) und 

(8) die Ungleichung 

(9) (F + C) (F Uyy + A) — {E u^y—Bf > o. 

Daraus folgt, daB der Ausdruck (Fw,, + G) {Euyy-\- A) stets groBer als 
Null sein muB, daB also keiner der beiden Faktoren in G verschwinden 
kann. Entweder sind beide stets groBer oder beide stets kleiner als Null. 
Der obige Satz ist hiemach bewiesen, wenn wir zeigen; Es gibt hochstens 
eine Losung des Randwertproblems, fiir die iiberall in G 

(-10) F Mj., + C > 0 (also auch Euyy + A>Q) 

gilt und femer hochstens eine Losung, fiir die 

(U) F Mj., + C < 0 (also auch EUyy + A<G} 

gilt. Es geniigt, den Fall (10) zu behandeln. 

Nehmen wir an, daB zwei Losungen « und v des Randwertproblems 
existieren, die beide die Ungleichung (10) erfiillen, so bestehen fiir die 
Differenz co = u—v die beiden Gleichungen 

^ Die Betraclitung einer solchen linearen Differentialgleichung, welcher m ge- 
nugt nnd in welcher die Koeffizienten als bekannte Ortsfunktionen anzusehen 
sind, ist gerade der eingangs erwahnte einfache Knnstgrifl 
* Rellich. F,: Math. Ann. Bd. 107 (1933) S. 505 f. 
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0 = i "c’j — L _t_ == E (cOxt y ^*^xy} "T ''^'xx "t' E) 0)yy 

-r- {E Vy 3, - .4) 2 (e B) 

0 = L —L'u — 0 )] = — B — oi^y) -r (B t- Q ojyy 
— (£ Uyy -r A) 2(£%y—B) 

woraiis dtirch Addition die Relation 
« 

(12) . Pft)*,— 2 + i?Ct>yy = 0 

fiir 0 ) entsteht. Hierbei sind die Koeffizienten 

P = £vyy-rA+Euyy-rA; ■ Q = Fv^y- B + Eu^y—B; 

E = Ev^^ + C^Eu^^ + C . 
stetige Ortsfunktionen in G. Die quadratische Form 

ist nun als Summe zweier positiv definiter quadratischer Foniien selbst 
positiv definit. Genau wie in Nr. 1 und Nr. 2 folgt nunmehr aus (12) 
und der Randbedingung co = 0 das identische Verschwinden von ft) 
ii} G und damit die Aussage des obigen Satzes. 

Aus einfachen Beispielen geht hervor, dafi wir tm allgemeinen wirklich 
mit der Existenz von zwei verschiedenen Losungen rechnen rnussen. So 
besitzt das Randwertproblem fur 

x^yy ^xy ^ 

mit der Randbedingung auf dem Einheitskreis 

(13) « = 0 
die Losungen 

u — x^ + y ^ — 1 und z) = l — x^—y^. 

Fiir die ersteLosung ist dabei £«,*+ C = 2, fiir die zweitePz;;,;,+ C = —2. 

Wenn dagegen die Funktion E in irgendeinem Punkte P von G ver- 
schwindet, so hann es hochstens eine Losung des Randwertproblems gehen. 
Denn in P gilt alsdann Eu^^ + C = C{P) und somit wegen der Konstanz 
des Vorzeichens von Eu^f-j- C in G iiberall sign {EUgg + C) = sign C (P) . 
D. h. dieses Vorzeichen ist fiir alle Losungen u dasselbe^. 

^ Beiiaufig sei in diesem Znsammenhange noch die bemerkenswerte Tatsache 
erwahnt, daB sich die Monge-Ampdresche Differentialgleicbung aus einem einfachen 
Variationsproblem gewinnen laBt. Wir seheh dabei von dem Zusatzbestandteil 
Auxx + ^Buxy + Cuyy ub uud betrachten die Gleichung 

(14) UggUyy — uly = p{x,y). 

Wie man leiclit verifiziert, ist (14) die Eulersclie Gleichung zu dem Variations- 
ausdruck 

jj [«|%y — 2UxUyUxy-\-UyUxx' — Apti\dx dy. 
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§ 6. Die Integralgleichungsmethode zm Losung 
elliptisclier Differentialgleichungen. 

Auch im Falle allgemeiner elliptischer Differentialgleichungen lassen 
sich Integralgleichungen angeben, deren Auflosnng mit dem ent- 
sprechenden Differentialgleichungsproblem aquivalent ist. Insbesondere 
ergeben sich atis diesem Zusammenhang auf Gnind der Fredholmschen 
Satze Aussagen liber die Existenz von speziellen Losungen und Methoden 
ztir Behandlting von Randwertproblemen. Wir beschranken uns auch 
hier auf eine Darstellung der charakteristischen Ziige solcher Methoden. 
Dementsprechend sei die Theorie nur fiir den Fall zweier unabhangiger 
Variable! durchgefiihrt, und zwar fiir lineare Differentialgleichungen. 
Wir diirfen dabei nach Kap, III, § i dieDifferentialgleichungin der Form 

(1) L[i{^j ^ Au + aUx-i- bUy + cu ^ f {x, y) 

voraussetzen. a, &, c und / seien in einem beschrankten Gebiet G stetig 
und stetig differenzierbar. 

1. Konstruktion von Losungen iiberhaupt. Grundlosungen. Wenn 
die Koeffizienten &, c und die Funktion / analytisch von den Variabeln 
X, y abhangen, so kann die Frage, ob (i) iiberhaupt Losungen besitzt, ein- 
fach durch den Potenzreihenansatz beantwortet werden (vgl. Kap. I, § 7). 
Setzen wir jedoch von den Koeffizienten nur Stetigkeit und stetige 
Differenzierbarkeit in G voraus, so ist bereits die Existenz einer einzigen 
Losung der Differentialgleichung (1) ein Problem, dessen Beantwortung 
neue Methoden erfordert. Eine solche Methode ist die Integralgleichungs- 
methode von E. E, Levi. 

Wir setzen zur Abkiirzung^ 

(2) tp{x.yA,ri)= — log y {x—^Y + [y— >?)* = — logr. 

Diese Funktion, die wir als Parametrix Oder Singidaritdtenfunktion^ 
bezeiclmen, besitzt im Punkte x = i, y — r} die zu L gehorige charak- 
teristische Singularitat (vgl. § 1,1), genugt aber nicht der Differential- 
gleichung (1). Fiir beliebige q[x,y) wird also auch das Integral 

(3) « = / If {x. y: v) e (^> v) ^ 

G 

keine Losung darstellen; trotzdem .aber konnen wir durch spezieUe Wahl 
einer stetigen und stetig differenzierbaren Funktion q [x, y) stets er- 
reichen, daB (3) oder allgemeiner 

( 4 ) u = a}{x, y) + ff f{x, y\ |, i]) q{l rj) dHr} 

G 

die Gleichung (1) erfiillt. (o{x, y) sei dabei in G stetig und mit stetigen 
Ableitungen bis zur dritten Ordnung versehen, im iibrigen aber willkiirlich. 

^ Hilbert, D.: Gottinger Nachr. 1910 S. l — 65, insbesondere S. 8 — 34; femer 
Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen lategralgieichungen. Leipzig 
1912 , insbesondere S. 219 — ^242 nnd die dort aitierten Arbeiten von E. E. Levi. 
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Um dies zu beweisen, gehen wir mit dem Ansatz (4) in die Gleichung 
i ■«]=:/ ein; infolge der Differenzierbarkeitsvoraussetzungen iiber o 
ist nach § 1,2 

A u=^A(0—2no 

und femer 

L'u =L^(i}' — 2no-i- f f rj) didr]. 

' ■' g ' 

Setzen w zur Abkurzung 


(5) 

und 


K (x, y; i, rj) = ~ [arp.,^brpy -f exp] 


lx 




b>{x. y)^-^ -r e{x, y)\ogr 


six, y) = {L[ca]--i) , 


so ergibt sich fiir q die Integralgleichmg 

(6) Q{x,y)= Jf K{x,y;i,i])Q{i.r])didr] + g{x,y). 

Auf diese Integralgleichung laBt sich die Fredholmsche Theorie nicht 
unmittelbar anwenden, da der Kem (5) im Punkte x = i, y = rj wie 
1/r unendlich vsird und somit nicht quadratisch integrierbar ist. Man 
erkennt jedoch leicht die quadratische Integrierbarkeit des iterierten 

K,{x. y:i,v)=ff K{x. r, s, t) K(s,t; 1 rj) ds dt. 

G 

Wir betrachten also statt (6) zunachst die iterierte Integralgleichung 

(7) &{x,y)- Jf Ki[x, y; i, rj) q { i, rj)didri-\- h{x, y) 

G 

h = g + ff K{x,y;i,rj)g(i,rj)didx]. 

Fiir sie ist die Anwendung der Fredholmschen Satze moglich. 

Die zu (7) gehorige homogene Integralgleichung 

(8) Q{x,y)= ff K2ix,y;i,r])Q{i,7])didr] 

G 

kann eine nicht identisch verschwindende Losung q nur besitzen, wenn 


ff ffKl{x,y;i,r})dxdydidr]m\ 

G G 

gilt. Wahlen wir also das Gebiet G hinreichend klein, so dafl der Wert 
des Integrals links kleiner als 1 wird, so besitzt (8) nur die Losung g = 0. 

Die Funktion g(ic,y) =~ (I [ft)]—/) ist in G stetig und stetig 

differenzierbar; dasselbe gilt daher nach dem in § 1,2 bewiesenen Satz 
auch fur die Funktion A [x, y). 
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Hiemach erkennen wir aus den Fredholmschen Satzen : Fiir hinreichend 
Heine GeMete G existiert hei beliebigem h eine Losung der Integralgleichung{7) . 
Diese Losung ist ebenso viie h stetig differenzierbar und erfiiilt aufh 
die urspriingliche Integralgleichung (6). In der Tat setzen wir fiir den 
Augenblick , . 

v = g^ffK{x.y;i,r,)Q{^,ri)didr]. 

SO bedeutet (7) ^ 

Q=f jK{v—g)didr] + h. 

G 

Durch Multiplikation mit K und Integration folgt 

v-g=j fK,{v-g)did7}+fjKhdidr} 

Oder ^ 

v=f jK^vd^dr} + h, 

d. h. V geniigt ebenfalls der Gleicbung (7) und, muB wegen der eindeutigen 
Bestimmtheit der Losung also mit g ubereinstimmen v = g liefert aber 
die Integralgleichung (6). 

Bilden wir nun mit ffilfe von g{x, y) den Ausdruck 
u = co+f ff{x, y;i,r})g{i,ri)d$drj, 

so ist 

d^dTj—g^ = f, 

d. h. u ist eine in G mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung 
versehene Losung von (1), die noch von der wdlkurlichen Funktion co 
abhangt. Damit ist die Existenz von Losungen unserer Differenticd- 
gleichung in einem hinreichend Ueinen Gebiet G gezei^. 

Setzen wir speziell 

CO = — log * 0)2 + (y — yo)2 

und wahlen fiir G ein hinreichend kleines Gebiet G* um den Punkt 
Xq, Jq, aus dem dieser Punkt durch einen kleinen Kreis vom Radius <5 
ausgeschlossen ist, so erhalten wir nach dem obigen Resultat in G* 
Losungen der Form 

«* {x, y) = — log •)/(*— x^)^ + {y—joY + //v' y- v) 

G' 

Man zeigt leicht, dafi im Limes d -> 0 die Belegung g* gegen eine Funk- 
tion g konvergiert, derart, daB 

f yii,ri)g{i,rj)didif) 

G 

uberall in dem Grenzgebiet G = limG* stetige Ableitungen bis zur 
zweiten Ordnung besitzt. Die Funktion 

y {x, y; % yo) = ~ log y(*— ^o)®+ (y— yo)^ 

+ // y>{x,y;i,rj]g{i,rj)didij 
G 



L[u]=L [ cd ] + 2 7t 
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genugt dann uberall in G auSer im Punkte x = y = yo der Gleichung 
L [u] = /: da fernery— log l/r uberall in G regular ist, so ist y [x, y ; Xg, y^) 
GruTidlosung zur Gleichung (1). 

2. Die Randwertaufgabe. Die Losbarkeit der fur die Differential- 
gleiclnmg 

(iO) i [«] = / 

gestellten Randwertaufgabe kann nunmehr — mit Hilfe der in Nr, 1 
konstniierten Gnindlosung — in genauer Analogie zu der Integral- 
gleichungsmethode bewiesen werden, die wir in § 4,3 fdr Au — O dar- 
gestellt haben. Setzen wir jedoch bier die Losbarkeit der Randwert- 
aufgabe fiir Au = Q, also die Existenz der Greenschen Funktion 
K{P,Q) des Gebietes G als bewiesen voraus, so kann die Randwert- 
aufgabe der Gleichung (10) einfacher durch ahnliche Uberlegungen 
wie in Nr. 1 behandelt werden. 

Ohne Beschrankung der AUgemeinheit waMen wir auf F die Randwerte 
« = 0. Wir versuchen, die Losung der Gleichung (10) durch das Integral 

(H) u = JJ K{x,y;^,if)Q{^,rj)dHr] 

G 

darzustellen; dabei ist K{x,y: t?) die Greensche Funktion der Gleichung 
zl« = 0 ftir das Gebiet G und q eine stetige und stetig differenzierbaie 
Funktion in G. Wir setzen dann 

( 12 ) H{x,y;S,-rji) = aKg + iKy-{-cK 

und nehmen weiterhin an, dafi H in G eine Ungleichung der Form 

(13) \S{x,y:^,ri)\<y (»'=l/(^-l)"+(y-#) 

erfiiUt, wobei « eine positive von x, y, t] nicht abhangige Konstante 
ist. Dann folgt 

(x, y; i, rj) s (I, v) dHn—Q {x, y) 

G 

und daher ffir p die Integralgleichiing 

(14) e = —/ + // H {x,y;S,7i)Q{^,rj)didri. 

G 

Wir betrachten wieder die aus (14) durch Iteration entstehende 
Integralgleichung 

(15) e = —h + fjHi{x,yJ,7])Q{li])d^dri 
mit 

h = f + JfH{x,yJ,r))f{l7])d$dr]. 

G 

Aus ( 13 ) entnehmen wir leicht die Ungleichung 

( 16 ) \Hi{x,y:^.r})\<iiio\logr\+po 

(a,, /5o > 0 von x,y,^,r} nicht abhangig) 
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und damit die quadratische Integrierbarkeit des Kemes Wird also 
das Gebiet G so klein gew^t, daB 

I J II 1 

G G 

gilt, so liefem die Fredholmschen Satze die Existenz einer Losrnig 
y) von ( 15 ). Wie friiher schlieBen wir, daB diese Losimg auch der 
urspriinglicben Integralgleichung ( 14 ) geniigt; sie ist wegen (I6) in G 
stetig differenzierbar, falls dies ftir h(x, y) der Fall ist. Die Differenzier- 
barkeit von h schlieBlich ist eine einfache Folge der Differenzierbarkeit 
von / nnd der Ungleichung (13). Genau wie in Nr. 1 erkennen wir 
sodann, daB 

u{x, y)=JJ K{x,y;i,r])g(i, 7])d^drj 

G 

die Gleichnng L[u] = f erfiillt nnd ebenso wie K auf dem Rande ver- 
schwdndet; d. k u{x,y) 15 st die gestellte Randwertanfgabe. 

Die Voranssetzung (I3) laBt sich leicht in Form einer Bedingung 
fiir die Greensche Funktion K anssprechen. Es sei G* ein G umfassendes 
Gebiet derart, daB der Rand F* von F eine Entfemung groBer als eine 
feste positive Zabl or besitzt. Ist K* die Greensche Fnnktion dieses 
Gebietes G*, so gilt in G iiberall die Ungleichnng 

( 17 ) 0<K<K*, 

Im Innera von G gilt femer 

\27tK* + 27clogr\^27i\logM\; 

hierbeiist |logM[ das Maximum des Ausdrucksj log y(:x;—^)^ + (y-“7;)^[, 
welches sich ergibt, wenn x,y das Gebiet G und 7] den Rand F* durch- 
lauft. Somit folgt in G 

0< A^*<:^[logrl +q 
und infolge ( 17 ) um so mehr 

(18) 0<iiL <^|logr| + q. 

Dabei sind p und q von x, y, rj unabhangige positive Konstante. 
Bestehen daher fiir if in G noch die weiteren Ungleichungen 

(19) \K, {X, y- ^,ri)\< \K,{x.y,S.ri)\<^, 

wobei die Konstante C von x, y,^,7} nicht abhangt, so folgt aus ( 12 ), 

(18) und ( 19 ) sofort die Bedingung (I 3 ). Hiennit konnen wir nunmehr 
das Resultat aussprechen: 

Erfiillt in einem hinreichend klein gewahlten Gebiet G die zugehorige 
Greensche Funktion K.{x, y; i,rj) der Gleichnng Au = 0 Ungleichungen 

( 19 ) , so besitzt die Gleiqhung 

L[u]=f(x.y) 

stets eine auf dem Rande F von G verschwindende Losung u{x, y). 
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Die Bedingung (19) geht hier als Voraussetzting iiber die Gestalt 
des Grandgebietes G ein. In speziellen Fallen laBt sie sich verifizieren. 
1st z. B. G der Einheitskreis, so ist nach § 2,2 

A- (., >■; f, r,} - -L log (g. = « + ,.) 

und daher 

___ 1 , pS (pg S) 


2a '2a (o^ x If -r {if y — ^f 


Hierans folgt leicht 
Oder 




1 / 1 , ^ 


:Kr 


1 / 1 


2a ! r ^ f/ t \2 


1./1 4.±V 

la \ r ^ rij 


Im Innem des Einheitskreises gilt und daher wegen die 

1 1 

Ungleichung r < r,, also — < — . So folgt endlich 

< ar 

nnd analog 

) jir 


Allgemeiner lafit sich zeigen, da6 die Bedingnng (19) fiir jedes Gebiet G 
mit stefig gekrummier Rafidkurve besteht^. 

Einen anderen Zugang zu der Theorie der elhptischen Differential- 
gleichungen bieten wiederum die* direkten Methodm der Variations- 
rechnungy wie wir in Kap. VII zeigen werden, wenn sich diese Differential- 
gleichungen aus einem Variationsproblem gewinnen lassen, d. h. fur 
den Fall selbstadjungierter Differentialgleichungen der Form 

* h 

Die in diesem Paragraphen skizzierten Methoden besitzen dem- 
gegeniiber den Vorteil, an diese Beschrankung nicht gebunden zu sein, 
sondem erlauben, die aus (18) durch Hinzunahme willkurlicher Glieder 
erster Ordnung entstehenden nicht selbstadjungierten Gleichungen sofort 
mitzubehandeln. 


Anhang zum vierten KapiteL 

1. Verallgemeinerung der Randwertaufgabe. Satze von Wiener. 
Obwohl im Sinne stronger Annahme der Randwerte die Randwert- 
a.ufgabe in drei oder allgemeiner in mehr Dimensionen nicht fiir be- 
liebige besch rankte Gebiete Idsbar ist, bleibt die Losbarkeit in einem 

Siebe bierzti: Lichtenstein, Neuere Entwicklung der Theorie partieller 
Differentialgleichungeii zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. Enzyklop§.die 
der mathematischen Wissenschaften, Bd, H 3, Heft 8. 
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allgemeineren Sinne bestehen. Wir fassen die Randwertaufgabe als das 
Problem auf, einer auf F gegebenen stetigen Randfunktion / im Innern 
von G erne Potentialfunktion zuzuordnen. Eine solche Zuordnungs- 
moglichkeit, wobei nicht der stetige AnschluB an die Randwerte verlangt 
wild, ergibt sich auf Gmnd des folgenden Grenzwertsatzes von Wiener 
Es sei G ein beschrdnkies Gebiei des m-dimensionalen Raumes, F seine 
Randfldche mid f[P) eine in G + F stetige Funktion, Es sei G^ eine Folge 
von Gebteten mit den Randern i\, die gegen G konvergieren, und fur welche 
die Randwertaufgabe loshar sei; jedes G^ sei Teilgebiet des folgenden Gn^-i- 
Dann konvergiert die Folge der zugehorigen Losungen = 0 in 

= / auf Fn) in jedem abgeschlossenen Teilgebiet V07t G gleichmafFg gegen 
eine Potentialfunktion u. Diese Grenzfunktion ist unabhdngig von der spe~ 
ziellen approximierenden Folge G„ und unabhdngig von den Funktionswerten 
f{P) im Innern von G. 

Ein genau analoges Resultat gilt fiir die entsprechende dufiere Rand- 
wertaufgabe, insbesondere fiir den Spezialfall u=^i auf F, wobei das 
Potential einer auf F verteilten elektrischen Ladung gesucht wird. Natiir- 
lich konnen wir in Anbetracht der x\llgememheit von F nicht erwarten, 
dafi die zugehorige Ladungsverteilung auf F durch eine Flachendichte 
gekennzeichnet werden und alsdann das Potential u auBerhalb G durch 
das Flachenpotential der Ladung dargestellt werden kann. Indessen 
zeigt sich nach Wiener, daB die Einfiihrung von Stieltjesschen Integralen 
eine solche Darstellung ermoglicht: 

Es sei u [P) die den Randwerten u = 1 zugeordnete Potentialfunktion 
im Aufiengebiet von G. Dann existiert eine in den Koordinaten 
anwachsende Funktion M{P) der art, da^ auflerhalb G 

oo 

( 1 ) u{P) = j...f^^ 

— OO 

gilt. M[P) kennzeichnet die Ladungsverteilung. Die Gesamtladung 

C=J.^.JdM{P) 

— OO 

heiBt die Kapazitat des Gebietes G. 

Die in der beschriebenen Weise den Randwerten /(P) zugeordnete 
Potentialfunktion nimmt moglicherweise bei Annaherung an einen 
Randpunkt P nicht den Grenzwert /(P) an. Ein solcher Randpunkt 
heiBe irregular. Regular heiBe ein Randpunkt P, wenn mit P^^ P 
die Relation u{P,)-^f{P) besteht, und zwar bei beliebiger Ann^erung 
und fiir jede stetige Randfunktion /. 

^ Wiener, Norbert: Certain Notions in Potential Theory. J. Math. Physics 
Bd. 3 (1924) S. 24 — 51. — The Dirichlet Problem. J. Math. Physics Bd. 3 (1924) 
S. 127—146. 
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Ein hinreichendes Kriterium fiir die Regularitat eines Randpunktes 
ergibt sich aus den Uberlegungen von § 4,1 : Ein Randpunkt P ist regular, 
wenn sich in P mit P als Scheitel ein Tetraeder anlegen laBt, dessen 
Inneres auBerhalb von G liegt. 

Ein notwendiges und hinreiche7tdes Kriterium mrd in dem folgenden 
Satz von Wiener ansgesprochen: Es sei A eine positive Zahl < 1 uni 
die Kapazitat der Menge aller Punkte Q, die nicht zu G gehoren uni 
zwischen den Kugelschalen 

( 2 ) 

um P als MittelpunU liegen. Dann ist P regular oder irregular, je nachdem 
die Reihe 

OO 

(3) 

divergiert oder konvergiert. ^ 

2. Nichtlineaxe Differentialgleichungen. a) Die in manchen mathe- 
matischen and physikalischen Problemen auftretende Randwertaufgabe 
der Differentialgleichung 

(4) d M = M* + Uyy = e“ {u = f auf F) 

laBt sich^ in der folgenden Weise losen. Es sei w[x, y) die Losung der 
Randwertaufgabe 41^1 = 0; m = f auf F. Dann genugt die Funktion 
v = u~w der Differentialgleichung 

( 5 ) Av—d‘v=:^{e^'—v) 

und besitzt auf F die Randwerte v = 0. Ist nun K[x,y; die in G 
nirgends negative Greensche Funktion der Gleichung Av—d"v — (), so 
ergibt sich fiir v sofort die nichtlineare Integralgleichung 

(6) V = —jjK{x, yi i, ri) ») didrj] 

G 

ihre Losung laBt sich durch sukzessive Approximation in der Form 

= — / 1 K{x, y; i.rj) e" [e'’" — v„) d^ drj 

(7) s 

^0 = 0 

als Grenzfunktion der Folge v„ gewinnen. 

Zunachst folgt wegen K^O und Vi = —fjKe’"didrj = ~S<0 
durch Induktion v„<0] denn ist »„_i < 0, so gilt — r/„_x > 0 und 
somit wegen (7) auch v„< 0. Ebenso ergibt sich aus — Oo<0 und 

( 7 ') — 0 „ = — / j — — 

G 

wiederum durch Induktion die Ungleichung 

^ Vgl. Bieberbach; G6ttinger Nachr. 1912 S. 599—602. 
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Denn nehmen wii an: — so ist 


und daher 


.g% 


»n - 1 — z’n -f 1 («"» '■» - 1— i) > {V„ _ 1 — t’„) (l — . 

Die rechte Seite aber ist wegen »„_!< 0 und v„_i — 1 '„< 0 positiv. So- 
mit folgt aus {?'): v„^i—v„<0. Ferner erhalten wir nunmehr aus (7'): 


»«— i'n + x< If K6'‘{v„_i—v^)didri 

G 

und hieraus, wenn wir mit das Maximum von — mit 

So das Maximum von S in G + F bezeichnen, die Ungleichung 


Somit folgt 




0<z'„— + = 5“ 


und daraus die Konvergenz der Folge z)„ unter Benutzung von 
S — Jf K e'“ di di] < i. Die Grenzfunktion geniigt der Integral- 

G 

gleichung (6) und folglicli auch der Differentialgleichung (4) mit den 
Randwerten Null. 

b) In aJbnlicher Weise laJ3t sich allgemeiner die Losbarkeit der Rand- 
wertaufgabe fiir die Differentialgleickung 

(8) AU = U^:, + Uyy=f(X, y, U, Uy) 

nachweisen, sobald das Grundgebiei G kinreichend klein gewaMt ist. 
Es genugt, den Beweis fiir die Randwerte m = 0 zu fiihren. / sei eine 
stetige und stetig differenzierbare Funktion seiner fiinf Argumente. 
Es sei K{x,y,^,ri) die Greensche Funktion der Gleichung Zl« = 0. 
Wir bilden gemaB der RekxirsionsformeL 


(9) 


I «o = 0 


sukzessive die Folge «o, «i, Es seien ^ und L zwei positive Zahlen, 

deraxt, daB f {x, y, v, v^, oj gilt, sobald v den Ungleichungen \v\^L, 
I ^ I, \Vy\^L genugt. Sind diese Ungleichungen fiir u„ erfiillt, so folgt 


aus (9): 




dx 




^«»+i 

dy 




wobei a das Maximum der Ausdrucke 


J/Kd^dfi.. ff\K,\d$df], JJ\Ky\d$dti 

G G G 
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in G bedeutet und offenbar mit dem Flacheninhalt von G gegen Null 
strebt. Wahlen wir also G so klein, daB ^ = giJt. so foigt 


^L, 


CUn^-l 

dx I 


^L, 


1 ^ r 


Diese Ungleichungen gelten somit fur alle da sie ftir Uq = 0 gelten. 
Setzen mx femer 



, I dtlfi-Ll 

1 

«n-l »», . Sx [ 

■ ! dy 

dy 1 


so erkennt man aus (9) leicht die Relation 

(10) D„^T,{x,y)^ fj K*{x,y;$,r])D„{^,i^)didrj. 

'G 

wobei K* eine gewisse positive Funktion ist, deren Integral 

f J K*{x, y,^,r])d^drj 
'g 

wiederum mit dem Flacheninhalt von G gegen Null konvergiert. Bei 

hinreichend kleinem G gilt ffK*d^drj^S<i und somit 

c 

( 11 ) 

wenn M„ das Maximum des Ausdrucks Z)„ in G bezeichnet., Hieraus 
foigt die gleichmaBige Konvergenz der Funktionen u„, 4^ im 

Gefaiet G. Die Grenzfunktion u geniigt der Integralgleichung 


( 12 ) u{x, y)=—f fK{x, y;$,rj)f{^,r],u,Ui,u^)d$dr]. 

Ahnlich zeigt man die Konvergenz auch der zweiten Ableitungen 

» Yxfy' erkennt alsdann aus (12) das Bestehen der Diffe- 

rentialgleichung (8) und die Annahme der Randwerte w = 0 auf P. 
c) Fiir nichtlineare Differentialgleichungen in der allgemeinen Form 

(13) N[u]^F (r, s, t, p, q, u,x,y) = 0, 


wobei F eine in einem achtdimensionalen Gebiet stetige und stetig 
differenzierbare Funktion ihrer acht Argumente sei, laBt sich ein sinn- 
volles Randwertproblem in der folgenden Weise formulieren. 

Es existiere eine Losung y) der Gleichung (13) — ohne Beschran- 
kung der Allgemeinheit werde u^O als Losung angenommen — , fiir 
welche (1 3 ) elliptisch , d. h. die quadratische Form A^^ + 2B^rj + Crj^ sei 
in G positiv definit, ist. Dabei ist 


(14) 


_ BFl 




dr jttso' 

2 ^5 


dt 




Wir fragen: Gibt es bei hinreichend kleinem s eine Losung der Gleichung (13), 
die auf P die Randwerte u = Bf{x,y) annimmt, wobei <p {x, y) eine will- 
kiirliche, in G -\~P stetige Funktion ist? 
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Zur Beantwortung dieser Frage wahit man das folgende sukzessive 
Approximationsverfahren. Wir setzen 


( 15 ) 


a = 


if. , 6 = c = if 

Sp B=o’ dq «=o’ du ;«=o 

und betrachten die mit den Koeffizienten (14) und (IS) gebUdete lineare 
elliptische Differentialgleichung 

(i6) Lq[u} = A -\- 2 Bu^y + Cuyy + ««, -f6My + CM = 0. 

( Jacobische Differentialgleichung). 

Es sei u^[x,y) die als existierend vorausgesetzte Losung dieser 
Gleichung, die auf F die Randwerte u^~e(p annimmt. 

Mit Hilfe von Uq bestimmen wir die Koeffizienten 


( 17 ) 






dF ; 

Sr 

dF\ 




\ dF\ 
2 8 s j 




b, = ^\ 


8 F [ 

dt ju=«^ 

dF \ 

du 


und suchen eine auf F versch^dndende Losung der unhomogenen 
Differentialgleichung 


( 1 8 ) Li [u] — “f 2 Bjl Uxy C^Uyy aiUx-\’iiUy-\- c^u ^ N [Wq] , 

Wir setzen 4 - ™d bilden in analoger Weise mit Hilfe 

von Ui die Koeffizienten sei die Losung der Gleichung 

I2 [u] = N [%] mit den Randwerten W2 = 0 auf F und w^. 

Dann kann durch hinreichend Meine Wahl von a und G erreicht 
werden, daB die Fortsetzung des Verfahrens zu stets losbaren linearen 
Randwertproblemen ftihrt und daB alsdann die entsprechende Folge 
Uy, gegen eine Grenzfunktion u konvergiert, die der Gleichung (13) und 
der Randbedingung u = e<p geniigt^. 


Lehrbuchliteratur zum vierten KapiteL 

Picard: Traits d’analyse. Paris. 

Goursat: CoTirs d'analyse, insbesondere Band 2 und 3. Paris. 

PoiNCAR^: Potentiel Newtonien. Paris. 

Kellogg: Potential, Theory, Bd. 21 dieser Sammlung. 

^ Unter der Annahme, daB F in seinen Argumenten analytisch und F eine 
analytische Kurve ist, wird der Beweis hei Giraub erbracht: Giraud: Snr le 
probl^me deDiRicHLEX. Annales Scientifiques de TEcole Normale Supdrieure. Bd. 43 
(1926) S. 1—12$. 


Courant-Hilbert, Mathematische Physik II, 
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Fiinftes Kapitel. 

Hyperbolische Differentialgleichungen mit 
zwei unabhangigen Veranderlichen. 

Wahrend elliptische Differentialgleichungen im allgemeinen physi- 
kalischen Gleichgewichtszustanden entsprechen, werden Schwingungen 
und Ausbreitungsvorgange durch hyperbolische Differentialgleichungen 
dargestellt — den Grenzfall der parabolischen Differentialgleichungen 
lassen wir hier beiseite — wobei dann als eine der beiden unabhangigen 
Veranderlichen die Zeit t auftritt (vgl. Kap. Ill, § 7). 

Wiederum spielt bei diesen hyperbolischen Differentialgleichungen 
der Bsgriff der CharaMerisiiken eine entscheidende RoUe, den wir hier 
und im VI. Kapitel fiir Differentialgleichungsprobleme hoherer Ordnung 
analog zu den Ausfuhrungen von Kapitel II, Anh. § i , Differentialglei- 
chungen erster Ordnung betreffend, entwickeln woUen. 

Bei zwei imabhangigen Veranderlichen werden wir charakteristische 
Kurven sowie zugehorige charakteristische Streifen erster und hoherer 
Ordnung zu betrachten haben; bei m>2 charakteristische MannigialUg- 
keiten bzw. Streifenmannigfaltigkeiten von n—\ Dimensionen und in 
diesen Mannigfaltigkeiten wiederum charakteristische Strahlen ahnlich 
wie in Kapitel II fiir Differentialgleichungen erster Ordnung. Im vor- 
liegenden V. Kapitel behandeln wir den Fall von zwei unabhangigen 
Veranderlichen, welcher einer systematischen und vollstandigen Be- 
handlung ebenso zuganglich ist wie der Fall von Differentialgleichungen 
erster Ordnung, Es wird sich zeigen, daB wir die Existenz und die 
Konstruktion der Losungen des AnfangswertproUem ganz allgemein mit 
Hilfe des Piccardschen Iterationsverfahrens sichem konnen, und daB 
damit zugleich auch die Frage nach der Eindeutigkeit der Losungen 
und nach ihrem Abhdngigkeitsgebiet beantwortet wird. Zwar ist dadurch 
nicht mehr wie bei Differentialgleichungen erster Ordnung eine Reduktion 
auf gewohnliche Differentialgleichungen geleistet. Da jedoch auch der 
Existenzbeweis und die Konstruktion der Losungen fiir gewohnliche 
Differentialgleichungen am einfachsten mit Hilfe des Piccardschen 
Iterationsverfahrens durchgefiihrt werden, so kann die hier gegebene 
Losung als prinzipiell ebenso einfach wie eine Reduktion auf gewohnliche 
Differentialgleichungen gelten. 

Bevor wir diese Losungstheorie allgemein entwickeln, wollen wir iir 
ersten Teil dieses Kapitels den Charakteristikenbegriff von verschiedenen 
Seiten her beleuchten. 
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§ 1. Die Charakteristiken bei quasilinearen 
Differentiaigleichungen. 

1 . Definition der Charakteristiken. Wir betrachten fiir die Funktion 

u{x, yj mit den Ableitungen 

den Differentialansdrack 

(1) L'u\ ~ ar b s ^ ct 
bzw. die Differentialgleichung 

(2) L \ u\ d '=‘ HT 4" b $ c t -j- d 0 f 

wobei a, b,c,d in dem zngrande gelegten Bereich gegebene Funktionen 
der GroBen x, y, u, p, q sind und grundsatzlich hier, me auch sonst 
im folgenden, vorausgesetzt wird, daB alle vorkommenden Funktionen 
und Ableitungen stetig sind, soweit nicht ausdnicklich das Gegenteil 
bemerkt ist. Wir wollen nunmehr die in Kapitel III, § 2 bei der Trans- 
formation auf Normalform eingefiihrten charakteristischen Parameter rj 
unabhangig von der dortigen Herleitung in ihrer Bedeutung kennzeichnen, 
indem wir ahnlich wie in Kapitel II von dem Anfangswertproblem 
ausgehen. 

Es sei u {x, y) eine Funktion, welche wir lediglich Imgs einer Kurve C 
bzw. eines Streifens erster Ordnung Q betrachten. Ein solcher Streifen 
sei gegeben in Parameterdarstellung mit dem Parameter 2 durch die 
Kurve C: x = x{l), y = y ( 2 ), u — u{X) und langs dieser Kurve die Ko- 
effizienten einer Tangentialebene ^( 2 ), ( 2 ), welche der.Streifenrelation 

(3) u = -px + qy 

unterworfen sind, wobei der Punkt Differentiation nach dem Parameter 2 
bedeutet. u{x, y) sei irgendeine gegebene Funktion, welche diesen 
Streifen erster Ordnung Q enthalt. Wir setzen voraus, daB langs C gilt 

+ y^ + 0. 

Gelegentlich ist es auch zweckmaBig, den Streifen Q durch eine 
Grundkurve Cq der x, y-Ebene, gegeben durch <p{x, y) = 0 zu definieren 
— also durch eine Kurve der x, y-Ebene — , und auf ihr eine „Bele- 
gung'^ u, p, q vorzuschreiben, welche der obigen Streifenrelation (3) 
geniigt, wenn die Grundmannigfaltigkeit mit Hilfe eines Parameters 2 
wie oben dargestelit wird. Wir nehmen dabei an, daB die Kurve 99 =; 0 
in der x, y-Ebene ebenso wie C auf der Flache u^u{x, y) ein Gebiet 
99 < 0 von einem Gebiet 9? > 0 trennt. 

Unser Ausgangspxmkt ist nun die folgende Frage: Was besagt die 
Differentialgleichung (2) langs fur die hoheren Ableitungen von u? 
Insbesondere ; Sind durch Vorgdbe des Streifens erster Ordnung Q langs 


W 
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dieses Sireifens vermoge ier Diiferentialgleichung (2) auch die Ableitungen 
zieeikr Orinung von u und die hoheren Ableitungen von ti besiimmt? 

Beachten wir, daB auch fiir die Ableitungen p, q langs des Streifens Q 
die Streifenrelationen p — rx-\-sy, q =^sx i-ty bestehen, so erhalten 
wir sofort die drei Relationen 

—d 

(4) . ir-f ys ^p 

XS-Lyi =y, 

also ein System von drei linearen Gleichungen fiir r, s, t langs C3, , und es 
ergibt sich sofort als Resultat die folgende gnindlegende Alternative: 
Entweder es gilt fiir jeden Punkt P von C: 

a h c\ 

/I = ' X y 0, =ay^ — + + 

0 X y \ 

dann heiBt Q ein allgemeiner Streifen und es sind langs Q die zweite 
Ableitungen r, s, t eindeutig bestimmt. Oder es ist in einem Punkt P 
von C: 

(5) A =ay^—bxyAro'^^ — 0. 

Ein solcher Punkt P des Streifens, in welchem diese sog. charakteristische 
Bedingung besteht, heiBt ein Ausnahmepunkt des Streifens. 

Im folgenden sei vorausgesetzt, daB entweder der ganze betrachtete 
Streifen allgemein ist oder* ganz aus Ausnahmepunkten besteht. Fiir 
einen solchen Streifen besteht zwischen den linken Seiten und also 
auch den rechten Seiten der Gleichungen (4) eine lineare Beziehung 
mit Koeffizienten , die nur von x, y, u, p, q abh^gen. Diese lineare 
Beziehung stellt langs Q eine neue Bedingung fiir p, q dar, welche 
erfiillt sein muB, damit Q uberhaupt zu einem ,Jniegralstreifen' zweiter 
Ordnung Cg erganzt werden kann. Wir nennen einen solchen Integral- 
streifen zweiter Ordnung C^, d. h. einen Streifen, welcher der Charak- 
teristikenbedingung (5) und der Differentialgleichung (2) geniigt, einen 
charakteristischen Streifen zweiter Ordnung, den zugehorigen Streifen 
erster Ordnung einen charakteristischen Streifen erster Ordnung oder 
schlechthin einen charakteristischen Streifen; sein Trager C heiBe charak- 
teristische Kurve und deren Projektion Cq charakteristische Grundkurve, 
Langs dieses charakteristischen Streifens Q sind die hoheren Ableitun- 
gen r, s, t nicht mehr eindeutig bestimmt^ sondem nur bis auf eine will- 
kiirliche additive Losung der zu (4) gehorigen homogenen Gleichungen. 

Dagegen sind langs eines allgemeinen Streifens nicht nur die Ab- 
leitungen zweiter Ordnung, sondem auch alle weiteren Ableitungen ein- 
deutig festgelegt. Um z. B. die dritten Ableitungen s^, zu erhalten, 
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differenziere man die Differentialgleichungen nach z und benutze die 
Streifenbedingungen fiir die nunmehr schon als bekannt vorausgesetzten 
Ableitungen r und s langs des Streifens. Dann ergeben sich fiir die drei 
gesuchten GioBen die drei Gleichungen 

aTy.^ ct^ = • - • 

xs^-r ytx = 5 , 

deren rechte Seiten bekannt sind und deren linke Seiten die nicht ver- 
schwindende Determinante A besitzen. 

Wir fassen zusammen : Eniweder ist der Ansgangsstreifen dlgemein, 
dann hestimmt die Differeniialgleichung Idngs ihm eindeutig die zmeiten 
und koheren Ableitungen von u, Oder Q enthdlt Ausnahmefunkte, welche 
der Charakteristikenbedingung (5) genugen; besteht Q ganz aus Aus- 
nahmepunkten, so Idjit sich zu einem Integrcdstreifen nur dann er* 
gdnzeHj wenn Idngs nock eine weitere Bedingung erfullt ist, Der Streifen 
Cl heijit dann charakteristisch und seine Ergdnzung zu einem Integral- 
streifen ist nicht mehr eindeutig, 

Betrachten wir z. B. die Differeniialgleichung u^y == 0 und den 
Ausgangsstreifen Q gegeben durch a; = A, y = 0, « = 0, p = konst., 
q=^f{X). Der Streifen enthalt nur Ausnahmepunkte und die Differential- 
gleichung langs des Streifens besagt = 0. Es mu6 also der Streifen 
noch der weiteren Einschrankung g = konst, unterworfen sein, damit 
er sich zu einem Integralstreifen erganzen laBt. Mit anderen Worten: 
unter den betrachteten Ausnahmestreifen sind lediglich die ebenen 
Streifen charakteristisch. 

Man kann zu der Charakteristikenbedingung noch durch die folgende 
leichter auf n unabhangige Veranderliche verallgemeinerungsfahige Be- 
trachtung gelangen, wobei wir den Streifen Q durch seine Grundmannig- 
faltigkeiten q){x, y) = 0 gegeben denken (vgL I, Anh. § 1 und III, § 2), 
Wir nennen einen Differentialausdnick zweiter Ordnung Itogs Q einen 
inneren Differentialausdruck oder einen in Q liegenden Ausdruck, wenn 
er durch Differentiationsprozesse aus den Daten von Q allein gewonnen 
werden kann. Z. B. ist der Differentialausdruck u^y = dem soeben 
betrachteten Streifen x = I, y = o, = 0, f = 0,q = f{l) ein solcher 
innerer Ausdruck. Wir stellen nun die folgende Vorfrage; Welche 
Bedingungen mufi unser quasilinearer Differentialausdruck (1) erfiillen, 
damit er langs Q ein innerer Ausdruck wird? Die Antwort lautet: 
Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daB langs Q die 
Charakteristikenbedingung 

( 6 ) a(pl-\-hq)^cpy-\-c(^ = Q{(p,(p) = Q 

fiir die ,,charakteristische Form"' Q{q), q>) besteht. 
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Beweis: Wir fiihren statt x,y neue Koordinaten rj = q:{x,y) und 
A ~ f(x, y) ein; d. h, /. ist langs Q mit dem oben eingefiilirten Parameter 
identisch, wahrend (f eine aus „herausfuhrende Variable'' ist. Dann wird 
fiir irgendeine Funktion u{x,y) 

(fx<fy - %yp{^xWy + fyWx) ^ + ^'^xy 

Uyy = - 2ti^^.Cfyfy + U^^fy ^ %9yy + %fyy 

und daher, wenn Q {(f, y)) die Polarform der quadratischen Form Q bedeutet : 

(7) L jf =: Q{(p,(p]-i-2u^y,Q {<p,f) +%y,Q [f> i)^-%L [cp] +u^L [y] . 

Langs Cl bedeutet Differentiation nach f — 1 innere Differentiation, 
wahrend die Differentiation nach q) die aus Q hinausfiihrende Diffe- 
rentiation ist (vgl Kap, II, Anh. § 1). Langs Q sind u und die ersten Ab- 
leitungen von u bekannt, sowie alle Ableitungen zweiter Ordnung, 
welche sich aus Ableitungen erster Ordnung durch Differentiation 
nach X = y) ergeben. Somit ist der einzige Term in Liu], welcher nicht 
in Cl liegende Ableitungen zweiter Ordnung enthalt, der Ausdruck 
Q (f > 9^)- Daher ist die Bedingung Q [(p, 9?) = 0 langs 9? = 0 notwendig 
und hinreichend fiir die Charakterisierung von L[u] als innerer Ausdruck, 
was behauptet wurde. 

Nunmehr betrachten wir die Differentialgleichung 

L \u] "f" = 0 

und erkennen wiederum unmittelbar die Alternative: Entweder es ist 
fiir jeden Punkt von C der Ausdruck ^ 4 = 0, dann ist Imgs C die hinaus- 
fiihrende Ableitiing eindeutig bestimmt, und mit ihr samtliche 
zweiten Ableitungen von u, oder es ist <2 = 0, in einem Punkt P von C^, 
dann bedeutet die Differentialgleichung X + i = 0 in dem Punkt von Q 
eine weitere Bedingung fiir die StreifengroBen. Besteht (^ = 0 iiberall 
Imgs Cl und betrachten wir langs dieses Streifens Ci die Ableitungen 
von u als gegeben, so hat diese neue Bedingung die Form einer gewohn- 
lichen Differentialgleichung fiir die GroBen u^=^k als Funktion von 
= X namlich 

(8) 2K,,Q{(p, tp) + ?£l.[95] H =0, 

wo die Punkte Ausdrucke bedeuten, welche langs des Streifens durch u, 
p, q und Differentiationsprozesse mit Bezug auf X bekannt sind. 

NaturgemiB ist die Charakteristikenbedingung in der Form (6) mit 
der in der Form (5) Equivalent. In der Tat ist q){x, y) = 0 die Projektion 
der' Kurve C auf die x, y-Ebene und somit 

<PxX + <Pyy = 0 Oder q>^: (py = -~y : x . 

Die linke Seite von (6) stimmt daher bis auf einen Faktor mit der linkeri 
Seite von (5) uberein. 
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Beilaufig bemerkt sind die Gr 56 en 9:^ und (fy, die sog. Tangential- 
koordinaten der Kun-e 9: = 0, proportional zu den Riditungscosinus 

der Nonnale auf der Kiirve, d. h, zu den GroBen bzw. wobei 

^ CV C'V 

Differentiation nach der Normalrichtung v bedeutet: 

Bx (px Zy (py 

■=>’ ■]l<plArcpl’ 

Es sei hen'orgehoben : ein Streifen kann nur dann charakteristisch 

sein, wenn auf ihm 

ist, weil sonst die Gleichnngen ( 5 ) hzv,\ (6) nicht durch reelle Verhalt- 
nisse 9?^ : (p^ bzw. x : y erfxillt werden konnen. 

Wir fiihren folgende Definitionen ein: Der Differentialausdruck 
^ ^ ^ heiBt hyperhoUsch an einer Stelle x, y. u, p, q des 

fiinfdimensionalen {x, y, u, p, ^j-Raumes, wenn dort 

( 9 ) Aac--h^<0 

gilt; ebenso heiBt er hyperhoUsch Idngs eines Streifens oier auf einer 
Fldche u^u{x,y) mit p^u^., q^Uy, wenn dort iiberall die Be- 
dingung (9) besteht. 

Wir werden im folgenden stets voranssetzen, daB die Differential- 
ausdriicke an den betreffenden Stellen usw, hyperboliscli sind. 

Wenn der Differentialausdruck linear ist, bangt der hyperbolische 
Charakter nur von x,y, nicht aber von u,p,q ab; insbesondere sind 
dann die charakteristischen Gi^jndkiirven duxch den Differentialausdruck 
unabhangig von u, p, q bestimmt. 

SchlieBlich sei noch folgende wichtige Bemerkung erwahnt: Die 
CharakterisUkenbedingungen einer Differenticdgleichung (2) sind invariant 
gegenuher beliebigen Transformationender unabhdngigen V erdnderlichen x, y. 

Diese Tatsache folgt begrifflich sofort aus der Bedeutung der Charak- 
teristikenbedingung als notwendiges und hinreichendes Kennzeichen des 
Charakters von L[u] als inneren Ausdruckes auf Q. Der Beweis ergibt 
sich aber auch rechnerisch folgendermaBen: 

Es naoge bei der Transformation von x^ym^^rj gelten 

u{x, y) =u{S, rf), (p{x, y) =<p(i, tj) 

<* *^< * + ^ + y ^ 

wobei rechts die Koeffizienten a, jS, y, d Funktionen von rj, u, u^, 

sind. Dann gilt, wie man leicht nachrechnet, 

a<pl + ^fxfy + C(py = + 79^’ 

woraus sich die Behauptvmg ergibt. 
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2. Charakteristiken auf Integralflachen. Wahrend wir uns bisher 
zur Prazisiening der begriiflichen Aussagen auf die Diskussion der 
Veranderlichen langs eines Streifens beschrankt haben, betrachten wir 
nunmehr den gesamten ^'erlauf einer Flache J :u = u{x, y), welche wir 
als Integralflache der Differentialgleichung (2) annehmen. Langs dieser 
Integralflache sind nicht nur u sondem auch p = Ux und q = Uy und somit 
auch die Koeffizienten a, b, c, d gegebene Funktionen von j; und y. 
Wir setzen voraus, daB langs der ganzen betrachteten Integralflache die 
Bedingung Aac-h^<Q 

gilt, d. h. daB sie vom hyperbolischen Typus ist. Dann definiert die 
Charakteristikenbedingung 

a y2 — h 'x 'y cx^ = 0 

zwei verschiedene reelle Werte — ~ bzw. — ^ fiir das Verhaltnis y : x 

und somit zwei verschiedene einparametrige Scharen charakteristischer 
Kiirven auf der Integralflache als Losungen der entsprechenden ge- 
wohnliehen Differentialgleichungen 

dx Aj dx ^2 ’ 

Im eliiptischen Fall 4dc — b^>0 gibt es keine solchen Charakte- 
ristiken. Im parabolischen Grenzfall 4 a c— 6^ = 0 fallen die beiden 
charakteristischen Scharen in eine einzige Schar zusammen. 

Aus der in Nr. 1 diskutierten Bedeutung der charakteristischen 
Streifen entnehmen wir, daB keine anderen als charakteristische Streifen 
Verzweigungsstreifen einer Integralflache sein konnen; dabei verstehen 
wir xmter Verzweigungsstreifen einen Streifen, langs dessen sich zwei 
verschiedene Integralflachen beriihren, so daB eine Integralflache iiber 
den Streifen hinweg stetig und mit stetigen ersten Ableitungen in eine 
andere Integralflache libergehen kann. Da langs eines nicht charak- 
teristischen Integralstreifens auch die hoheren Ableitungen eindeutig 
bestimmt sind, mtissen auch Verzweigungsstreifen hoherer Ordnung. 
l^gs deren sich verschiedene Integralflachen von hoherer Ordnung 
beriihren, charakteristisch sein. 1st fiir eine Differentialgleichung eine 
Integralflache vom eliiptischen Typus, so kann es auf ihr keine Verzwei- 
gungsstreifen geben. Setzen wir zudem noch voraus, daB die Diffe- 
rentialgleichung analytisch ist, und daB daher langs jedes Streifens auf 
der Integralflache alle Ableitungen eindeutig bestimmt sind, so liegt die 
Vermutung nahe, daB jede derartige Losung vom eliiptischen Typus 
eine analytische Funktion sein muB. Einen Beweis hierfiir werden wir im 
Anhang geben. Hier sei mir darauf hingewiesen, daB jedenfalls nicht ana- 
lytische Losungen existieren, sobald Verzweigungsstreifen vorliegen, weil 
der analydische Charakter eine Mehrdeutigkeit bei der Fortsetzung eines 
Streifens zu einer Integralflache ausschliefit. 
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Wir betrachten zum SchluB nochmals die Charakteristikenbedingiing 
auf der Integralflache J in der Form 

(6) a -f b(p^<fy -f = 0. 

Sie hat die Gestalt einer partiellen Differentialgleichnng erster Ordnung 
fiir (p. Da jedoch diese Gleichung flir die Funktion p nur unter der 
Bedingung y = 0 erfhllt zu sein braucht, ist sie zunachst noch keine 
partielle Differentialgleichnng erster Ordnimg, geht vielmehr, indem 
man aus g? = 0 die GroBe y implizite als Funktion von x berechnet 
denkt, in die gewohnliche Differentialgleichnng ( 5 ) hber. Andererseits, 
betrachten wir die Gleichung (6) als partielle Differentialgleichnng fiir 9, 
und ist <p irgendeine Losung, so ist nicht nur die eine Knrv^e 9? (;t;, y) = 0 
auf / charakteristisch, sondem es stellt die ganze FunktionenscA^r 
(p = c = konst., eine einparametrige Schar von charakteristischen Kurv^en 
auf / dar; nmgekehrt muB,* wenn 9? = konst, eine solche Schar von 
Charakteristiken darstellt, die Funktion q) die obige Gleichung (6) als 
partielle Differentialgleichnng befriedigen. 

Betrachten wir beispielsweise die Differentialgleichnng u^y^Q. Die 
Charakteristikenbedingung iautet 9?^ 9?^ = 0 fiir 9? = 0. Sie wird erfiillt 
von (p={x — a){y-~h) bei beliebigem a nnd &. Mit anderen Worten, 
das aus den Geraden x = a und y = 6 bestehende Geradenpaar ist 
eine charakteristische Grundkurve. Jedoch ist die Gleichung 9?^ 9?^ = 0 
keineswegs identisch mx,y erfiillt, vielmehr gilt die Gleichung 9)^9?^ = 9?. 
Da die Charakteristikenbedingimg (pxq>y = 0 durch (p=x oder 9? = y 
identisch erfiillt ist, so liefem die Kurvenscharen = konst, bzw. 
y = konst. Scharen charakteristischer Knrven. 

3- Charakteristiken als Unstetigkeitslinien. Wellenfronten. In 
Ubereinstimmung mit der Auffassung der Charakteristiken als mogliche 
Verzweigungslinien von Integralflachen konnen wir zum Charakteristiken- 
begriff auch durch folgende Fragestellimg gelangen: u^u{x, y) sei eine 
Integralflache / von (2) und auf ihr sei durch (p{x, y) = 0 eine Kurve C 
mit einem Streifen erster Ordnung Q bestimmt, wobei C ein Gebiet 
9? > 0 von einem Gebiet 9? < 0 trennt. Wir fragen: Wte mufi die Kurve C 
beschaffen sein, damit u Idngs ihr sprunghafte Unstetigkeiten in den Ab- 
leiiungen zweiter oder hoherer Ordnung besitzen kann? Dabei setzen wir 
voraus, daB innere Ableitungen langs 9? = 0 stetig bleiben in folgendem 
Sinn: sind wie oben 1 = 9? und Koordinaten auf J in einer Um- 
gebung von C, wobei 1 der Parameter auf C ist, so soUen alle Ab- 
leitungen von u, f, q nach X beim Oberschreiten von C stetig bleiben. 

Wir bezeichnen mit (/) den Sprung einer Funktion / beim Oberschreiten 
von C in Richtung wachsender Werte von 9?. Nach Voraussetzung ist 
stetig und ebenso die innere Ableitung (vgl. Kap. II, Anh. § 1) von 
gegeben durch Uxx % — ebenso wie die innere Ableitung von 
Uy, gegeben durch u^y(py—Uyy(pj^. Wir haben somit fiir die Spriinge 
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die beiden Relationen 

{Ugy} <fy (%y) 9^* = 0, 

aus denen sofort mit einem Proportionalitatsfaktor x foigt 

K*) = (m* j) =^>'-^x<f>y. {%•}.) = 

Beilaiifig bemerkt ist, uie man leicht erkennt: Betrachtet 

man nur die Differentialgleichung (2) in zwei Punkten Pj und Pg zu 
verschiedenen Seiten derKurveC auf /, subtraMert die beiden Gleichungen 
voneinander und laBt P^ imd Pg in einen Punkt P von C riicken 
(Abb. 28), soheben sich die stetig bleibenden Terme bei der Subtraktion 
auf und es bleibt iibrig 

^{^xx) + i{^xy) + ^{^yy) = ^ 

Oder gemaB unserem obigen Resultat nach Unter- 
druckung des Faktors k: 

a(pl + h(p^(py + 

d. h, die charakteristische Relation. Unstetigkeiten der angegebenen 
Art konnen also in der Tat nur langs einer Charakteristik auftreten. 

Zur physikalischen Deutung setzen wir y = ^ und stellen uns unter 
u{Xy t) eine „WelIe“ vor, d. h. eine durch u charakterisierte GroBe, die 
sich im ;t:-Raum mit der Zeit t verandert. Wenn nun diese Welle langs 
der Charakteristik cp [x, 1) = 0 eine Unstetigkeit besitzt, so denken wir 
uns g? = 0 aufgelost in der Form x = x(^) mit 



Dann konnen wir die Unstetigkeitslinie 9? = 0 in der (x, 0 -Ebene deuten 
als einen Unstetigkeitspunkt x, welcher sich langs der ^-Achse mit der 
Zeit / und der Geschwindigkeit x^ bewegt, Ist insbesondere auf der einen 
Seite der Kurve 99 = 0 iiberaU u = 0, wahrend u auf der anderen Seite 
von Null verschieden sein kann, so erscheint der sich bewegende Unstetig- 
keitspunkt X als Kopf Oder Front der sich aushreitenden Welle u. 

Der Proportionalitatsfaktor k wird dabei als das MaB dieser sich fort- 
pflanzenden Unstetigkeit anzusehen sein. 

Fiir diesen Proportionalitatsfaktor gilt die folgende sehr bemerkens- 
werte Tatsache: Der Faktor x erfulU langs der Charakteristik C eine 
gewohnliche lineare homogene Differentialgleichung^ namlich 

wobei die Koeffizienten a und p durch 

«. = 2Q{<p,f), P==L[f]+Q^{<p,(p) 



Abb. 28. 
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gegeben sind. Differenzieren mi namlich die Differentialgleichung (2) 
nach ihrer Transformation atif (p imd ip in der Fomi (7) nach (p nnd 
schreiben sie fiir die zw^i Punkte und Pg wie oben, subtrahieren 
und lassen dann P^ nnd P2 gegen P streben, so ergibt sich nnser Resultat 
unmittelbar, indem wir die charakteristische Bedingung Q (9?, 9?) = 0 
fiir 9? = 0 beiiicksichtigen. 

Aus dem Resultat folgt sofort, da6 der Unstetigkeitsfaktor % entweder 
nirgends oder iiberall l^gs des betrachteten Stiickes der :r-Achse ver- 
schwindet. 

Zusatzlich sei folgendes bemerkt: Wir haben soeben Unstetigkeiten 
in den zweiten oder auch hoheren — Ableitungen betrachtet. Un- 
stetigkeiten in den ersten Ableitungen konnen tatsachlich langs einer 
beliebigen allgemeinen Kurve C auftreten. Wir konnen namlich C in 
zwei verscMedenen Weisen zu einem allgemeinen Streifen erganzen, 
alsdann, wie wir im zweiten Teil dieses Kapitels sehen werden, das 
entsprechende Anfangswertproblem losen und durch Zusammenfiigung 
der einen Losung auf der einen, mit der anderen Losung auf der anderen 
Seite von C eine Losung u mit unstetigen ersten Ableitungen langs C 
erhalten. Trotzdem werden wir sehen, daJ 3 auch fiir solche Unstetig- 
keiten erster Ordnung die Charakteristiken im Gegensatz zu beliebigen 
Kurven C eine ausgezeichnete RoUe spielen, vorausgesetzt daB in den 
Koeffizienten a, b, c, d hochstens die Funktion u aber nicht mehr die 
Ableitungen f und q auftreten {vgl. die entsprechenden allgemeinen 
Betrachtungen in Kapitel VI, § 2 und Anh. § 4 ). Hier sei nur hervor- 
gehoben, daB auch dann fiir die SpnlnggroBen 

= K) 

eine entsprechende gewohnliche Differentialgleichung; 

2KxQ(ij>,i)-\-itL[(p] = 0 

langs der Kurve C gilt, was in derselben Weise wie oben folgt. 

§ 2. ChJirakteristiken fur allgemeine Differential- 
gleichungsprobleme. 

1. Allgemeine Differentialgleichtmgen zweiter Ordnimg. DieUber- 
tragung unserer Resultate auf eine allgemeine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

(1) F{x,y,u,p.q,r,s,t) = 0 

ist einfach. Wir betrachten wiedemm erne Kurve C im y. w-Raum, 
die wir zu einem Streifen erster Ordnung Q bzw. zu einem Streifen 
zweiter Ordnung Cj erganzt denken. Wir setzen von vomherein voraus, 
daB Ca ein Integralstreifen ist, d. h. daB die zugehorigen GroBen x, y, u, 
p, q, r, s, t der Gleichung F = 0 geniigen. X sei der Parameter langs 
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der Kurve C, deren Projektion Cq auf die .r, y-Ebene durch die Gleichung 
^ }’) =: 0 gegeben sei. / iind q: denken mr uns als neue Koordinaten 

in der Umgebimg der Giundkurve Cq eingefiihrt. Wir konnen dann 
die Charakteristikenbedingung folgendermaBen gewinnen. Bei Einfiihmng 
der neuen Koordinaten A, 9?, gehe die Funktion u(x, y) iiber in u{X,(p) 
nnd moge gelten 

F {x, y, w, f, q, r, s, i) = G{Z, 9?, tt, %^) • 

Der Anfangsintegralstreifen heifit dann charakteristisch, wenn langs 
ihm durch die Differentialgleichung nicht auch alle hoheren Ableitungen 
insbesondere die dritten Ableitungen von u bestimmt sind. LaBt sich 
aus der Differentialgleichung G = 0 langs des Streifens die zweite hinaus- 
fiihrende Ableitung berechnen, d. h, laBt sich die Differential- 
gleichung in die Form 

<P> 

setzen, so gewinnen wir durch Differentiation nach cp die dritte Ableitung, 
welche aus dem Streifen herausfiihrt und mit ihr, wie man leicht 
sieht, alle weiteren dritten Ableitungen langs des Streifens Cg. Wollen 
wir diese Mdglichkeit ausschlieBen, so miissen wir die Nicht auf losbarkeit 
der Gleichung G = 0 hinsichtlich verlangen, d.h. es muB langs des 
Streifens die Gleichung ^ _ 

bestehen. Man findet leicht, daB sich diese Bedingung in die Form 

( 2 ) Frfl + F><Px9y + Ft(pl = 0 

setzen laBt. Die Gleichung (2) nennen wir die charakteristische Bedingung. 
Sie kennzeichnet einen Integralstreifen zweiter Ordnung als charak- 
teristischen Streifen. 

In einer etwas anderen Weise and mehr im Einklang mit den Cber- 
legungen von §1,1 gelangen wir zu der charakteristischen Bedingung 
folgendermaBen. Um langs des Anfangsstreifens Q die dritte Ableitung, 
etwa die Ableitungen s*, t^ zu berechnen, differenzieren wir die Diffe- 
rentialgleichung F = 0 nach x imd gelangen so mit der Abkiirzung 


[F]x = Fpr + F,s + F^p + F^ 

und unter Benutzung der Streifenrelationen zu dem linearen Gleichungs- 
system + p^s,+ F,t, = - [F], 

xrx + ys^ =f 

X "F y ~ ^ * 


An dieses Gleichungssystem knupfen sich genau dieselben Cberlegungen 
wie die entsprechenden in § 1. Wenn die Determinante 

F, FA 



X y 

0 X 


0 

y 


= F, y*— Fsxy + Ft i* 
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'Con 0 verschieden ist, dann haben •wir es mit einem allgememen IniegraL- 
streifen zu tun, Idngs dessen die hoheren Ableiiungen eindeutig bestimmt 
sitid. V erschu'indet die Determinanie Idngs des Sireifens, dann hei 0 t der 
Streifen charahteristisch, und es besiehen zwischen den rechien Seiien des 
linear 671 Gleichmtgssysietns somie des ejiisprechendeii, leelches dtirch Diffe- 
rentiation von (1) nach y ejttsiehi, weitere, die Vorgaben Idngs des Integral- 
streifens ehischrdtikejide Bedingutigen. 'Die charakteristische Bedingung 

(2a) Ff i y + = 0 

ist, wenn die Grundkurve des Streifens durch 95 {x, y) == 0 ausgedriickt 
wild, bis auf einen Faktor identisch mit der Bedingung (2). 

Die Charakteristikenbedingung kann an einer Stelle eines Streifens Cj 
nur dann erfiillt sein, wenn dort 

gilt. Analog wie bei quasilinearen Differentialausdriicken definieren 
wir nun wieder : An einer Stelle des achtdimensionalen {x, y, u, f, q, r, s, t)- 
Raumes heifit der Differentialausdruck F hj'perbolisch, w’enn dort unter 
AusschluB des Gleichheitszeichens 


(3) 4F.P;-F/<0 


gilt. Fiir einen Streifen zweiter Ordnung bzw. fiir eine Flache u = u {x, y) 
mit Ux = p, .... Uyy = t heiBt entsprechend der Differentialausdruck F 
h5q)erbolisch, wenn dort iiberall (3) gilt. 

Wie im Spezialfall der quasilinearen Gleichungen miissen wir auch 
hier beachten, daB die Charakteristikenbedingung auf einer Integralflache 
nur dann als partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir q> auf- 
zufassen ist, wenn nicht nur eine einzelne charakteristische Kurve 
(p = Q, sondem eine ganze Schar <p = konst, gekennzeichnet werden soil. 

2 . Differentialgleichungen hoherer Ordnung. Bei einer Differen- 
tialgleichung Ordnung fiir die Funktion u {x, y) fiihren wir zur 
Abkiirzung die Ausdriicke 




8 ”« 


(v = 0, 


ein. Die Differentialgleichung Ordnung konnen wir dann in der Form 

( 4 ) F{x,y,u,...,pf,.. ..,pn) = 0 

schreiben, wobei die Ableitungen niederer als Ordnung nicht aus- 
driicklich kenntlich gemacht sind. Zum Charakteristikenbegriff und 
zur Charakteristikenbedingrmg gelangen wir kurz folgendermaBen: 
Nehmen wir an, es sei « = « (z, y) eine Integralflache und auf ihr durch 
eine Gleichung <p [x, y) = 0 eine ein Gebiet 9? > 0 von einem Gebiet 
9x0 trennende Kurve C mit zugehorigem Streifen C„ von der 
Ordnung gegeben. A sei ein Parameter in diesem Streifen. Wir fiihren 
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darni auf der Integralflache u {x, y) statt x, y wiederam A und die aus C 

herausfuhrende Variable 9; als unabhangige Veranderiiche ein. Schreiben 
wir wieder u (9, /.) anstatt « {x, y) und bezeichnen mit 


die aus dem Streifen C„ herausfuhrende Ableitung von u, so wird 

i>v — + • • •, 

wo die Punkte • • • Glieder bedeuten, in denen die «-fache hinausfiihrende 
Ableitung <y nicht auftritt. Die gegebene Differentialgleichung ( 4 ) fassen 
wir jetzt als Differentialgleichung fiir u (9, A) auf. Wenn nun langs C 
die Differentialgleichung ( 4 ) in die Form 

£(J = /(A, 9, M, ...) 

gesetzt werden kann, wobei rechts w selbst nicht mehr explizit auftritt, 
so konnen wir dutch Differentiation nach 9 die « + Ableitung co^, 
die dutch den Streifen C„ von vomherein nicht gegeben ist, sondem 
aus ihm herausfiihrt, eindeutig bestimmen, und ebenso alle inneren 
Ableitungen w + Ordnung von u. Damit eine solche Bestimmung 
unmoglich ist — oder wie wir sagen wollen, damit C„ ein charakieristischer 
Streifen ist — ist notwendige Bedingung, daB langs des Streifens die 
Relation F^ = 0 identisch in A besteht. In den alten Variablen ge- 
schrieben, geht diese Relation uber in die fundamental Charakteristiken- 
bedingung 

( 5 ) <Px <Px y'y + • • • + Fp^ (Py=0. 

Wir definieren : Ein Streifen mit der Grundkurve 9 = 0 heiBt charak- 
teristisch, wenn erstens langs ihm die Relation ( 5 ) besteht und wenn er 
zweitens ein Integralstreifen ist. 

Wir betonen: Diese Definition ist nicht mehr an die Voraussetzung 
gekniipft, daB der Streifen auf einer von vomherein gegebenen Integral- 
flache liegt. Es kann bei der Definition des charakteristischen Streifens 
dahingestellt bleiben, ob er sich in eine solche Integralflache einbetten 
laBt, eine Frage, welche wir in § 8 im positiven Sinne beantworten werden. 

Nunmehr kehren wir zur Betrachtung von charakteristischen Streifen 
auf einer gegebenen Integralflache zuriick. Die Relation ( 5 ) gilt auf der 
Integralflache /: u = u{x,y) fiir 9 = 0 falls wir iiberall die Funktion 
u {x, y) und die Werte ihrer Ableitungen eingesetzt denken, und noch 
die Zusatzbedingimg 9 = 0 stellen. 

Denken wir die Kurve 9 = 0 in der Form y = y[x) geschrieben, so 
wird auf ihr 9' =— Zl, und die Charakteristikenrelation geht also fiber in 

(6) Fp^^ y'" + • • • = 0, 
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eine ge^isohnliche Diijerentialgleichung erster Ordnung jiir die ckarak- 
teristische Kurve C auf /. Umgekehrt liefert jede Ldsung dieser gewohn- 
lichen Differentialgleichung eine charakteristische Kurve auf /. 

Fafit man die Charakteristikenbedingung (5 ) als partielle Differential- 
gleichung fur die Funktion q. {x, y) von zwei unabhangigen Yeranderlichen 
auf, so wird jede Losung derselben nicht nur eine einzige charakteristische 
Kurve C liefem, sondem vielmehr eine ganze Schar charakteristischer 
Kurven q {x, y) = c mit dem Parameter c auf /. 

Es ist von vomherein plausibel, dafi der Realitatscharakter der 
Wurzeln der algebraischen Gleichung in r 

( 8 ) = 0 


fiir den Typus der Differentialgleichung langs der betreffenden Umgebung 
des Integralstreifens wesentlich sein ■wird. Hat diese algebraische 
Gleichung n reelle verschiedene Losungen, so heifit sie total hyperholisch 
Oder scUechthin hyperholisch, und zwar an einer Stelle des Raunies der 
Variablen x,...,p^ bzw. langs eines Streifens C„ oder auf der Flache 
« = M (z, y) ; wenn alle Losungen imaginar und verschieden sind, so heiBt 
sie eUiptisch. Falls Losungen zusammenfallen, so heiBt sie paraholisch 
Oder paraholisch ausgeartet. Auch Zvpischenstufen verschiedener Art sind 
moglich, kommen jedoch fiir uns spater nicht in Frage und werden 
Her iiberganigen. 

3. Systeme von Differentialgleichungen. In derselben Art werden 
Charakteristikenbedingungen und Charakteristiken fiir Systeme von 
Differentialgleichungen definiert (vgl.III, §4). Wir beschrSnken uns 
auf Systeme erster Ordnung und bemerken, daB die Betrachtungen 
sich leicht auch auf Systeme hoherer Ordnung ausdehnen lassen, wobei 
allerdings nicht wesentlich hohere AUgemeinheit gewonnen wird. Zu- 
nachst betrachten wir den quasilinearen Fall an dem typischen Bei- 
spiel zweier Differentialgleichungen fur zwei unbekannte Funktionen 
u(x,y),v{x,y) , 

” 1” .^1 ^^x ‘ — 0 

-f h^Uy + c^v^ + d2Vy-\ =0, 


(9) 


wobei die Koeffizienten a^, h^ c^, a^, b^, Cg, d^ gegebene stetige Funk- 

tionen von x, y, u, v sind 'und die Punkte Glieder ohne Ableitungen 
bedeuten. Es sei durch ein Funktionenpaar u{x, y), v{x, y) eine Losung 
des Differentialgleichungssystems definiert. Durch eine Gleichung 
q (x, y) = 0 wird auf diesem Losungssystem eine eindimensionale Mannig- 
faltigkeit C ausgezeichnet; in ihr fuhren wir den Parameter A ein. An 
Stelle der unabhangigen VerHrderlichen x, y denken -wir uns wie friiher q 
und A als unabhangige Veranderliche eingefuhrt. Unser Differential- 
gleichungssystem geht dann iiber in 

«f{(h.qx + hVy) ■+ + ^i9y)^ =0 

+ h9y) + ‘^2 9>y) -1 0, 
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wobei wedemm die Punkte • • • Glieder ohne die hinausfiihrenden 
Ableitungen bedeuten. 

Stellen wir uns nunmehr vor, daB die Anfangsmannigfaltigkeit C 
fiir unser Losungssystem gegeben ist oder, wie wir es auch ansdnicken 
konnen, daB langs der Knrv^en (p{x, y) = 0 in der x, y-Ebene die Werte 
von u und v vorgegeben sind, so konnen wir dort und und somit 
alle w'eiteren aus C hinausfixhrenden Ableitungen eindeutig berechnen, 
w'enn nicht die Charakteristikenbedingung 

0^<p, + d^(py\^ 
j ^2 ~i* ^2 ’fy ^2 fit “1“ ^2 9^y ! 

erfiillt ist. Alle iibrigen Betrachtungen verlaufen analog dem Friiheren. 
Die Charakteristikenbedingung geht, wenn wir die Kurve qi{x,y) = 0 
durch eine Gleichung y — y{x) darstellen, in eine gewohnliche Differential- 
gleichung erster Ordnung, quadratisch in y', iiber. Fa6t man die 
Charakteristikenbedingung als partielle Differentialgleichung fiir <p [x, y) 
auf einer Integralflache auf, so gibt jede ihrer Losungen nicht nur eine, 
sondem eine einparametrige Schar von Charakteristiken cp — c. 

Im linearen Falle, wenn die Koeffizienten nicht von u und 

V abhangen, haben die Charakteristiken wiederum feste Grundkurven 
in der x, y-Ebene. Die Fallunterscheidung: hsrperbolisch, elliptisch, 
parabolisch fiir das Differentialgleichungssystem hangt dann nicht mehr 
von dem individuellen Fimktionensystem ab. 

Entsprechend liegen die Verhaltnisse im allgemeinen Fall, wo n 
Funktionen mit den Ableitungen gesucht und n 

Differentialgleichungen 

(11) FW y, % . . = Q (x = t, . . n) 
gegeben sind. Die Charakteristikenbedingung lautet 

( 12 ) \Ftlq>. + I^^q>y\ = 0, 

wobei die linke Seite die Detenninante bedeutet, deren Term in der 
Teile und Spalte F^pl (p^ + <py ist. Die Charakteristiken- 
bedingung ist so 2 u verstehen, daB auf einem vorgegebenen Losungs- 
system eine Charakteristik definiert ist durch die Relation 

(p[x,y) = 0, sobald die Charakteristikenbedingung unter der Voraus- 
setzung 9 ? = 0 befriedigt ist. Gilt die Charakteristikenbedingung als 
partielle Differentialgleichung auf einer Integralflache fiir q?{x, y), 
so liefert wiederum (p {x, y) = c eine einparametrige Schar von Cha- 
rakteristiken. 

4. Invarianz der Charakteristiken gegeniiber beliebigen Punkt- 
transformationen. Die Charakteristiken partieller Differentialgleichungen 
sind gegenuber Punkttransformationen invariant. D. h. sie gehen bei einer 
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soichen Punkttransformation in die entsprechenden Charakteristiken 
der transformierten Differentialgleichung fiber. Znm Beweis geniigt 
die Betrachtung des einfachsten Falles einer 'Differentialgleichung 
F{u^xy '^xyy - - •) = 0 , weiche duFch eine Transformation auf die neuen 
unabhangigen Variablen f,?; in = 0 iibergeht. Die 

Invarianz folgt wiedemm entweder nnmittelbar aus der begrifflichen 
Bedeutung der charakteristischen Streifen, oder indem wir durch ele- 
mentare Rechnung die Identitat 

herleiten. 

5. Beispiele aus der Hydrodynamik. Die Differentialgleichungen 
fiir die Bewegung einer kompressiblenFlussigkeit bieten ein sehr instruktives 
Beispiel fiir den Charakteristikenbegriff. Wir betrachten Mer den Fail 
einer stationareii Fiussigkeitsbewegung in zwei Raumdimensionen x, y, 
wahrend wir den Fall einer nichtstationaren Bewegung und im AnschluB 
eine ausfiihrlichere geometrische Diskussion auf Kapitel VI, S. 374 ver- 
schieben. Die ebene Fliissigkeit in5ge die von der Zeit unabhangigen Ge- 
schwindigkeitskomponenten u(x, y) und v{x, y) und die Dichte q{x, y) 
besitzen. P{q) sei die gegebene Dmckfunktion, wobei p'{Q) = a^ die 
^SchaligeschwindigkeiV' ist. Dann lauten die drei Differentialgleichungen 
fiir die drei zu bestimmenden Funktionen u, v, q 

eUU:, + QVUy + p'Q^ = 0 
03) ' QUV^ + QVVy + fQy=^0 

e(Ux + Vy) + UQ^ + VQy=:0. 

Sie bilden ein quasihneares System von Differentialgleichungen erster 
Ordnung. Nach der allgemeinen Regel von Nr. 3 erhalten wir die charakte- 
ristischen Mannigfaliigkeiten (p{x, y) =0 aus der Determinantenrelation 

Q{ucp^ + v<py) 0 

0 + p'<py = 0 , 

QVx Q9y u<p^ + v(py 

die nach kurzer Rechnung in die folgende Gestalt iibergeht 
(14) {u<Px + v <py) (pyY—p' [cpl + 9 ?^)} = 0 . 

Die Charakteristiken sind also einmal gegeben durch die Relation 

05) u(p^ + v(py^0, 

Die entsprechenden charakteristischen Kurven 9 ?=^ konst, sind die 
Stfomlinien, d, h. die Linien, weiche von den Geschwindigkeitsvektoren 
erzengt werden. Zweitens erhalten wir als Charakteristiken die Kurven 
9 ? = konst., weiche der Gleichung 

(16) + vq)yY—f' {fl + fl) = fl {u^—f) + fl {v^—p') + 2 9?, = 0 


Courant-Hilbert, Matbematische Riysik II. 
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geniigen. Diese bilden daan und nur dann ein System von zwei ein- 
parametrigen Kumnscharen, wenn fiir unsere Stromung der hy-per- 
holische Fall eintritt, d. h. wenn 

[u^-f] = p'^- {u^ + 1 > 2 ) p'<0 

ist, Oder wenn ,, , . , 

P'<u^-^v- 

wird, mit anderen Worten, wenn die StyoMungsgsschwhidigkeit gfo^er 
als die Schallgeschmndigkeit wird. 

Ein besonders einfaches Beispiel, das sich auch experimentell leicht 
veranschaulichen lafit, erhalten wir, wenn war fiir die ebene Fliissigkeits- 
oder Gasstromung einen Naheningsansatz machen. Wir nehmen an, 
daB die Geschwindigkeit von einer konstanten, zur a;-Achse parallelen 
Geschwindigkeit U nur wenig abweicht und dafi die Dichte q ebenfalls 
von einer konstanten Dichte P nur wenig verschieden ist: 

u=VA-o}, = Q — P + a, 

wobei o), a, X kleine GroBen sind. Wir nehmen femer an. daB die Flussig- 
keitsbewegung in diesem Fall mit hinreichender Genauigkeit dargestellt 
warden kann, wenn wir in den Differentialgleichungen Produkte und 
hdhere Pqtenzen der GroBen co, X, a und ihrer Ableitungen fortlassen. 
Dann wird unser urspriingiiches Differentialgleichungssystem zu ersetzen 
sein durch das folgende lineare Differentialgleichungssystem mit kon- 
stanten Koeffizienten 

PC/co^-f =0 

Pf/^-f fluffy =0 

U P {(Ox -f- ^y) = 0. 

Wh gewinnen sofort die Beziehung 

(Oxy ^Xfx 

Oder 

coy-Xx==f(y), 

welche den sog, „Wirbelsa/z“ ausdriickt, sowie das weitere System 

}{PXx+ ‘ic(y = 0 / _U\ 

{\—>c^)acfx—>cPXy = 0, \ a/ 

aus welchem wir durch Elimination die beiden Differentialgleichungen 

{i—x^)Xxx + Xyy = 0 
. (1— «^)ff**-l-cryy = 0 

erhalten. Diese Differentialgleichungen lassen sofort erkeimen, daB der 
hjTperbolische Fall vorliegt, wenn x>i, also 17 > a ist. Die Charak- 
teristiken sind dann gerade Linien, welche gegen die a:-Achse in einem 

Winkel a, dem sog. Machschen Winkd, mit {sinaj = ■^= ^ geneigt sind. 
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ilan kann dieses Beispiel physikalisch realisieren, indem man eine 
Fliissigkeits- oder Gasbewegnng in einer Halbebene parallel zur Wand 
mit der Gnindgeschwindigkeit U betrachtet und an einer Strecke .4B 
der Wand eine kleine Rauhigkeit oder einen kleinen Buckel anbringt, 
welcher dort eine kleine \"ertikaIkomponente X der Geschwindigkeit 
verursacht. In der x\nnahme, daB diese Bewegung durch unser an- 
genahertes Differentialgleichungssystem dargestelit ward, wild dann diese 
Rauhigkeit sich in das Fliissigkeitsgebiet langs zweier in ^4 B an die 
Wand stoBenden Parallelstreifen fortsetzen, welche gegen die Wand nm 
den Winkel a geneigt sind. Tatsachlich kann man bei geeigneter Ver- 
suchsanordming dieses Ph^omen beobachten. 

§ 3. Eindeutigkeit und Abhangigkeitsgebiet. 

1. Grundsatzliches iiber Ausbreitungsvorgange. Die Bedeutung 
der Charakteristiken kommt direkt zur Geltung bei alien Betrachtungen 
liber Ausbreitungsvorgange, gekennzeichnet durch hyperbolische Differen- 
tialgleichungsprobleme, wobei die L5sung u der Differentialgleichung 
die sich ausbreitende GroBe ist. Bei solchen Vorgangen betrachtet man 
Anfangswertprobleme (vgl. Kap. Ill, § 7), nnd es ergibt sich nicht nur 
die Frage nach der Konstruktion der Losungen — wie wir sie in §§ S, 
6, 7# 8 behandeln werden — , sondem weiter nach der eindeutigen Be- 
stimmtheit der Losung durch die Anfangsdaten xmd nach dem Abhangig- 
keits- bzw. Wirkungsgebiet. Sind die Raumkoordinate x und die Zeit i 
die unabhangigen Ver^nderlichen und sind die Anfangsbedingungen 
etwa fiir i^ = 0 gestellt, so definieren wir: 

Das Abhdngigkeitsgebiet einer SteUe P mit den Koordinaten x, t ist 
diejenige Punktmenge auf der Anfangslinie / = 0, von welcher allein 
der Wert der Losung u in P abhangt, in dem Sinne, daB Abanderung 
der Anfangsdaten auBerhalb des Abhangigkeitsgebietes den Wert u{P) 
nicht beeinfluBt. Entsprechend definieren wir als Einflup- oder Wirkungs- 
gebiet eines Stlickes L der Anfangslinie ^ = 0 denjenigen Bereich der 
Halbebene ^ > 0, auBerhalb dessen sich die Werte von U nicht andern, 
wenn man die Anfangsdaten nur langs des gegebenen Stlickes L abmdert* 
Mit anderen Worten, dasjenige Gebiet, flir dessen samtliche Punkte das 
Abhangigkeitsgebiet ganz zu dem gegebenen Stiick L auf der Anfangs- 
linie gehort. Endlich nennen wir Fortsetzungsgehiet eines Stlickes L der 
Anfangslinie ein solches Gebiet der Ebene, in welchem durch die Anfangs- 
daten langs L die Losung bestimmt ist. Offenbar ist das Komplement^- 
gebiet des Fortsetzungsgebietes von L identisch mit dem Wirkungsgebiet 
des Komplementargebietes von L. 

Man erkennt sofort, daB diese Begriffsbildungen, bei welchen von 
Abtoderung von Funktionen nur in einem Teile ihres Definitionsbereiches 
die Rede, ist und welche aufs engste mit dem Charakter von Aus- 
breitungsvorgangen zusammenhtogen, prinzipiell die Voraussetzung des 


20 ' 
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analytischen Charakters der Funktionen sinnlos ware. Denn analytische 
Funktionen sind in ihrem Gesamtverlaufe schon bestimnit durch ihren 
Verlauf in einem beliebig kleinen Bereiche. Daher ware es unsachgemaB, 
wenn wir nns bei der Konstruktion der Losungen auf den allgemeinen 
Existenzsatz von Kapitel I, § 7 stiitzen wollten, wo analytischer Charakter 
der Differentialgleichung und der Anfangsbedingungen vorausgesetzt war. 

In diesem § 3 wird sich nun fur hyperbolische Differentialgleichungs- 
probleme zweiter Ordnung zeigen, daB man das Abhangigkeitsgebiet 
zu einem Punkte P erhalt, indem man durch P die beiden charak- 
teristischen Grundkurven bis zum Schnitt mit der Anfangslinie zieht; 
die Grundlinie L des so entstehenden dreiecksformigen Gebietes stellt 
das gesuchte Abhangigkeitsgebiet dar, entsprechend dem schon in 
Kapitel III, § 7 explizite diskutierten Falle der einfachsten Differential- 
gleichung — lt*x = 0. 

Dieses Dreiecksgebiet ist zugleich das Fortsetzungsgebiet seiner 
Grundlinie L. Denn es enthalt alle diejenigen Punkte, deren Abhangig- 
keitsgebiet in L enthalten ist. Die beiden anderen („auBeren“) Charak- 
teristiken durch die Endpunkte von L begrenzen den Wirkungsbereich 
von L. Denn der so begrenzte Bereich besteht aus den Punkten, deren 
Abhangigkeitsgebiet mit L Punkte gemeinsam hat. 

Um die Grundlinie L unseres Dreiecks als Abhangigkeitsgebiet der 
Spitze P nachzuweisen, genugt es zu zeigen, daB die Losung der homo- 
genen Differentialgleichung I [w] = 0 im Punkte P verschwindet, wenn 
^e Anfangsdaten auf L Null sind. Denn wenn die Anfangsdaten zweier 
Losungen von L[u]=f nur auBerhalb L voneinander verschieden sind, 
so ist die Differenz dieser Losungen eine Losung der homogenen Differen- 
tialgleichung mit Anfangswerten Null auf L, verschwindet also in P. 

Diese Zusammenhange zugleich mit der Konstruktion der Losung 
des Anfangswertproblemes sind Gegenstand der folgenden Abschnitte 
dieses Kapitels; ^e entsprechenden Tatsachen fur mehr Verjlnderliche^ 
werden in Kapitel VI diskutiert werden. 

2. Eindeutigkeitsbeweise. Im vorliegenden Paragraphen beweisen 
wir unter den hier dargelegten allgemeinen Gesichtspunkten die ein- 
deuiige Bestimmtheit der Losrmgen von Anfangswertproblemen. Die 
Beweise beruhen auf der Betrachtung gewisser „Energie-Integrale“ , 
welche der Differentialgleichung zugeordnet sind und fur welche wir ein 
einfaches Beispiel schon im Kapitel III, §6 bei dem Eindeutigkeits- 
beweis fiir die parabolische Warmeleitungsgleichung keimengelemt 
haben. Bei den hyperbolischen Gleichungen wind der dort benutzte 

^ Wahrend fur zwei unabhangige Veranderliche x, ( mathematisch die RoUe 
der beiden Veranderlichen in der Differentialgleichung nicht verschieden ist, besteht, 
■wie wir in Kapitel VI sehen werden, fiir mehr Verander' che ei . gmndsatzlicher 
Unterschied zwischen „raumartigen“ Flachen mit „raumartigen“ Koordinaten 
und zeitartigen Koordinaten. 
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Gedanke durcb. Heranziehung von Integrationsgebieten verfeinert, welche 
von Charakteristiken begrenzt sind^. Wir begniigen uns mit einem 
tjTpischen Beispiel und venv’eisen im iibrigen auf die weitergehenden 
Betrachtungen fiir mehrere Variable im nachsten Kapitel, § 4. 

Der Eindeutigkeitssatz bei linearen Problemen besagt dann : Bei den 
Anfangswerien Null auf einem Stuck L der Anfangskurve hat die homogene 
Differentialgleichung nur die identisch verschwindende Losung im Fort- 
setzungshereich. 

Wir erlautem den Beweisgedanken zunachst an dem an sich trivialen 
Beispiel der Differentialgleichung fiir u (x, t) : 

(i) = 

Wir betrachten ein dreiecksformiges Gebiet G der x, ^Ebene, welches 
begrenzt ist von einer Anfangskurve A B, die 
ihrerseits von keiner Charakteristik in mehr 
als einem Punkt getroffen wird, und von den 
zwei charakteristischen Linien PA und PB 
(Abb. 29)- Unser Ziel ist zu zeigen: Wenn u 
und die Ableitungen % und auf A B ver- 
schwinden, so verschwindet u identisch im 
ganzen Dreieck G, Zum Beweise schneiden 
wir durch eine horizontale Linie CD die Spitze unseres Dreiecks ab 
und betrachten das ubrigbleibende Gebiet G'. Der Ausdruck 

— 2«f («,,—«») = — 2 (%Mi)*+ (m|)( + {uf)t 

ist ein Divergenzansdruck; indem wir ihn iiber das Gebiet G' integrieren 
und die Differentialgleichung sowie die Anfangsbedingungen beriick- 
sichtigen, erhalten wir 

= f ((«! + M?) iy — 2 («,«<) x,)ds, 

AB+ BD + DC + CA 

wobei mit x^, die Richtungscosinus der Normalen auf dem Rand 
AB + BD + DC + CA bezeichnet werden und s die Bogenlange ist. 
Auf den charakteristischen Seitenlinien CA und DB ist = 4 — 
Der ihnen entsprechende Anteil des Randintegrals formt sich daher 
leicht um in 

A C B D 

ist also gewifi nicht negativ. Auf CD ist i, = i, x, = 0, ds = dx; auf 
AB ist der Integrand Null. Somit gewinnen wir sofort 

^^(ul + uf) dx = 0, 



^ Zur Literatur siehe FuBnote S. 379* 
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d. h. auf C D ilberall ul -f- = 0. Es verschwindet also und jeden- 

fails iiberall in einem ziir Uragebung der Spitze P gehorigen Teiie von G. 
Da nnn jeder Pnnkt von G sich als Spitze eines entsprechenden kleineren 
Dreiecks in G auffassen laBt, so verschwindet und in jedem Punkte 
von G. Also ist u im ganzen Gebiet G konstant und, da u am Anfang 
verschwindet, identisch 0, wie behauptet wurde. 

Eine ahnliche Cberlegung fiihrt zum Ziel bei der, bis auf eine 
Koordinatentransformation allgemeinen, linearen hyperbolischen Diffe- 
rentialgieichung zweiter Ordnung 

L m] — — — — dti — 0, 


wobei a, /?, 6 stetige Funktionen von x und t sind. Der Kfirze halber 
beschranken wir uns auf das Anfangswertproblem, falls Anfangswerte 
auf der Geraden t = 0 gegeben sind, und stellen die Verallgemeinerung auf 
eine allgemeinere Anfangskurve als Aufgabe. Unser Eindeutigkeitssatz 
besagt hier: Wen7i auf der Basis A B des Dreiecks ABP mil den charak- 
terisiischen Seitmlinien -f /= konsL bzw. x — t — konst, u und ver- 
schwinden, so isf u im gmizeyi Dr deck Null. Zum Beweise schicken wir 

folgende Hilfsbetrachtung voraus: Fiir irgend- 
einen Punkt [x, /) in G ist 

t 

0 r) dr, 

0 

also zufolge der Schwarzschen Ungleichung 



u^{x, t)^tf ul{x, r) dr. 

0 

Fur eine Horizontaliinie CD mit t = welche ein Dreieck CDP aus 
dem urspriinglichen Dreieck G abschneidet, wird daher 

J u^dx^h J f uldxdr^h JJ{ul + uf) dxdt, 

CD Gh Gh 


wobei Gu das Trapez A BCD bedeutet. Hieraus folgt sofort 
/ J u^dxdtsh^ //(«! + M?) dxdt. 

Oh Gh 


Wir definieren nun ein „Energieintegrar' 

E(h)= J {u\ 4- ufjdx 
und integrieren die Identitat 

0~2UiL[u] = {ul + ufji — 2{uxufj^--2^u^ — 2^uxut—duui 
liber G^. Dabei ergibt sich ahnlich wie vorhin 


os J j-{u^ t ,— «« Xyf ds-\-E % 

AC-^BD 

{oLuf + duuf) dxdt — R 
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somit 


E{h)^R, 


Niinmehr schatzen vdi die rechte Seite R ab, indem wir bemerken, daB 


^ u\ , 2'uUf 

ist. Bedeutet daber M eine obere Schranke fiir die Absolutwerte der 
stetigen Fimktionen a, jS, b, so wd 

R^AM Jf {uf -T ul “f u^)dxdt 

und daher nach unserer \’orbemerkiing 

h 

R^4M{i-i-h^)JJ{nf^ul)dxdt^C f E{x)dai, 

Gk 0 

wobei C = am [i + init der Hohe k des Dreiecks G ist. Wenn I 
irgendein Wert mit l>h ist, so gilt erst recht 

h i 

E{h)^CjE{oi)doi^CfE (a) da. 

0 0 

Indem wir diese Relation nach h zwischen 0 und I integrieren, erhalten wir 

i i 

f E{h)dh^ClfE{h) dh. 

0 0 

Ware E{h) irgendwo fiir von 0 verschieden, so wiirde folgen 


i^Cl, 

was offenbar nicht moglich ist, wenn wir / < ^ wahlen. Es gilt also 

sicherlich in dem Intervall O^h^l identisch £ =: 0. Durch Wieder- 
holung des Verfahrens mit ^ ^ = 2 . als Anfangsgerade erkennen 

wir in endlich vielen Schritten, daB E in dem ganzen Dreieck G ver- 
schwindet, daB u also konstant, somit Null ist, wie behauptet wurde. 

Im zweiten Teil dieses Kapitels warden wir ein entsprechendes Ver- 
halten bei den allgemeinen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit zwei unabhangigen Veranderlichen wiederfinden. 


§ 4. Die Riemannsche Integrationsmethode. 

1. Riemanns Darstellungsformel. Die Frage nach Eindeutigkeit 
und Abhangigkeitsgebiet kann fiir lineare hyperbolische Differential- 
gleichnngen zweiter Ordnung in einer mehr expliziten Weise beantwortet 
werden auf Grund eines von Riemann herriihrenden Verfahrens. Die 
sog. Riemannsche InUgraiionsmethode besteht im wesentlichen in der 
Herleitung einer IntegraJformel, welche die Losung des Anfangswert- 
problems in libersichtlicher Weise durch die Anfangsdaten darstellt und 
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gleichzeitig die eindeutige Bestiirantheit dieser Losung zum Ausdruck 
bringt. Die Existenz der Losung wird dabei vorausgesetzt. 

In diesem Paragraphen entwdckeln wir Riemanns Formel; die Frage 
nach der Existenz der Losung wird gleichzeitig mit der entsprechenden 
Frage fiir den allgemeineren nichtlinearen Fall im nachsten Para- 
graphen beantwortet werden. 

Wir erortem die lineare Differentialgleichung 

(1) L [wj = Ugy aUg b Uy cu = f , 

welche wir, abgesehen von einer Transformation, nach Kap. Ill, § 1 
als die allgemeinste lineare hyperbolische Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in zwei unabhangigen Veranderlichen betrachten kdnnen. 
X = konst., y = konst, sind die Scharen der charakieristischen Pro- 
jektionen\ Die Koeffizienten a, b. c sowie die gegebene rechte Seite / 
seien stetige Funktionen von x und y in dem betrachteten Bereich 
und mit stetigen Ableitungen erster Ordnung versehen. Schon friiher 
(Bd. I, Kap. V, S. 236) haben wir den Begriff des zu L [w] adjun- 
gierten Differeniialausdi'uckes M [v] definiert durch die Bedingung, dad 
vL[u] — uM [i'] ein Divergenzausdruck sein soil oder daB das Doppel- 
integral des Ausdruckes v L [u] iiber ein vorgegebenes Gebiet G sich in 
das entsprechende Doppelintegral von u M [w] und einen nur vom Rande 
abhangigen BestandteU umformen lafit. Fiir den adjungierten Ausdruck 
ergibt sich die Darstellung 

( 2 ) M[v]=:^v^y—{av)^—{bv)y + cv, 
und es gilt 

(3) 2 {Lv[u]—uM[v]) = {u^v—u Vx+ 2 buv)y + {UyV—uVy + 2 auv)/, 

wenn wir iiber ein Gebiet G mit dem stiickweise glatten Rand inte- 
grieren, folgt die Greensche Formel 

2 ff {vL[u]—uM[v])dxdy 

= J [{UyV—VyU-\-2auv) X, -f {u^v — v^u -1- 2buv) yj ds, 
r 

wobei s die Bogenlange auf F und die Ausdriicke x^ und y, die Kom- 
ponenten der nach auBen weisenden Normalen v auf F bedeuten. 

^ Schon in Kapitel I, S. 3 haben wir den einfacbsten Spezialfall namlich die 
Differentialgleichung 

y) 

behandelt, wo G eine gegebene Funktion ist und auf C die Anfangsbedingungen 
u Tss p = q =: Q vorgeschrieben sind. Wir haben gesehen, dafi die nach § 3 
eindeutig bestimmte Losung dieses Anfangswertprobleras durch das Integral 

^{lr]}=^fff{x,y)dxdy 

gegeben wird. 
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Da.s Anfangswert problem unserer Differentialgleichung vvird folgender- 
maBen formuliert: Es sei eine Anfangskun'e C gegeben, welche sich 
in ihrem ganzen betrachteten Verlaufe in der Form x = g{y) oder 
y = h (.r) darstellen laBt, d. h. nirgends zwei Punkte mit gleicher x- oder 
gleicher y-Koordinate besitzt. Dartiber hinaus sei vorausgesetzt, daB C 
nirgends eine zur x- oder y-Achse parallele Tangente besitze. Wir 
denken uns diese Kurve in der Parameterforra durch stetig differenzier- 
bare Funktionen x = a; (A), y = >-(/.) mit x^ -r y^^ 0 dargestellt. Langs 
C seien die Anfangswerte der Funktion u und der ersten beiden Ab- 
leitungen p — u^, p = Uy ais stetige Funktionen des Ortes vorgegeben. 
Gesucht ist eine Losung der Differentialgleichung ( 1 ) in einer einseitig 
an C anschlieBenden Umgebung von C mit diesen vorgeschriebenen 
Anfangswerten. 

Die Anfangswerte von u, p, q mussen da- 
bei naturgemaB durch die Streifenbedingung 
du = p dx + qdy eingeschrankt sein. 

Wir betrachten in einer solchen Um- 
gebung einen Punkt P mit den Koordi- 
naten i, rj und durch ihn die horizontale 
Linie AP mit y = rj sowie die vertikale 
Linie BP mit x = ^, wobei A und B auf 
der Kurve C liegen. Das krummlinige Drei- 
eck APB wird mit ^ bezeichnet. Das Ziel ist, eine Formel zu finden, 
welche den Wert der gesuchten Funktion u im Punkte P darstellt mit 
Hilfe der Anfangswerte langs des Kurvenbogens A B und den Werten 
der Funktion / im Dreieck ABP. 

Riemann wurde zu seiner Formel durch die Analogic des Diffe- 
rentialgleichungsproblems mit einem endlichen linearen Gleichungs- 
system gefuhrt. Ein solches Gleichungssystem fur Unbekannte m,- kann 
man losen, indem man die linken Seiten mit zunachst noch unbekannten 
Faktoren v^, v^, ... multipliziert, sodann addiert, die resultierende 
Bilinearform in m,- und 57, • nach den umordnet und endlich die Koeffi- 
zienten v-^, - so bestimmt, daB z. B. die Koeffizienten von . 

verschwinden, wahrend der Koeffizient von den Wert 1 erhalt. 

Auf diese Weise erhalt man eine Darstellung fiir % und analog fur 

usw. Hierbei werden die GroBen v^,-.. nicht mehr von den be- 
kannten rechten Seiten der Gleichungen, sondem nur von den Koeffi- 
zienten abhangen. 

Entsprechend kann man bei unserer Differentialgleichung verfahren, 
um den Wert der Losung an der Stelle P darzustellen. Man multipliziert 
die' Differentialgleichung mit einer noch unbestimmten Funktion v, 
integriert liber das Dreieck ^ , formt dieses Integral nach der Greenschen 
Formel ( 4 ) um und versucht sodann die Funktion v derart zu bestimmen, 
daB sich eine Darstellung der gewiinschten Art ergibt. 
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Die Greensche Formel ( 9 ) liefert auf Grand der Differentialgleichung 
f 2/ [ [fv — uMyjdxdy 

(5) j = J l{UyV~-uVy~r 2 auv)x,-{-{Uj,v—uv^-i- 2 buv)y^]ds, 

\ AB-rBP-rPA 

wobei das Linienintegral iiber die Summe der drei Dreiecksseiten AB, 
BP iind PA zu erstrecken ist. Anf PA ist % = ^^ = 0, ds^dx. 

Auf BP ist y, = 0, .r, = 1, ds = dy, Im Integral iiber PA formen 
wir den Ansdruck [u^vdx durch Produktintegration um, im Integral 
fiber BP den Ansdruck JuyVdy. So erhalten wir fiir die rech.te Seite 
der Gleichung (5) den Ansdruck 

2 w (P) (P) ^ (A) V (A) ~ u{B) V (B) 

■f / i{UyV--uVy 2auv) + {u^v — uv^ A- 2buv) y\,]ds 
AB 

+ 2 fu {bv~~v^} dx-\-2j u{av—v^) dy, 

AP BP 

wobei t’(P), u{P) usw. die Funktionswerte in den betreffenden Punkten 
P, A, B bezeichnen. 

Nunmehr liegt es nahe, iiber die noch unbestimmte Funktion v 
folgendermaBen zu verfiigen: v = v{x, y] ^,rj) soli auBer von dem 
Argument y noch von den Parametern i, rj abhangen und folgende 
Bedingungen erfiillen: 

a) V als Funktion -.r, y soli der adjungierten Differentialgleichung 
geniigen: 

M[v]^Q, 

b) Auf AP soil Vx~bv, auf BP: Vy = av sein. Genauer: 

V> tv) ^ v) ^ ^ ; t v) 3,uf AP, 

hit y; t v) == ^{t y)v[^, y; I, rj) auf BP . 

Endlich soil v im Punkte P den Wert 1 haben: 

c) = 1. 

Fine solche Funktion v heiBt die zum Differentialausdruck L gehorige 
^Riemannsche Funktion!', Mit ihr besteht nunmehr die gesuchte klassische 
Rientannsche DarsteUungsformel 

2u{P) ^u{A)v[A) +u{B)v {B) 

+ f [{Uj,V‘~'Uv^-+ 2buv)y^ — {uyv—uvy + 2auv) a ;,.] ds 

AB 

+ 2 JJ fvdxdy. 

Diese Riemannsche Foxmel stellt die Losung aller Anfangswertproblexne 
dar, d. h. der Anfangswertprobleme mit beliebigen Anfangswerten ftir eine 
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beiiebige Kurve C vemnittels einer einzigen nur noch von den Parametem 
f abhangigen Losung v der adjungierten Gleichung^. 

Die Riemannsche Darsteliung setzt im Einklang mit § } in Evidenz : 
Erstens: die Losung ist eifideuiig diirch die Anjangsbedingungen besiiMmt, 
Zweitens: Die Losung hdngkstetig von den Anfangsdaten ab. Drittens: 
Die Losung ifn Punkie P hdngt ntcht von det Gescifniheit der Anfuugs- 
daten abj sondern nur von den'jenigen Idngs der Teilsirecke AB auf C, 
welche von den CharakterisUken durch P aus C ausgeschnitien werden. 

Bei diesen Bemerkungen ist die im nachsten Paragraphen zu be- 
weisende Existenz einer Riemannschen Funktion vorausgesetzt, 

2, Erganzende Bemerkungen. Charakteristisches Anfangswert- 
problem. Man hatte das Anfangswertproblem formal ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit in einer vereinfachten Form angreifen konnen, indem 
man fiir die Anfangswerte von u, p, q durch weg 
die Werte Null annimmt. Auf ein solches Problem 
laBt sich das in Nr. \ behandelte allgemein sofort 
zuriickfiihren. Denn ist 9? eine beiiebige Funktion 
mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen, 
welche irgendwelche Anfangsbedingungen wie in 
Nr. i erftillt und setzen wir u^wA‘(py dann 
erfiillt w die speziellen Anfangsbedingungen und 
die Differentidgleichung i[t£;] = /— £[9?]. In 
diesem Fall konnten wir die durch Wegfall der Randglieder vereinfachte 
Riemannsche Formel (6) anwenden, wobei statt / nur / — £[99] zu 
schreiben ist. Anwendung der Greenschen Formel liefert dann sofort 
das Resultat in der alten Gestalt. 

Zweitens bemerken wir: Die Voraussetzung, daB C von keiner 
charakteristischen Kurve in zwei Punkten geschnitten oder von einer 
solchen beriihrt wird, ist fiir unsere Konstruktion wesentlich. Sonst 
wiirde im allgemeinen das Anfangswertproblem nicht mehr losbar sein, 
da zu einem Punkte P die Punkte A und B nicht mehr eindeutig hinzu- 
bestimmt werden konnen. Die in einem solchen Fall auftretenden 
Hindernisse werden durch das Beispiel der einfachsten Differential- 
gleichung = 0 illustriert. Nehmen wir als Kurve C eine Kurve 
der nebenstehenden Form an, welche durch eine horizontale Linie in 
zwei Punkten Q und R geschnitten wird, so wiirde sich durch Integration 
(in verstandlicher Schreibweise) ergeben Uy{Q) =Uy{R). Also wiirde Uy 
langs der Kurve C einer Bedingung unterworfen werden miissen, damit 
ein entsprechendes Anfangswertproblem iiberhaupt losbar ist. 

Die angedeutete Schwierigkeit tritt jedoch nicht ein, wenn die Kurve C 
in ein rechtwinkliges Polygonstiick ADB wie in Abb. 33 ausartet, 
d. h. aus zwei charakteristischen Geradenstiicken AD und BD besteht. 

1 In dieser Hinsicht stellt sie ein Analogon zn der Darsteliung der Losung einer 
Randwertaufgabe mit Hilfe der Greenschen Funktion dar (vgl Kap. IV, § 2, 1) . 
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In diesem Grenzfall gilt unsere Formel (6) unverandert. Jetzt aber 
kdnnen wir auf der Anfangskur^-e ADB nicht mehr zwei Funk- 
tionen willkiirlich vorgeben, sondem nur noch die Anfangswerte von 
ii seibst. Die Differentialgleichung namlich stellt — in Obereinstimmung 
mit unseren allgemeinen Cberlegungen aus §1,1 — Imgs der Ge- 
raden A D, wenn dort u und somit q = Uy bekarmt ist, eine ge- 
wohnliche lineare Differentialgleichung fur p = u^ und ebenso langs 
der Geraden BD eine gewohnliche lineare Diffe- 
rentialgleichung fiir q = Uy dar; dabei ist das 
eine Mai y, das andere Mai x unabhangige Ver- 
anderliche. Somit sind wegen der Stetigkeit 
im Punkte D die Ableitungen p und q dutch 
die Vorgabe der Anfangswerte von u seibst 
eindeutig bestimnat. In diesem Fall sprechen 
wir vom charakteristischen Anfan^swertproUem. 
Seine Losung lautet jetzt, wenn wir uns auf 
den Spezialfall / = 0 beschranken, 



Opo,ys} 


Abh. 33. 


(7) 


2u{P)=u{A)v[A) + u{B)v{B) 

A B 

— f {VyU—UyV — 2auv)dy — J {v^u- 


-u.v- 


■2huv) dx 


Oder nach Umformung dutch Produktintegration: 

A B 

[7') u{P) = w(Z)) v{D) -t- f v{Uy-\- atijdy f v{u^ -f 6 «) dx. 

D D 

Wir machen von dieser Losung des charakteristischen Anfangswert- 
problems Gebrauch zum Beweis des sog. Reziproziidtsgesetzes fiir die 
Riemannsche Funktion. Es sei u — u{x, y; x^, die zum Differential- 
ausdruck M gehorige Riemannsche' Funktion fiir die Parameterwerte 
die Koordinaten des Punktes D. D. h. es sei femer M(%yo; 
%yo) = l “id Uy + au = Q auf AD, «^-)-5m = 0 auf BD. Dann 
ergibt unsere Formel (7') 

xo,yo) = v{xa, yoii.v)- 

In Worten: die Riemannsche Funktion eines Differentialausdruckes L 
geht in die des adjungierten Differentialausdruckes M iiber, wenn man 
Parameter und Arguments vertauscht. Ist speziell der Differentialausdruck 
L selbstadjungiert, so ist die Riemannsche Funktion symmetrisch in 
Parameter- und Argumentpunkt. 

3. Beispiel, Telegraphengleichung. Das einfachste nichttriviale 
Beispiel fur die Riemannsche Formel wird dutch die der Telegraphen- 
gleichung (vgl. Kap. Ill, § 5, 3) Squivalente Differentialgleichung 

(8) L[u] = u,,y + cu = g{x,y) 
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gegeben, wobei c eine Konstante ist. Die Differentialgleichung ist selbst- 
adjungiert. Urn die Riemannsche Funktion zn bestimmen, iBacht man 
entsprechend der Sjmimetrie der Differentialgleichung den Ansatz 


i^[x,y\^,ri) = g{z), 
WO 




ist. Die Differentialgleichung fiir die Riemannsche Funktion geht dann 
fiber in die Differentialgleichung z f" f' 4- cf = 0, welche sich durch 
die Substitution P. = -j/ 4 c z in die Besselsche Differentialgleichung 


(9) 


d/? d/. 


+ / = o 


verwandelt. Diese wird gelost durch die Besselsche Funktion (vgl. Bd. I, 
Kap. VII) 

/=/o(A). 

Tatsfichlich ist die Funktion 

(10) V {x, y; i. rf] = (y'4c(z:— ^) (y-??)) 

die gesuchte Riemannsche Funktion. denn sie erffillt, wie man sofort 
bestfitigt, fiir z: = I und y = >/ die vorgeschriebenen Anfangsbedingungen. 


§ 5. Die Losiingen der Differentialgleichung 
Uxy — f(po, y, u, Mas, Uy) nach dem Picardschen^ 
Iterationsverfahren. 

1. Vorbemerkungen. Statt den linearen Fall (z. B. die Existenz 
und eindeutige Bestimmtheit der Riemannschen Funktion) gesondert 
zu diskutieren, behandehi wir sogleich das Anfangswertproblem ffir 
die nicht mehr notwendig hneare Differentialgleichung 

( 1 ) u^y = f{x,y,ii,u^,Uy). 

Wie im vorigen Paragraphen sei in der x, y-Ebene erne glatte Anfangs- 
kurve C gegeben, welche von keiner charakteristischen Kurve parallel 
zur z- Oder y-Achse in mehr als einem Punkte geschnitten wird und welche 
wir wie dort in einer Parameterdarstellung x = x{X), y = y{X) gegeben 
denken. Von einem Punkt P mit den Koordinaten ziehen wir wie 
in § 4, Abb. 3 I die Parallelen AP und BP zu den Koordinaten- 
achsen, wobei A und B auf C hegen. Das Dreieck A BP, sowie die 
geraden Linien A P und BP werden mit IC] , H, F bezeichnet. Die friiheren 
Abkurzungen u^y = s, = Uy = q werden auch hier benutzt. 

Auf C seien die Anfangswerte von «, f. q vorgegeben. Ohne Be- 
schrankung der AUgemeinheit konnen wir gemaB der Bemerkung in 
§ 1 die Anfangswerte «, p, q als identisch Null annehmen. da sonst 
mit einer willkurlichen, die Anfangsbedingungen befriedigenden, stetig 


^ Siehe Picard: Traits d'analyse, Bd, 2. 
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differemierbaren Funktion<p mit stetigem die Differenz w=-u — f 
einer analogen Differentialgleichung mit modifiziertem / und den Anfangs- 
bedingnngen Null genugen wiirdt k 

Das Ziel ist, eine Losung der Differeniialgleichung 

(1) s^f(x,y,u,i),q) 

in einer Umgebung von C zu konstruieren, so da/3 Icings C die vorgeschriebenen 
Anfangswerte w = ^ = g = 0 angenommen warden. 

Hierbei ist die Funktion / als stetig differenzierbar in alien ihren 
Argumenten vorausgesetzt. Von der Losung u wird Stetigkeit der ersten 
Ableitungen und Existenz der gemischten zweiten Ableitung u^y voraus- 
gesetzt, womit dann vermoge (1) auch die Stetigkeit dieser zweiten 
Ableitung folgt^. 

Von vomherein sei bemerkt, daB unser Problem seinen Sinn behalt 
und daB die folgende Methode gleichzeitig die Losung gibt, wenn die 
Anfangskurve in ein aus zwei charakteristischen Geraden AD und 
BD bestehendes redit\™kliges Polygonstiick (Abb. 33) ausartet. Dann 
darf langs C lediglich der Anfangswert von u selbst, speziell w = 0 vor- 
geschrieben werden, wahrend — wie im vorigen Paragraphen — langs 
A D aus der Differentialgleichung (1) sich eine gewohnliche Differential- 
gleichung fiir p und langs BD eine solche fur q ergibt, die mit der Be- 
dingung ^ = 5 ' = 0injDdie GroBen p und q l^gs C von vomherein 
festlegen. Wir sprechen in diesem Fall von dem charakteristischen Anfangs- 
wertproUem und brauchen bei der folgenden Behandlung zwischen dem 
allgemeinen xAnfangswertproblem und diesem ausgearteten Falle keine 
weitere Unterscheidung mehr zu treffen. 

Wir streben an, die Losung in einer passend klein^zu wahlenden 
Umgebung G eines Punktes der Kurve C zu konstruieren. Ein solches 

^ Erne solche Funktion fp [x, y) kann -z. B. konstruiert werden als 
ip-^u(x) ^~[y — y{x))q{x), 

wobei die Anfangskurve in der Form y — y{x) und die Anfangswerte durch 
u{x), p(x), q{x) gegeben und durch die Streifenrelation u' y'q verbunden 

sind. Die Funktion q} besitzt offenbar stetige Ableitungen (px, cpy und nimmt 
ebenso wie qpy die vorgeschriebenen Anfangswerte an; wegen der Streifenrelation 
besitzt auch (px die vorgeschriebenen Anfangswerte. 

^ Cber die zweiten Ableitungen Ux% und Uyy sind -also keinerlei Voraussetzungen 
gemacht, so daB wir z, B. fiir / == 0 die Funktion w = ^ (;?r) ^ (y) auch dann 

als Ldsung von Uxy ^ 0 betrachten, wenn die Funktionen (p(x) und y){y) keine 
zweiten Ableitungen besitzen, sondem lediglich stetige erste Ableitungen. 

Setzt man jedoch fiir die Anfangswerte x[X), y{X), w(A), p{X), q{X) zweimalige 
stetige Differenzierbarkeit nach X voraus, ebenso fur die Funktion / zweimalige 
stetige Differenzierbarkeit nach alien Argumenten, so besitzt die Losung u auch 
stetige zweite Ableitungen r und t und es existieren sogar stetige dritte Ableitungen 
pxy und qxyi dies Resultat ist in dem Ergebnis von § 7 enthaltea, kann aber auch 
direkt durch tJbergang zu den Differentialgleichungen gewonnen werden, welche 
man aus (1) durch Differentiation nach x und nach y erhhlt. 
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Gebiet G der x, y-Ebene soli durch Beschrankungen der Form u < a, 
P wobei a eine Konstante ist, zu einem Bereich B des 

fiinf-dimensionalen x, y, ti, p, y-Raumes ergmzt werden. Wenn das 
Wertsystem x, y, ti, p,q m einem solchen Bereich B liegt, moge mit M 
eine feste znm Gebiet G gehdrige Schranke fiir die vier Ausdrilcke 
/y bezeichnet werden. 

Wir konnen nnsere Differentialgleicbung (1) sofort als Integral- 
gleichung schreiben, indem wir liber das Dreieck Q integrieren. 

(2) u (f , 7]) Jf (.V, y, u, p,q)dxdy, 

Diese Relation (2) ist mit der Differentialgleicbung und den Anfangs- 
bedingungen u = p^q=^Q auf C aquivalent^. Denn ist eine Funktion 
h (I, ?]) durch das Integral der Form 

( 3 ) h(i,i])=Jfg{x,y)dxdy 

definiert, so gilt ^ 

p p 

( 3 ') ^i=fg{S,y)dy, \=f g{x,r})dx, = ?(!,??), 

B A 

wie hier in Erinnerung gebracht werden soli. 

Unsere Integralgleichung (2) bleibt sinnvoll, wenn von vomherein 
fiir u lediglich einmalige stetige Differenzierbarkeit vorausgesetzt wird. 
Aus dieser Voraussetzung folgt dann Stetigkeit und Existenz der 
gemischten Ableitung Uj^y und das Bestehen der Differentialgleicbung 
von selbst, da wir die Differentiation in der Integraldarstellung der 
rechten Seite ausftibren konnen. 

2. Losung der Aiifangswertprobleme. Analog zum klassischen 
Verfabren bei gewobnlichen Differentialgleicbungen liegt folgende 
liemtionsmethode nahe: Wir gehen von einer ersten Nabeningslosung 
= 0 aus und definieren in einer Umgebung von C, welche 
wir sogleich noch passend einscbranken werden, sukzessive Systeme von 
drei Ortsfunktionen p^, qn duicb die Relationen 

««+i V’ "«> ?») 

p 

(4) 1 Pn + l (-P) = / / (^. y> Pn. ?») ^y 

B 

P 

?« + l (■?) = // (*- ’?> Pn. ?») dX. 

A 

Dabei wird, wie direkt aus den Gleichungen ( 3 ') hervorgeht, 

__ 3un4^i ' ^ _ dun+1 

Pn+i— . ?«+i ■ 

AuBerdem wird, wenn P auf C liegt, = = = 


VgL Anmerkung auf S. 312, 
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Wir bemerken: Das Iterationsverfahren fiihrt nicht aus einem 

Bereich B des x, y, u, p, ^-Raumes hinaus, wenn die Umgebung G der 
Kurv'e C hinreichend klein gewahlt wird. Denn angenommen, fiir einen 
Index n lagen die GroBen x, y, u,p,q im Bereich B, wie er in Nr. 1 
bezeichnet ist, und angenommen, I sei die groBte im Bereich Gauftretende 
Distanz AP bzw. BP, dann folgt aus den Relationen (4) sofort 


\p„^,\^Ml. \q„. 


■ii = 


iMl. 


Wenn also die Umgebung von C so eingeschrankt wird, daB Ml^^a 
und M I wird, so bleibt man bei dem IterationsprozeB in demselben 
Bereich B. 

Nunmehr folgt leicht: Bei gegebenenfalls weiterer Einschrankung der 
Umgebung G konvergiert das Iterationsverfahren gleichmdliig in dieser 
Umgebung gegen Ortsfunktionen u{x,y), p{x,y), q{x,y), wobei u^~p, 
Uy~q und u,fy=^f{x,y,u,p,q} wird und u=p — q — 0 auf C ist. 
Die Funktion u lost somit unser Anfangswertproblem. 

Zum Beweise bilden wir die Differenz 


«»+!—«« = / / ifix,y,u„,p„,q,f, — f{x,y,u„_:^,p„_.^, q„_i))dxdy 

/« + iPn-pn-l) fp + {qn-In-l)fg] dxdy, 

<3 

wobei die rechte Seite unter dem Integral dutch den Mittelwertsatz 
der Differentialrechnung umgeformt ist und der Strich — bedeutet, daB 
passende Zwischenwerte zwischen u„ und u„_-^ bzw. p„ und p„_i bzw. 
q„ und einzusetzen sind. Es ergibt sich also dutch Abschatzung 
der Integrale sofort 

+ l — [J[\u„~U„_.^\A-\pn—pn~l\ + \qn — qn-l\\^xdy. 

Bezeichnet man mit den maximalen Wert, welchen der Aiisdruck 
+ \ pn—p»-i\ + ^er betrachtcten Umgebung 

von C annimmt, so wird daher 

\‘Un + X — U„\^MPD„] 

genau ebenso folgt auf Grund der Integraldarstellimg (4) 

1^»+1 — j?»+l ?«| — 

also 

I «»+!-«» 1 + 1 i + 1 I sikf / (/ + 2) D„ 

fiir jeden Punkt P in einer solchen Umgebung G von C. Also gilt diese 
Beziehung auch fur denjenigen Punkt P, in welchem der Ausdruck links 
seinen groBten Wert D^+i annimmt. Es ist somit 



§ 5- Die Losungen der Differentialgleichung Ufy = f{x, y, u, «,. Uyi. J2i 

Nunmehr denken wir uns das Gebiet G so eingeschrankt, dafi in ihm 
M / (/ + 2) = a < 1 wird. Dann ist die aus positiven Konstanten be- 

OO 

stehende unendliche Summe konvergent mindestens wie die 

00 

geometrische Reihe ^ a'. Also konvergieren im Gebiete G auch die 

00 OO 00 

drei Summe «,), ^{qr + i — ^v] gleichmaHig. 

v = 0 V = 0 v*s=0 

Die Grenzwerte w, p, q sind stetige Ortsfunktionen. Da die Grenz- 
iibergange wegen der gleichmaBigen Konvergenz unter dem Integral- 
zeichen der Relationen (4) ausgefiilirt werden diirfen, so ergibt sich 
sofort, daB fiir die Grenzfunktionen die Relation 

«= y. U, ■p,q)dxdy 

Q 
P 

«. p,q)^y 

B 

P 

q=Jf{x.ri. U, i),q)dx 

A 

bestehen. Also wird = ^, Uy = q, u^y = /, und somit liefert u, da die 
Anfangsbedingungen auf C erfiillt sind, die gesuchte Losung. 

3. Eindeutige Bestimmtheit der Losung. Die Losung des Anfangs- 
wertproUems ist in einer Umgebung der Anfangskurve eindeutig bestimmt, 
Denn sind u, v zwei Losungen, so wiirde fiir die Differenz w — v 
die Integralrelation 

w = j j {f{x,y,u, u„ Uy) —f(x, y, v, v„ Vy))dxdy 

gelten. Wenden wir rechts unter dem Integralzeichen wieder den Mittel- 
wertsatz an und bezeichnen mit W den Maximalwert, den eine der 
GroBen |ze/j, \wj[y \wy\ in G annimmt, so ergibt sich sofort 

W = f J{wf„ + wJp + Wyf^)dxdy, 

o 

also 

Ebenso erhalt man 

[wJ^MlWy \wy\^MlW, 

also 

1^! + |^;r| + 2) T^==aTf . 

Somit wird auch 

was, wenn a < 1 ist, nur gelten kann, wemi identisch im Gebiet G die 
GroBe W verschwindet, d. h. erst recht w verschwindet, mit anderen 
Worten, wenn u mit v identisch ist. 



Courant-Hilbert, Mathematische Physik II. 


21 



522 


V. Hyperbolische Differentialgleichungen. 


4. Stetige und differenzierbare Abhangigkeit von Parametern. 
Weim.in der rechten Seite f der Differentidgleichung ein Parameter e 
auftritt, so da^ f stetig bzu-. differenzierbar von s tend den ursprung- 
lichen Argume^iten abhangt, sobald s in einer passend Mein gewdhlten Um- 
gebung eines Wertes z. B. Sq = 0 liegt, dann hdngt die Losmig u{x, y) 
unseres Ajifangsweriproblems sowie p, q ebenfalls stetig bzw. differenzierbar 

vom Parameter e ab. Die Ableitung w = der Losung nach dem 

Parameter e fiir £ = 0 geniigt im zweiten Falle der linearen Differential- 
gleichung 

( 6 ) + + = S 

mit 

fp E = 0’ ^ ~ = y ~ /»!e = 0’ S ~ fse = 0- 

Der Beweis der stetigen Abhangigkeit ergibt sich unmitt elbar aus der 
Bemerkung, daB wir fiir ein solches a-Intervall stets in der Betrachtung 
von Nr. i ein gemeinsames Gebiet G abgrenzen konnen, sobald dort 
gemeinsame Schranken vorliegen, was durch Stetigkeit von / in bezug 
auf s un m ittelbar gewahrleistet ist. Daher konvergiert das Verfahren 
von Nr. 2 auch gleichmaBig in bezug auf den Parameter e und es foigt 
unmittelbar die stetige Abhangigkeit der Grenzfunktionen u, p, q von 
£. Auf Grund der Differentialgleichung hangt dann auch die zweite Ab- 
leitxmg u^y stetig von e ab. 

Die stetige Differenzierbarkeit der Losung u in bezug auf s ergibt 
sich sofort aus folgender Bemerkung; Wir bilden, indem wir ohne Be- 
schrankung der Allgemeinheit die Stelle Sq — 0 ins Auge fassen, den 

Ausdruck w{x, y, e) = . Auf Grand der Differential- 

€ 

gleichung (1) bilden wir nunmehr mit u° = u {x, y, 0) fiir den Differenzen- 
quotienten w die Relation 

= ix, y, u. u^, Uy] e) — / [X, y, u°, 0)) . 

Indem wir hier die rechte Seite nach dem Mittelwertsatz der Differential- 
rechnung hmfoirnen, gewinnen wir fiir w formal die Differentialgleichung 

(7) Wxy + ixw^ + Pwy + yw = g, 

wobei die Koeffizienten a, p, y, g Werte der Ableitungen von / nach 
p, q, u und e sind fur Zwischenwerte zwischen dem betrachteten Wert e 
und e = 0. Diese Koeffizienten konnen wir bei gegebenem e als ge- 
geben betrachten. Sie hangen an der Stelle £ = 0 stetig von e ab, da 
sie nach Voraussetzung fur e = 0 stetig in die Ableitungen /„, fp, /, 
fiir f{x,y,u,p,q) ubergehen, wobei die Funktion u(x,y,0) fiir die 
Einsetzung zugrunde zu legen ist. Somit konnen wir die Gleichung (7) 
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als eine Differentiadgleichung zweiter Ordnung fiir w auffassen, deren 
Koeffizienten a, y stetig von x, y, e abhangen; gemaB unserem vorigen 
Resultat folgt damit die Existenz des Grenzwertes v = lim w und fur 
diese Grenzfunktion die Differentiaigleichung (6). 

5. Das Abhtogigkeitsgebiet der Losung. Wir heben zunachst 
hervor, daB tinsere Losung gemaB den Bemerkungen aus Nr. i unmittelbar 
den allgemeinen Fall mit umfaBt, daB die Anfangsdaten auf C nicht als 
Null, sondem beliebig vorgeschrieben sind. Unsere Konstruktion zeigt 
dann zugleich: Der Funktionswert u{P) der Funkiion u im Punkte P 
han^ nicht von der Gesamtheit der Anfangsdaten auf der Kurve C ab, 
sondern lediglich von den Daten langs der Kurvenstrecke A B. Eine Ab- 
anderung der Anfangsdaten aufierhalb AB wiirde auf die Funktions- 
werte u{P) in dem Punkt P und naturlich im Dreieck^ obne EinfluB 
sein. Wir driicken dies im Einklang mit § 4, !• aus der in der Aussage: 
Das Abhangigkeitsgebiet eines Punktes P wird aus der Anfangskurve C 
durch die hdden P treffenden Charakteristiken ausgeschnitfen. 

Es sei darauf hingewiesen, daB die Aussage fiber das Abhangigkeits- 
gebiet unverandert auch fiir das charakteristische Anfangswertproblem 
gilt. 

§ 6. Verallgemeinerungen und Anwendung auf Systeme 

erster Ordnung. 

1. Systeme von Differenticilgleichungen zweiter Ordnung mit 
gleichem linearen Hauptteil. Wir bemerken zunachst : AUe Resultate des 
vorigen Paragraphen gelten unverandert ffir eine Differentiaigleichung 

( 1 ) au^^ + bu^y-\-cUyy = f{x,y,u,u^,Uy), 

wenn die Funktionen a, b, c drei gegebene stetig differenzierbaie Orts- 
funktionen sind und wenn die Differentiaigleichung in dem betrachteten 
Gebiet hyperbolisch ist, d. h. wenn 

(!') 4ac — 6®<0 

gilt. Wir brauchen dann lediglich gemaB Kap. Ill, § i bzw. Kap. V, § 1 
an Stelle von x, y charakteristische Parameter einzuffihren, um imser 
Problem auf das in dem vorigen Paragraphen behandelte zurfickzufuhren. 

Wir betrachten ntinmehr ein System von Differentialgleichungen 
fur m Funktionen (z, y) (zr, y) , , «“ (.*. y) mit den Ableitungen 
du” du* ^ 

Sx ‘ dy ‘ dxdy ' 

(2) s, = f,{x, y. u\ . . q ^, . . ., q„) . (y = 1, 2, . . .,m) 

GemaB unserer obigen Bemerkung konnen wir auf ein solches Differentiai- 
gleichungssystem allgemein jedes System von .yDifferentialgleichungm 
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mit gleichem HauptidV der Form 

(3) -{- & w’ 3, “j- ~ /» {•^> • • ■ > {v — i , 2 , . . . , W) 

transformieren, wobei die Koeffizienten u, b, c dieselben drei gegebene 
Ortsfunktionen fiir alle Differentialgleichungen des Systems sind und 
der Bedingung (i') geniigen. 

Fiir das Differentialgleichungssystem (2) sei ein Anfangswertproblem 
genau derselben Art wie in § 5 gestellt, nur mit dem Unterschied, da6 
langs der Anfangskurv'e C die Werte aller Fnnktionen u'’ und ihrer 
ersten Ableitungen unter Berucksichtigung der Streifenbedingungen 
vorgeschrieben sind. Die Losung dieses Problems erfolgt wortiicb in 
derselben Weise wie in §5- Ergebnis ist: Wenn C sine nirgends 
charakteristische glatle Kurve ist, so existieri in einer passend kleinen 
Uwgebung von C die Losung des Anfungswertpfoblems und ist eindeutig 
besHntmi, wobei das Abhdngigkeitsgebiei aus C dutch die beiden Chair ah~ 
teristiken PA, PB ausgeschnitten wird. Genau das Entsprechende gilt 
fiir das charakteristische Anfangswertproblem; wobei dann langs des 
cbarakteristischen Anfangsgebildes nur noch die Werte von selber 
vorgegeben werden konnen. 

2. Kanonisch-hyperbblische Systeme erster Ordnung. Eine fiir 
die allgemeinere Theorie entscheidende Anwendung unseres Resul- 
tates bezieht sich auf einen speziellen Fall von Differentialgleichungs- 
systemen erster Ordnung fiir iV = n + w gesuchte Funktionen , u^\ 
Wir betrachten fiir diese Funktionen ein System von Differential- 
gleichungen, welches in den ersten Ableitungen linear ist, jedoch 

so, dafi die ersten n Gleichungen nur die Ableitungen p^ = nach x, 

8tt^ 

die letzten m — N — n nur Ableitungen nach y enthalten. Die 

Differentialgleichungen mdgen die Form haben 

N 

( 4 ) A^ = JSa„^p^—g^{x,y,u\...,u^) = 0 

N 

(5) By = ^a,i,q^—g„{x,y,u\...,u^) = 0, (v = « + 1, ...,» + w), 

wobei die Koeffizienten sowie die GroBen gf gegebene stetige Funk- 
tionen von X, y, mit stetigen ersten und zweiten Ab- 

leitungen sind. Systeme dieser Art heiBen kanonisch hyperboliscke Systeme 
erster Ordnung. 

Wir betrachten das Anfangswertproblem I: Gegeben sei eine glatte 
bzw. stiickweise glatte Anfangskurve C, welche entweder nirgends 
charakteristisch ist, d. h. nirgends parallel der x- bzw. y-Achse lauft, 
Oder aus einem Stuck einer Parallelen zur A:-Achse und einer Parallelen 
zur y-Achse besteht. Auf dieser Anfangskurve C seien die Anfangswertc 



§ 6 . VerallgemeineriiiigeE und Anwendung auf Systeme erster Ordanug. 325 


der Funktionen u’ als stetig differenzierbare Funktionen der Bogenlange 
vorgegeben. Es gelte feraer mit diesen Anfangswerten fiir die Deter- 
minante D der Koeffizienten die Bedingung 

( 6 ) D=^\a,;=rQ. 

Dann ist ein System von Funktionen m' gesucht, die stetige erste und 
gemischte zweite Ableitungen besitzen, die vorgeschriebenen Anfangs- 
werte annehmen und den Differentialgleichungen (4), (5) genugen. 
Wir werden zeigen: Das Anfangswertproblem I ist in einer fassend kldnen 
Umgebung von C in eindeutiger Weise losbar; genau wie friiher wird das 
Abhdngigkeitsgebiet fiir einen Punkt P durch die beiien P ireffenden 
Charakteristiken x = konst., y = konst, aus der Anfangskuroe C aus- 
geschniiten. 

Wir losen das Problem I, indem wir es auf ein Problem II des oben 
unter Nr. 1 behandelten Tjpus reduzieren. Zu diesem Zweck differen- 
zieren wir die Gleichung (4) nach y und die Gleichimg (5) nach x. 
Wegen 1)4=0 konnen wir die so differenzierten Gleiduingen eindeutig 
nach auflosen und somit in die Form setzen 

wobei die linken Seiten lineare Kombinationen der Relationen = 0 

oy 
3 S 

und = 0 sind und f„ stetig differenzierbar ist. Langs C sind die 

Anfangswerte der Unbekannten « dieses Differentialgleichungssystems 
vorgegeben. Aber auch die Anfangsableitungen p„ q, dieser Funktionen 
langs C sind von vomherein eindeutig bestimmt. Denke man sich nam- 
lich, wenn C nicht charakteristisch ist, die Kmve C in Parameter- 
darstellung: x{k), y{X) gegeben, wobei die Ableitungen x{X) und y{X) 
wegen der Bedingimg, daB C nirgends parallel einer der Koordinaten- 
achsen sein soil als nirgends verschwindend angenommen werden konnen, 
so folgt aus den Streifenbedingungen id’ = p,x-\-q,y die Relation 

( 8 ) q„-=j{id'—p/x). 

Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichungen (5) ein, so entsteht zu- 
sammen mit den Gleichungen (4) ein lineares Gleichungssystem fur 
die Anfangsableitungen p„ mit nichtverschwindender Determinante D. 
Also bestimmen sich diese Ableitungen und alsdann wegen (8) auch die 
Ableitungen langs C eindeutig. Somit ergibt sich aus dem Anfangs- 
wertproblem I ein Anfangswertproblem II fiir ein System mit gleichem 
Hauptteil. 

Genau das Entsprechende gilt fur den Fall des charakteristischen 
Anfangswertproblems nur mit dem Unterschiede, daB sich jetzt die An- 
fangsableitungen wie fruher direkt bestimmen lassen. 
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1st umgekehrt das Anfangswertproblem II mit den so bestimmten 
Arifangswerten gelost, so liefert diese Losung zugleich die Losung des 
nrsprunglichen Problems I. Denn zunachst gilt fur die Anfangskurve C 
gemaB unseren Festsetzungen uber die Vorgabe von p, und q, das System 
der Relationen A, = 0, = 0 . AuBerdem sind die Gleichungen (7) 

aquivalent mit dem System der Gleichungen — 

der betrachteten Nachbarschaft der Kurve C. Also gilt in dieser Nach- 
barschaft uberall A, = 0, = 0, d. h. das Problem I ist gelost. 

§ 7. Die allgemeine quasilineare Gleichung 
2 weiter Ordnung. 

1. Das rollstandige System der charakteristischen Differential- 
gleichungen. Das Ziel dieses und des folgenden Paragraphen ist die 
voUstandige Losung des allgemeinen Anfangswertproblems einer partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung F {x, y, u, Ug, Uy, Uyy) = 0 im 
hyperbolischen Fallek Wir werden dieses Ziel stufenweise erreichen, 
indem wir zunachst die quasilineare Differentialgleichung 

(1) 4ac— J2>0 

betrachten, wobei a, b, c, d zweimal stetig differenzierbare gegebene 
Funktionen von x, y,u,p = u,, q = Uy sind. 

Im Gegensatz zu den Differentialgleichungen des § 6 haben hier die 
charakteristischen Kurven der Differentialgleichungen nicht mehr feste 
Grundkurven in der x, y-Ebene. Daher ist die Transformation auf die 
einfache Nonnalform nicht moglich und es wird sich zeigen, daB bei der 
Behandlung dieser Differentialgleichungen der Charakteristikenbegriff 
wesentlich mehr in den Mittelpunkt der Betrachtung riickt. Der Ge- 
dankengang des Folgenden besteht darin, daB wir zunSchst fur eine als 
fest gegeben betrachtete Integralflache J :u = u{x,y), fur welche diese 
Differentialgleichung hyperbolisch' ist, die beiden Scharen der charak- 
teristischen Kurven a {x, y) = konst, und ^ {x, y) = konst, studieren. 
Auf einem passend klein zu wShlenden Stuck von / konnen wir dann 
statt x, y die charakteristischen Parameter a und /3 als unabhangige 
Parameter einfiihren. Auf der betrachteten Integralflache / fassen wir 
nun X, y, u sowie auch die Ableitungen p und q als Funktionen von 
a und p auf, ahnlich wie in Kap. Ill, § 2. 

Den Schliissel zur Theorie bildet die folgende Fragestellung: Welchen 
Rdaiionen (Differentialgleichungen) geniigen diese fUnf Funktionen von 
a und p auf Grund der vorgelegten Differentialgleichung (1), den Charak- 
terisfikenbedingungen fur die Parameter a und p und den Streifenrelationen? 

1 Diese Ldsung verdankt man Hans Lewy (vgl. Math. Ann. Bd. 97, S. 179ff., 
sowie K. Friedrichs nnd H. Lewy : Math. Ann. Bd. 99, S. 200 ff.) Siehe a»ch die Dar- 
stellung bei J. Hadamard : Lepons sur le problfeme de Cauchy, S. 487ff. Paris 1932. 
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Es wird sich fiir diese fiinf GroBen ein System kanoKisch-JiyperhoUscker 
Diiferentialgleichungen erster Ordnung gemaB §6,2 ergeben^. 

Die Integrationstheorie dieses Differentialgleichungssysteiiis wrd 
dann die Losung unseres Anfangswertproblems liefem, indem wir dieses 
zunachst durch Studium der Charakteristiken auf einer als gegeben 
betrachteten Integraiflache gewonnene Differentialgleichimgssystem — - 
analog wie bei Differentialgleichungen erster Ordnung— analysieren, dann 
seine Integration unabhangig durchfubren und aus den so gewonnenen 
Losungen die Integraiflache konstruieren. 

Wir nehmen also zunachst u = u{x, y) als gegebene Integraiflache / 
an. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit setzen wir voraus, daB langs 
des betrachteten Stiickes. der Integraiflache a + 0 und ist, was 
notigenfalls durch eine Drehung des x, y^Koordinatensystems erreicht 
werden kann. Wir leiten numnehr Differentialgleichungen fiir x, y, u, 
p, q als Funktionen der charakteristischen Parameter a und § auf / ab. 
Die Charakteristikenbedingungen fiir diese Parameter erhalten wir 
(vgl. auch Kap. Ill, §2), indem wir auf / einen Streifen C erster Ordnung 
als Funktion des Parameters X in der Form x{)), y(2), u{X), p{X), q{X) 
mit ^2 ^ Q annehmen. Die gegebenen Differentialgleichungen und 
die Streifenbedingungen langs C 


(2) 


UT’-\-hs~\-Ct~\^d'==^0 
xr+ys — ^ = 0 

xs-\-yt — y = 0 


(wobei wie friiher die Abkiirzung t=^Uyy gebraucht 

wird) liefem die Charakteristikenhedingung 


( 3 ) 


a 

k 

0 


h c 
y 0 
k y 


= ay^—hxy~\- ck^ = 0. 


^ Ein solclies Differentialgleichungssystem ist auch schon friiher als charak- 
teristisches Bifferentialgleichungssystem studiert worden. Man hat jedoch diese 
Differentialgleichungen immer als gewdhnliche Differentialgleichungen aufgefafit, 
indem man jeweils nur eine der charakteristischen Scharen betrachtete. Im Gegen- 
satz zur Charakteristikentheorie bei partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung ergeben sich bei einer solchen Auffassung fur die fiinf gesuchten Funktionen 
zu wenig Differentialgleichungen, also ein unterbestimmtes System, so dafi die 
Integrationstheorie dadurch nicht zum AbschluB gebracht werden konnte. Der 
neue von Hans Lewy eingefuhrte Gedanke, die beiden charakteristischen Para- 
meter a und p gleichzeiiig als unabhangige Veranderliche einzufiihren und dann 
die charakteristischen Diiferentialgleichungen als partielle Differentialgleichungen 
aufzufassen, liefert jedoch mit einem Sclilage die genUgende Anzahl von Differential- 
gleichungen, ja sogar ein scheinbax uberbestimmtes System. In dieser Wendung 
liegt der entscheidende Punkt bei dem durch Hans Lewy fiber die klassische 
Theorie hinaus erzielten wesentlichen Fortschritt. 



328 


V. Hji^erboiische Differentialgieichungen. 


Nach unserer Annahme V^— 4 ac >0 und iiberall auf / hat 
die Gleichung aq ^ — + = 0 2wei verschiedene reelle Losungen, 

Qi{x, y, u, f, q) und ^^{x, y, u, p, q). von denen wegen c4=0 keine 
verschwinden kann. Wir erhalten also durch Aufspaltung von ( 3 ) zwei 
Gleichungen, welche wir, indem wir langs der einen Schar charakteri- 
stischer Kurv’en den Parameter a statt A, langs der anderen Schar ^ 
statt ?. nennen in der Form schreiben konnen 


1 = 0 


Die Kurven a = konst, und /J = konst., welche jetzt auf J ein krumm- 
liniges Koordinatensystem liefem, stellen die beiden charakierisiischen 
Kurvenscharen dar. Wir notieren die Relationen 


( 5 ) 



, b 

ft T ^2 = 7 > 


(ft ft)' 


52 — 4 a c 
4 


(6) ya Xp —ypx^ = (ft — P 2 ) 

und bemerken femer, daB die GroBen Xg_ und von Null verschieden 
sein miissen, weil sonst auch bzw. y^ verschwinden wiirden, was mit 
der Fordenmg a:* + y^=f=0 fiir die Parameterdarstellung der charakte- 
ristischen Kurven unvertraglich ware. Wegen gj =f 0 muB auch y^ und 
y^ durchweg von Null verschieden sein^. 

Da die drei in r, s, t linearen Gleichungen (2), deren Determinante 
verschwindet, vertraglich sein miissen — die in ihnen vorkommenden 
GroBen r, s, t, d, p, q sind ja tatsachlich der Integralflache zugeordnet — , 
so muB der Rang ihrer Matrix kleiner als 3 sein, also notwendigerweise 
die weitere Determinantenbeziehung 


a c 

Xg. 0 

0 y« 


-ft 


^^^«ya + «ya^a + C^aft=0 


gelten. Wegen ya = ft = 4 = 0 folgt 

( 7 ) <^ft**-f-«ft^a + cft = 0. 


^ Es sei angemerkt, daB aus den charakteristischen Gleichungen 

cxl—bXg^yg +ayl = 0 
cxj — bxf y^ =0 

sich ergibt 

a^nxgx^, 6 = /»{*■„ +y« ■»/!)< c = iJ^y^yst, 

wobei der Proportionalitatsfaktor fx dutch 

_L _ iifi 

»2 ^4 ac 


geliefert wird. 
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Ebenso erhalt man die Gleichung 


( 8 ) 


dqzX^-{-aQ^pli-{-cqp = 0^. 


EndHch notieren wir die Streifenrelation «a = ^^a + ?ya = 

pXp -rqyfs. WE erhalten also langs J das folgende System vonDifferential- 
gleichungen 


(9) 

( 10 ) 
( 11 ) 
( 12 ) 

(13) 

( 14 ) 


y«-&^a = o 

aQ^p^-\- cq^~ 0 
A=u„—px^-qy^ = 0 
B = up—pxp—qy^ = 0. 


Dieses „chamktmstische Differentialgleichungssystem“ besteht aus sechs 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung fiir fiinf unbekannte 
Funktionen x, y, u, p, q der unabhangigen VeranderEchen a und p. Das 
System ist quasilinear, d. h. linear in den Ableitimgen, jedocb iiber- 
bestimmt. Um es zu einem bestimmten System zu machen, miissen wir 
eine passende unter den sechs Gleichungen weglassen in der Erwartung, 
daB die weggelassene Gleichung von den fiinf iibrigbleibenden abhangig 
ist. Unter Weglassung der Gleichung (14) : 15 = 0 behalten wir das System 
S: ( 9 ) bis ( 13 ) der zur Ausgangsgleichung ( 1 ) gehorigen charakteristischen 
Gleichungen bei. Dieses Gleichungssystem hat genau die Form eines 
kanonisch-hyperbolischen Systems von § 6 . Seine Determinante D be- 
rechnet sich sehr leicht z\i—ac{Qi — ist also von Null verschieden. 

Wir stellen sofort fest, daB tatsadiHch die weggelassene Gleichung 
B = 0 unter Benutzung der Anfangsbedingungen aus den Gleichungen 
des Systems S folgt. WE beweisen namlich: Fiir jedes Losungssystem des 
Gleichungssystems S ist der Ausdruck B konstant langs jeder Koordinaten- 
linie p = konst. -Weim wir also fiE ein Losungssystem des DEferential- 
gleichungssystems S annehmen, das langs emer gewissen Anfangslinie, 
welche von den Koordinatenlinien j5 = konst, geschnitten wird, B ver- 
schwindet, so ist tatsachlich tiberall die weggelassene Gleichung 15 = 0 
erfiillt. 

Unsere Behauptung ist gleichbedeutend mit der Aussage = 0, d. h. 

y«i» —PaX^-q^yp^O. 

Zum BeweEe differenzieren wir die Gleichung A — 0 nach /S und erhalten 

u^p—fx^p-qy^p—ppX^-qpy^=Q. 

^ Biese beiden letzten Gleichungen sind nichts anderes als die Aussage der 
gegebenen Differentialgleichung (l) Icings der Charakteristiken entsprechend der 
allgemeinen Theorie von § 1. 
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Also braucht nur 


(15j 


P? y? " >'a = 0 


bewiesen zu werden. Diese Relation aber folgt, indem die Gleichung (11) 
mit y^, die Gleichung (12) mit multiplizieren und subtrahieren, \vo- 
nach sich 


« {Qi y? Px — Qi >’* P?) 'y ^ 9 =< — ~ 


und wegen -j = ft Oj 

y^Pn 

Qi 


y<tp? , 


yn^cc—ya?? 


0 


Oder wegen (9), (10) die behauptete Relation ergibt. 

Noch eine weitere Bemerkung Tiber die Wahl der Parameter a und /9. 
Diese sind keineswegs eindeutig festgelegt. Wir konnen vielmehr statt 
X und jd irgendwelche eindeutig umkehrbaren Funktionen von a bzw. ^ 
einfiihren, wobei die Gestalt des charakteristischen Gleichimgssystems 
nicht geandert wird. 1st nun C irgendeine Kurve auf J, welche in keinem 
Punkte eine charakteristische Kurve beriihrt, d. h. welche als Kurvx 
in der a, /S-Ebene aufgefaBt nirgends der «- oder ^-Achse parallel ist, 
so konnen wir diese Anfangskurve durch erlaubte Abandoning der 
Parameter a und ^ stets in die Form x + P = 0 bringen, ohne die Alb 
gemeinheit dieser Kurve C einzuschrinken. 

Die Eigenschaft, daB eine Kurve C nirgends charakteristisch ist. 
wird, wenn A ein Parameter auf dieser Kurve ist (z. B. die Bogenlange 
auf der Projektion von C auf die x, y-Ebene) ausgedriickt durch die 
Tatsache, daB langs C iiberall 


Oder 


y— fti + 0, y—Q^x+O 
ax^ — bxy + cy^ + 0 


gilt, wobei der Punkt Differentiation nach dem Parameter bedeutet. 

Von der formalen Vereinfachung der Schreibweise einer beliebigen 
Kurve C in der Form x + ^ — 0 woUen wir im folgenden ausgiebig 
Gebrauch machen. 

2. Losung des Anfangswertproblems. Durch Umkehning unseres 
Gedankenganges gelangen wir nun zur Losung des Anfangswertproblems 
unserer ursprunglichen Differentialgleichung (1). Gegeben sei eine glatte 
Kurve C mit zugehorigem Streifen, ausgedriickt durch stetig differenzier- 
bare Funktionen x{X), y(A), m(A), p{X), q{X) eines Parameters A, wobei 
die Streifenrelation u = fx + qy identisch in A erfuUt ist. Der Anfangs- 
streifen soil nirgends charakteristisch imd er soli h 3 rperbolisch sein, d. h. 
es soil auf ihm ay^ — 6iy4-<^i® + 0 rmd Aac — 6®<0 identisch in A 
gelten. Gesucht ist in einer passend kleinen Umgebung von C eine 
Integralflache /, gegeben durch eine zweimal stetig differenzierbare 
Funktion u, welche diesen Streifen enthalt. 
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§ 7- Die allgem eine quasiiiaeare Gleichiiog zweiter Ordnung. 

Diesem Anfangswertproblem der urspriinglichen Differentialgleichung, 
welches wir mit I bezeichnen, stellen wir folgendes Problem II in der 
a, ^-Ebene gegeniiber : In der a, jd-Ebene betrachten wir die Gerade L : 
« -r ^ = 0, auf welcher / = y'2 a die vom Nullpunkt aus gezahlte Bogen- 
lange ist. Langs L seien (in einer Umgebung des Xullpunktes) stetig 
differenzierbare Funktionen y(/.), «(/.), ^{X), g(/.) gegeben, 

welche der Streifenbedingung u—px~qy — o und der Bedingung 
4 a c — 6- < 0 geniigen. Es sei femer vorausgesetzt, daB dieser Anfangs- 
streifen nicht charakteristisch ist ; d. h. es soil ay^—hxy + cx^^Q sein. 
Gesucht ist eine Losung des Differentialgleichungssystems S (9) bis (13) 
unter diesen Anfangsbedingungen, die stetige erste und gemischte zweite 
Ableitungen nach a, besitzt. 

Nach § 6 wissen wir, daB dieses kanonisch-hyperbolische Problem II 
eine und nur eine Losung- — in passend kleiner Umgebung des Null- 
punktes der a, /d-Ebene — besitzt, wobei das Abhangigkeitsgebiet aus 
der Anfangskurve durch die CharakteristOcen a = konst., yS = konst, 
herausgeschnitten wird. Wir behaupten: Die so charakterisierte Losung 
des Problems II lost gleichzeitig das ursprungliche Problem I. (DaB das 
Umgekehrte der Fall ist, geht aus Nr. \ hervor.) 

Zunachst sehen wir, daB statt der Parameter a, die GroBen x, y 
als unabhangige Vertnderliche eingefuhrt werden konnen. Derm nach (6) 
ist wegen .ra + O, die Funktionaldeterminante von Null ver- 

schieden. Die GroBen m, f, q besitzen also stetige erste Ableitungen nach x 
und y, und die GroBe u kann als Funktion u (x, y) aufgefaBt werden. 

Wii' beweisen, daB mit den unabhangigen Veranderlichen x, y die 
Gleichungen 

^ = M*. S' = Wy 

gelten. Diese Gleichungen sind gleichbedeutend mit A = u~px^—q^ = Q, 
B — u^—pXff—qyp — O'^. Die Gleichung .4 = 0 ist als die Gleichung (13) 
des Differentialgleichungssystems von selbst erfullt. In Nr. i haben 
wir bewiesen, daB in Konsequenz des Systems S : B^ = 0 gilt ; wir 
brauchen also, um B = 0 zu beweisen, nur festzustellen, daB langs der 
Anfangslinie a + /S = 0 die Beziehung B = 0 gilt. Dies aber war die 
Voraussetzung, welche wir fiir die Anfangswerte beim Problem II ge- 
macht haben. Somit ist die Gleichung B = 0 tiberall erfullt und damit p 
und q als Ableitungen von u {x, y) festgestellt. 

Endlich haben wir zu zeigen, daB mit unseren GroBen x, y,u,p = u^, 
q = Uy und u^x = ^xv ~ ^yy = i auch die urspriingliche Differential- 
gleichung (1) erfullt ist. In der Tat erhalten wir aus Gleichung (11) bei 
Einfiihrung von x und y, indem wir p„ = rx^ + sy^ und qa — sx^ + ty^. 
schreiben, 

^ Denn diese beiden linearen Gleichungen bestimmen p und q eindeutig und 
sind gewiB fiir p q = Uy erfullt. 
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Y. Hyperbolische Differentialgieichxingen. 


0 = (i^{rx^-rsy^^c[sXg,^t yj 

= + + + 

Da nun wegen der quadratischen Gleichung aol—hQi-rc = 0, aQi-r^^b 
und gait, so ergibt sich sofort 0 = d ar + ct + bs wie be- 

hauptet wurde. 

Hieraiit ist das Anfangswertproblem im quasilinearen Fall gelost. 
Gleichzeitig ist die Eindeutigkeit der Losung und das Abhangigkeits- 
gebiet festgestellt. Das Resultat sei nochmals zusammengefaBt : 

Gegeben sei ein Anfangssireifen x{%), y{X), m(/), p{X}, q{X} mit 
u — fx-\-qy- Der Streifen sei hyperholisch, d. h. es sei auf ihm A no — < 0 ; 
er sei nicht charakteristisch, d.h. es gelte auf ihm ay^— 5iy + cx^ + O. 
Die Anfangswerte seien einmal, die Koeffizienten zweimal stetig different 
zierbar. Dann ist das Anfangswertproblem d^' Differentialgleichung 
arA-bs-\-ct-\-d = Q fiir diesen Anfangssireifen in einer fassend Meinen 
Umgebung auf eine und nur eine Weise losbar: die Losung u in einem Punkie 
P hdngt nur von demjenigen Teil der Anfangsdaten ab, welche zu dem Bogen 
der Anfangskurve gehoren, der von den beiden durch P auf der Integral- 
fldche gehenden Charakieristiken aus der Anfangskurve ausgeschnitten wird. 

Unser Resultat iiber die Anfangswerte zeigt im Einklang mit §1,2, 
daB die charakteristischen Streifen tatsachlich Verzweigungsmannigfaltig- 
keiten fur die Ldsungen der Differentialgleichung sind. Andem wir nam- 
lich die Anfangsdaten iSngs einer Anfangskurve C auBerhalb eines 
Bogen A B ab, ohne im iibrigen die Differenzierbarkeitsforderung zu 
verletzen, so erhalten wir eine andere Integralflache, welche mit der 
urspninglichen in P und dem ganzen krummlinigen Dreieck A BP uber- 
einstimmt. Langs der Charakteristiken A P und BP schlieBt sich jedoch 
nunmehr zweimal stetig differenzierbar eine von der urspriinglichen 
verschiedene Integralflache an. Wir haben also langs jedes charakte- 
ristischen Streifens die Moglichkeit einer Verzweigung, wobei die Mannig- 
faltigkeit der verschiedenen sich langs eines gegebenen charakteristischen 
Streifens von zweiter Ordnung berxihrenden Integralflachen genau so 
groB ist wie die Mannigfaltigkeit der zweimal stetig (hfferenzierbaren Fort- 
setzungen der Anfangswerte iiber den Endpunkt A Oder B von C hinaus. 

Endlich sei bemerkt, daB in genau derselben Weise wie das Problem I 
sich auch das charakteristische Anfangswertproblem formulieren und 
losen laBt. 

§8. Die allgemeine Gleichung JE'(x,y,u,p,q,r,s,t)=zQ. 

Das Anfangswertproblem der allgemeinen, nicht mehr quasilinearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung fur eine Funktion von zwei un- 
abhSngigen Veranderlichen laBt sich verhaltnismaBig einfach auf die 
Oberlegungen von § 7 zuriickfiihren. 



§ S. Die allgemeine Gleichung F(x, y, u, p, q, r, s, t) = 0. 
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1 . Quasilineare Systeme mit gleichem Hauptteil. In §6,1 haben 
wirDifferentialgleichungssysteme derForm (3) fur m Funktionen u, 
behandelt. In diese Form kann man simultan jedes System der Form 

(1) = /,(:r. y, (v = 1 , . . jm) 

bringen, wobei a, b, c feste, d. h. von v nicht abhangige Funktionen von 
X, y sind, vorausgesetzt, daB in dem betreffenden Gebiet die Differential- 
gleichung hyperbolisch ist, d. h. 4ac — 6^<0 ist. Man braucht ledig- 
lich statt X, y die charakteristischen Parameter a und /3 durch die 
charakteristischen Gleichungen 

= ap^—b£ + c = 0 

wie frliher einzufiihren 

Wir bemerken zunachst, dafi die Theorie von § 7 sich ohne weiteres 
auf quasilineare DifferentialgleichungssysZme mit gleichem Hauptteil 
ausdehnt. Mit anderen Worten: wir durfen das Anfangswertproblem 
fiir das obige System auch dann als geldst ansehen, wenn die von x 
und y Tmabhangigen Koeffizienten a, b, c noch von den GroBen u^,. . 
«”* und den Ableitungen Pi - qm abhangen. Die fast im Wortlaut 
verlaufende tJbertragung der tlberlegungen braucht nicht durchgefuhrt 
zu warden. 

Auf ein solches quasilineares System mit festem Hauptteil zweiter 
Ordnung warden wir nunmehr das allgemeine Problem durch einen 
einfachen formalen Kunstgriff reduzieren. 

2. Losung des Anfangswertproblems im allgemeihen Fall. Wir 
losen nunmehr das Anfangswertproblem III fiir die Differentialgleichimg 

( 2 ) F{x,y,u,p,q,r,s,t)=0. 

Gegeben sei ein Anfangsstreifen zweiter Ordnung Cf. x{k), y(A), «(A), 
p{X), q{X), r{X), s{X), t{X). Es sei hierbei + y®4=0 und es mogen die 
Streifenrelationen 

u = px + qy, p = rx + sy, q=sx + ty, 

sowie die Relationen F — 0 auf identisch in A bestehen^. Femer sei 
der Streifen hyperbolisch, d. h. es gelte auf ihm 

(3) 4f;f;-fi<0. 

Endlich sei C nirgends charakteristisch, d. h. es gelte auf C 

( 4 ) F,y 2 — Fjiy + + 

^ Als charakteristische Gleiclrang des Differentialgleichungssystems wiirde sich 
ubrigens nach der Methode von § 2, 3 einfach die Potenz dieser letzten Gleichung 
ergeben. 

^ Es ist also C 2 von vornherein als Integralstreifen zweiter Ordnung voraus- 
gesetzt. im Grande genommen ist naturlich nur ein Streifen erster Ordnung vor- 
gebbar; aber S-hnlich wie bei erster Ordnung ist unsere jetzige Formulierung 
bequemer* weil sie die Diskussion der Aufldsbarkeit der betreffenden Gleichungs- 
systeme vermeidet. 
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V. H^^erbolische Differentialgleichungen. 


F sei dreimal, x{a), einmal stetig differenzierbar. Gesucht ist in 

einer passend kleinen Umgebung von Cg eine dreimal stetig differenzier- 
bare Losung u{x, y) der Differentialgleichung (2), welche durch den 
Anfangsstreifen geht. Wir behaupten: eine solche Losung existieri, 
isf einieiitig bestimmt und hdngt in einem Punkt P {x, y, u) nur von dem- 
jenige^i AnfangsstUck von C ab, welches von den hetden durch P gehenden 
Charakterkiiken auf der Integral fldche u{x, y) aus C herausgeschnitten wird, 
Wir beweisen unsere Behauptungen, indem wir unser Problem III 
auf ein Problem IV des unter Nr. 1 diskutierten Typus reduzieren. Wir 
fiihren zunachst formal neben der unbekannten Funktion u zwei neue 
unabhangige Funktionen ul und ein, namlich 

und verabreden die weiteren Ersetzungen 

Nunmehr differenzieren wir die Differentialgleichung F = 0 nach 
X bzw. y und schreiben das Ergebnis in der Form 

( 5 ) F,ul^ + F.tily + Ftu]y + Fpul + + F^u^ + 0 , 

(6) F^u\^ -j- Fs uly + Fi Uyy 4" Fj> 4" Fg + F„ + Fy = 0, 

wobei die eben verabredeten Einsetzungen vorzunehmen sind. Ferner 
erganzen wir das System dieser beiden Gleichungen durch die folgende 
dritte Gleichung 

(7) F, + F, + FtUyy—F,ul—F,u\—FtU^y = 0, 

welche trivial ist, sobald wir unter und tatsachlich die 
Ableitungen von u verstehen. Nunmehr aber fassen wir diese drei 
Gleichungen, ohne an die urspriingliche Bedeutung von # und v? zu 
denken, als ein System von drei quasilinearen partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung fur die drei Funktionen u, #, auf und 
bemerken, daB es sich genau um ein System zweiter Ordnung der oben 
betrachteten Art mit festem Hauptteil handelt. Den Anfangsbedingungen 
des Problems III entsprechen Anfangsbedingungen fiir u, u^, u^, u^, Uy, 
ul,v}y,ul,ul. Das Problem, ein Ldsungssystem der Differential- 
gleichungen (5), (6), (7) mit diesen Anfangsbedingungen zu finden, 
bezeichnen wir als Problem IV. Dieses neue Problem ist genau ein 
solches der eben behandelten Art. Eine Losung von III ftihrt also sofort 
zu einer Losung von IV. Andererseits konnen wir gemSB Nr. 1 das 
Problem IV als gelQst betrachten, wobei die Frage der Eindeutigkeit 
und des Abhangigkeitsgebietes sofort miterledigt ist. Unser Problem III 
ist geldst, sobald wir zeigen konnen, daB wir mit der Losung von IV 
auch umgekehrt die Losung von III gewonnen haben. Dies warden wir 
zeigen, indem wir den speziellen Charakter der Anfangsbedingungen 
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bei IV beriicksichtigen, wie sie sich durch Cbertragung der Anfangs- 
bedingimgen von III ergeben. Hierzu fiihren wir die HilfsgroBen 

Z = Y = Uy — Z^Uy — ul 

ein. Diese GroBen haben nach Voranssetzung beim Problem IV langs C 
die Anfangswerte Null Ebenso verschwinden dort die Ableitungen 
Xy, Yy, Z^, Zy. Endlicl merken wir noch an, daB identisch 

gilt. Nachdem wir gemaB Nr. 1 das Problem IV als gelost betrachten, 
haben wir nunmehr, um zu zeigen, daB damit auch III gelost ist, nur 
nachzuweisen, daB unter Berlicksichtigung unserer Anfangsbedingungen 
identisch iiberall und nicht nur langs der Anfangskurve Z = Y = 0 ist. 
Die Gleichungen (5), (6) besagen dann = Fy = 0 also F = konst, 
und wegen der Anfangsbedingimg F = 0 also iiberall F = 0. 

Um den Beweis des Verschwindens von Z, Y zu fiihren, zeigen wir: 
Die GroBen Z, Y, Z, welche hierbei nach Losung des Problems IV 
als bekannte Ausdriicke in y betrachtet werden, erfiillen ein System 
von drei Differentialgleichungen der Foim 

(8) F^Z^P^+F^Z^y + F^Zyyd- • • • = 0 , 

(9) F,y,, + F, Y,y + F,Yyy+“* = 0, 

( 10 ) Ff^xx -^Fs^xy +FiZyy 4 - • ' • = 0 , 

wobei die Punkte * * * lineare homogene Ausdriicke in Z, Y, Z und den 
yersten Ableitungen Z^, . . .,Zy bedeuten. Dabei wollen und konnen wir 
in den Koeffizienten dieses Differentialgleichungssystems die langs der 
Losung von II geltenden Ausdriicke m x,y eingesetzt denken; es sind 
dann fiir diese spezielle jetzt allein interessierende Losung die Koeffi- 
zienten als gegebene Funktionen von x und y anzusehen. Dieses Diffe- 
rentialgleichungssystem (8), (9), (10) ist also ein lineares System von 
Gleichungen mit demselben Hauptteil. Fiir das Anfangswertproblem 
eines solches Systems ergab § 6 die eindeutige Bestimmtheit der Losung. 
Da hier die Anfangswerte von Z, Y, Z und ihre ersten Ableitungen Null 
sind, so ist wegen dieses Eindeutigkeitssatzes Z= Y = Z = 0 die einzige 
Losung dieses homogenen DifferentialgMchungssystems. Zur Voll- 
endung unseres Beweises braucht also lediglich das Bestehen des obigen 
Differentialgleichungssystems (8), (9), (10) nachgewiesen zu werden. 
Dies nun kann durch folgende kleine formale Rechnung geschehen. 
Zunachst leiten wir (10) ab. Wir bilden zu dem Zweck die Ausdriicke 

(11) F^ = ("It) “ FfU\x’¥Fs'i^ly’\-Ftuly-\rFpu\'\-Fqul’\-Fi^u^-^ 
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wobei die Klammem links bedeuten, daB man in F erst a, p, q, r, s, i 
als Fiinktionen von y einsetzen soli, bevor man differenziert. Fiir 
unsere Ausdriicke gilt 


(i3) 


1£l — 

d y d X ' 


Xunmehr addieren wir zu der Gleichung (5) den identisch verschwindenden 
Ausdnick zu (6) den Ausdnick F 2 — F 2 nnd erhalten dann durch 

andere Zusammenfassung der Glieder 


(14) 
bzw. 

( 15 ) 

Oder 

(16) 

(17) 


Ft{uly—Uly) 


Fj{ul—ul) + (wi — M,) 


F, = 0 


+ Fs{i^U — ‘^yy) "t Fpi^x— »l) + FA‘^^ — Uy) + -^ 2 = 0 


F,Zy-^F,Z-F,X+F^ = 0, 

FfZ^ -j- F^Zy -j- FpZ -f- F^ X F^x= Q ^ 


wonach wir die Gleichung (7) in der Form 

(18) F , X ,+ F , Xy + F , YyX=Q 

hinzufiigen. Differentiation der Gleichung (16) nach y, der Gleichung (17) 
nach X und Addition ergibt 


(10) F ^ Z^X + F^Zgy + FfZyy + ‘ — 0, 


wo die Punkte hier wie im folgenden einen Unearen homogenen Ausdnick 
in den GroBen X, Y, Z und deren ersten Ableitungen bedeuten. Die 
Gleichung (18) nach x differenziert ergibt nach der Substitution 


l ■ 


Xyy -^Zy 


( 8 ) 


FfXxx-h FsXxy-\- FfXyy-\- • • • = 0 . 


Dieselbe Gleichung nach y differenziert ergibt nachEinsetzungi?'y= Y^—Z 

(9) F,Y,,+ FxY,y+F,Yyy+--- = Q. 

Die Gleichungen (8), (9), (10) stellen das gewiinschte System dar, 
und damit ist der Beweis zu Ende gefiihrt. 

Es sei nochmals bemerkt, daB genau die entsprechenden Betrachtungen 
auch das charakteristische Anfangswertproblem losen. 


Ebenso sei darauf hingewiesen, daB ganz analog auch das Anfangs- 
wertproblem einer Differentialgleichung Ordnung im total-hypex- 
holischen Fall gelost werden kann. Dabei legeh wir eine Differential- 
gleichung Ordnung 

(22) F{x,y,u,...,ro,...,r^)=xO 


zugrunde, wobei zur Abkiirzung % = 

und die Punkte Ableitungen niedrigerer als 


gesetzt ist, 

V = 0 , . . . , # 

Ordnung bedeuten. 



§ I. Einfiihrung komplexer GroBen. 
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Ein gegebener Anfangsintegralstreifen Ordnung hieB (vgl. S. 303) 
toial-hyperbolisch, wenn fiir jeden seiner Punkte die algebraische Glei- 
chung Ordnung in 0 

(23) = o 

n verschiedene reelle Losungen besitzt. Fiir die Durchfiihrung der 
Betracbtung sei auf die Literature verwiesen. 

Anhang zum funften Kapitel. 

§ 1. Einfiihrung komplexer GroJBen. tJbergang vom 
hyperbolischen zum elliptischen Fall durch 
komplexe Variable. 

Die tjberlegungen von Kap. V, § 6, 2 gelten fast ohne Modifikationen, 
wenn die Funktionen / bzw. die Koeffizienten komplexwertige Funk- 
tionen der reellen unabhangigen Veranderlichen x, y werden. Wir haben 
dann auch die Losungen u==u^ + iu^ in Realteil und Imaginarteil 
zu spalten und erhalten so statt n bzw. N Gleichungen mit komplex- 
wertigen Koeffizienten die doppelte Anzahl reeller Gleichungen von dem- 
selben Typus fiir die Funktionen % und U2^ Es bleibt dabei die Theorie 
der Integration, Eindeutigkeitssatze sowie die Resultate iiber die stetige 
und differenzierbare Abhangigkeit der Losungen von Parametem be* 
stehen. 

Wenn in einer Differentialgleichung F{x, y,u, 0 die linke 

Seite eine analytische Funktion ihrer samtlichen Argumente ist und 
wenn man iiberdies weiB^, daB die Losung u{x, y) analytisch von x, y 
abhangt, so laBt sich die Differentialgleichung und ihre Losung ana- 
lytisch ins Komplexe fortsetzen, indem man x=^ x^-\-ix2 und y = i 3/2 

als komplexe Veranderliche auffaBt. Dabei verwischt sich der wesentlich 
am Reellen hangende Unterschied der T5^en, so daB ein Ubergang vom 
elliptischen zum hyperbolischen Typus grundsatzlich moglich wird. 
Das einfachste und wichtigste Beispiel bietet die Differentialgleichung 

(1) Au = u^^^uyy = t[x,y,u,u^,uy), 

welche im Reellen elliptisch ist. Wir nehmen an, daB die rechte Seite 
eine analylische Funktion ihrer fiinf Argumente sei. Machen wir dariiber 
hinaus die Voraussetzung, daB die Losung u analytisch von x und y 
abhangt, so diirfen wir u als Funktion der komplexen Veranderlichen 
x^Xi-^-ix^, y = yi + iyz auffassen und u als eine komplexwertige 
Funktion der vier Variablen y^, y^ ansehen. Unsere Differential- 
gleichung besagt ursprtmglich itp. Reellen 

(2) = /(«. y. «y.) • 


1 Friedrichs u. Lewy: Math. Ann. Bd. 99, a. a. O. 

Courant-Hilbert, Mathematische Pfaysik II. 
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V. Hyperbolische Differentiaigleichungen, Anbang. 

Da wir aber im Komplexen statt nach >'1 auch ebenso nach iy^ differen- 
zieren durfen, so wird die komplexe analytische Funktion u, als Funktion 
der vier Veranderlichen yi, aufgefaBt, ebenso der Differential- 

g-leichung 

(3) 

geniigen, welche formal hy'perbolischen Charakter besitzt. Die Berechtigung 
einer solchen Umformung hangt an dem analytischen Charakter der 
Losung u, d. h. daran, dal3 die Ableitung der Funktion im Komplexen 
unabhangig von der Differentiationsrichtung ist. 

Man kann nun den Gedankengang umkehren, indem man von emer 
reellen Losung der urspriinglichen Gleichung ausgeht und sodarm ver- 
sucht, diese Losung derartig ins Komplexe fortzusetzen, daB fiir die 
Fortsetzung die h 3 rperbolische Gleichung (3) bzw, entsprechende 
Gleichungssysteme gelten, und indem man dann nachher den analytischen 
Charakter der so entstehenden komplexwertigen Funktion nachweist. 
Dies ist der Grundgedanke der im folgenden kurz skizzierten Methode 
von Hans Lewy zum Nachweis des analytischen Charakters der Losungen 
eUiptischer Differentialgleichungenk 

§ 2. Der analytische Charakter der Losungen 
im elliptischen Fall. 

1. Funktionentheoretische Vorbemerkung. Eine komplexwertige 
Funktion x^, y^, y^) = + iw^ mit stetigen partieUen Ableitungen 

erster Ordnung heifit in einem Bereich B des vierdimensionalen x^, x^, 
y^, yj-Raumes eine analytische Funktion der beiden komplexen Ver- 
anderlichen x = x^ + iXi,y=yi + iy^, wenn dort die Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungen 

(1) S7w=w^^—iw^^ = 0, Aw = wy^—iwy, = 0 

erfiillt sind. Aquivalent ist die folgende Definition: w heiBt in einer Um- 
gebung eines Punktes 0, y = 0 analytisch, wenn w in eine Potenzreihe 

( 2 ) w= ^ 

== 0 

fur \x\^M, |y|^M bei passendem positivem M entwickelt werden 
kann®; sie heiBt analytisch in einem Bereiche B, wenn sie es in Um- 
gebung jedes Punktes von B ist, 

1 Math. Ann. Bd. 101, S. 609 if - 

2 BaB 2 . B. die zweite Eigenschaft der Entwickelbarkeit aus der Cauchy- 
Riemannschen Definition foigt, erkennt man mit Hilfe 2 weimaliger Anwendung 
der Canchyschen Integraldarstellung fiir die komplexe. Veranderliche folgender- 
maBen: Die Cauchy-Riemannschen Relationen (1) mdgen im Bereich R, definiert 

durch \x\<My\y\ <M, gelten. Der Kreis iiCjr : 1 ;r - f | = -— liegt fiir jedes Werte- 
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2. Anal5rtischer Charakter der Losungen von J u =/{*“, jy, ii,p, (jf). 
Wir'setzen voraus, daJ 3 in unserer Differentialgleichimg 

( 4 ) ^^ — i{x,y.u,p,q) 

die Funktion / eine (reeile) analytische Funktion ihrer fiinf Argumente 
ist und daB u[x,y) irgendeine gegebene zweimal stetig differenzier- 
bare Losung der Differentialgleichung in einer (reellen) Umgebung von 
.V — 0, y = 0 sei. Der vorausgesetzte anal5rtische Charakter von / gelte 
fiir diese Umgebung und den durch die betrachtete Losung u mit- 
bestinunten Wertebereich von u, -p, q. Wir behaupten, daB die vorgelegte 
Losung w nicht nur zweimal stetig differenzierbar, sondem sogar ana- 
lytisch ist. .Den Beweis fiihren wir durch Fortsdzung ins Komplexe, 
indem wir u stetig zu einer komplerwertigen zweimal stetig diffe- 
renzierbaren Funktion von x^,x^,y^,y^ erganzen, welche den Be- 
dingungen (i) geniigt^. Indem wir komplexwertige Variable x = Xi-\-ix^, 
y~yi + hz einfiihren, streben wir an, eine komplexwertige Funktiori 
M (%. yi> Vz) die wir nachher als analytisch in x und y nachweisen 
werden — aufzubauen, welche sich fnv x^ = y2 = 0 auf die vorgegebene 
Funktion u{x,y) reduziert, die wir nunmehr uix^.y^) schreiben. Wir 
vollziehen die Fortsetzung schrittweise, indem wir zunachst bei fest- 


paar Ij, aiis | f | ^ ^ ganz in B. Ebenso alle Ponkte 1 | ^ i!l. Somit 

2 2 
ist, wenn wir fur den Moment als Parameter betrachten, w dort nach Cauchy* 
Integralformel dargestellt durch 


2 711 J 


w {L. .e 




yi^a) 


(^1 + » Q — {Xi + i * 2 ) 




Ebenso liegt der Kreis Ky-. | y — und sein Inneres in B, wenn jj, und jj, 

, J\£ 

durch die Relation | j; , ^ _ eingeschrankt sind. Sonait kann wiederum m nach 
Cauchy in der Form 


“'{fi.fs.yi. ys) f- 

2m J 

K., 


a' i^u Vv vi) 

{rji 4- » %) - (yi + i yi) 


{ir}i + idr]ij 


dargestellt werden. Durch Einsetzuag ergibt sich die Cauchysche Doppelintegral- 
daxstellung 


(3) tofe. Xf Fi, yj) 


St. Vv nil 

K,K„ 


(dSi + id^ii {d% + idr}2) 
iSi + iSt~x} (i?i + t>2 — y) ■ 


Numnehr entwkkele maa genau wie bei einer Veranderlichen den Bruchfaktor 
im Integranden in eine Potenzreihe nach x und y nnd integriere gliedweise. Dann 
erhSlt man fiir w die gewiinschte Potenzreihendarstellung. 

^ Im Falle unserer Differentialgleichung kdnnte der Beweis im Prinzip ebenso 
einfach durch Anwendung potentialtheoretischer Methoden gewonnen werden. 
Jedoch besitzt die hier dargestellte Methode von Hans Lewy ein prinzipielles 
Interesse und offnet den Zugang zu weiteren Problemen [vgl. Math. Ann. Bd. 104, 
S.325fl‘-‘Trans.Amer. Math.Soc. Bd.37 (1935) S.417ff. u. Bd.41 (1937) S.SdSff.]. 
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gehaltenem Vj die urspriingliche Funktion ii{xi,yi] in eine komplex- 
wertige Funktion « {xi, x^, y^) und dann diese zu einer komplexwertigen 
Funktion m(Xi, Xg, y^, y^) erweitern. Zunachst setzen wir / als analytische 
Funktion komplexwertiger Argumente fort; / ist dann nach diesen 
Argumenten stetig differenzierbar. Der erste Schritt besteht dann darin, 
daB wir Xi als Parameter betrachten und die neue Funktion u {xi, x^, yi) 
durch die aus der urspriinglichen Differentialgleichung (4) fonnal bei 
Ersetzung von x durch x^^ix^ entstehende Differentialgleichung 

(5) n - = / (% + * *2. yv j 

festzulegen suchen. Dabei wird x^ als fester Parameter betrachtet, 
wahrend yj, und x^ die beiden reellen unabhangigen Veranderlichen 
in der komplexwertigen Differentialgleichung sind. Wir betrachten fiir 
diese Differentialgleichung ein Anfangswertproblem mit der Anfangs- 
kurve x^ = 0. Auf dieser lauten die Anfangsbedingungen 

(6) 0,yi) = M(%, yi), 

wobei rechts die ursprungliche reelle Ausgangslosung von (4) steht. 
Zweitens geben wir vor, in dem wir die Anfangsforderung 

(7) - V« «„ = 0 fiir ^2 = 0, 

stellen, welche besagt, dafi die Cauchy-Riemannsche Bedingung auf der 
Anfangskurve erfiillt sein soil. GemaB unserer friiheren Theorie ist damit 
in eindeutiger Weise die Fortsetzung u (%, x^, y^} in einer passenden Um- 
gebung der Anfangskurve garantiert. Da diese Losung nach unseren 
friiheren Resultaten (V, § 5) vom Parameter x^ in einem gewissen Intervall 
stetig differenzierbar abhangt, so ist u{x^,Xz,y^ in einer vollen drei- 
dimensionalen Rechtecksumgebung des Punktes x-^ = 0, x^ — O, yi = 0 
definiert und stetig nach % stetig differenzierbar. Ebenso ist auch die 
Ableitung stetig nach x^^ differenzierbar. 

Indem -wir die zweite Anfangsbedingung (7) nach dem Parameter x^ 

3 

differenzieren, erhalten wir -r — V m = 1 %,,^ = 0. Beachten wir 

^ , , , 

femer, dafi fiir ^2 “ 0 sowohl die Differentialgleichung (4) als auch die 
neue Fortsetzungsdifferentialgleichung (5) gilt und subtrahieren wir, 
so erhalten wir unter Benutzung von (7) 


Also fiir ATg = 0 


Oder 

( 8 ) 


+ = 0 fur Xa = 0. 

d „ d I • \ 


Bx. 


Nunmehr wenden wir auf die Differentialgleichung (5) den Cauchyschen 
Operator V an. Setzen wir zur Abkiirzung = so erhalten wir 
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bei unserem DifferentiationsprozeB 

"v. y. — ‘U*., X. = /* V ar -f /„ V M — , V V Uy^ . 

Da rmn V x = 0 ist, so ergibt sich endlich 

^yi J'l ^^2 fit ^ ^ fu^ ^Xi ~T fuy ^yi • 

Hier sind die Koeffizienten rechts, nachdem wir schon im Besitze der 
Funktionen u{x^, X2, Vi) sind, bekannte komplexwertige Funktionen von 
und Unsere Gleichung stellt also eine lineare homogene hyper- 
bolische Differentialgleichung fiir co dar, fiir welche auf Grund unserer 
friiheren Resultate die Losung des Anfangswertproblems eindeutig 

bestimmt ist. Da aber wegen (7) und (8) die Anfangswerte von co und 

verschwinden, so gilt co = 0 identisch in einem dreidimensionalen 
Gebiet Q um den Nullpunkt. 

Nunmehr haben wir den zweiten Schritt bei der Fortsetzung zu 
vollziehen, namlich u in ein vierdimensionales yv y2“Gebiet fort- 
zusetzen. Zu dem Zweck betrachten wir in Q irgendwelche Werte ^2 
und nehmen dann die Fortsetzung mit Bezug auf die neue Variable 
auf Grund der hyperbolischen Differentialgleichung 

( 9 ) = / [x, y, u, — i Uy) 

vor. Dabei ist nunmehr in der yg-Ebene auf der Geraden y2 = 0 
als Anfangsbedingung vorgeschrieben 

«(%. ^2. yi> 0) = «(%, x^, yi) 

und es wird als zweite Anfangsbedingung gefordert, daB 

(10) = 0 fiir = 0 ■ 

ist. Wiederum ist damit die Funktion u {x^, ATg, yi, y^) eindeutig definiert. 
Wegen der Stetigkeitseigenschaften der Losung unserer partiellen 
Differentialgleichung ( 9 ) mit Bezug auf die Parameter X2, yi erkennen 
wir, daB diese Losung nun wirklich in einer vierdimensionalen Um- 
gebung B des Nullpunktes definiert ist und sich dort nach den Para- 
metern stetig differe];izieren laBt. 

Nunmehr haben wir, um den analytischen Charakter von u nach- 
zuweisen, lediglich zu zeigen, daB in B iiberall die Relation \/u = 0 
und Au = 0 gilt. Die Relation ylw = 0 fiir yg = 0 ist gerade unsere 
Anfangsbedingung (iO). Femer gilt fiir y2== 0 sowohl die Differential- 
gleichung (9) als auch die Differentialgleichung (5), und wir erhalten 
durch Subtraktion, unter Beachtung von Au = 0 und (10), 

+ «*.*.— «y.y, = 0 fiir yj = 0. 

Da auf ^2 = 0 aber nach dem Ergebnis der vorigen t)berlegung auch 
V « = «*, — f = 0 ist, so folgt auf y^ — O durch Differentiation nach 
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und .^2 und Zusammenfassung V v = Ux^z^ + = 0 und somit (11) 

iiy^y^ — ity^y^ == 0. Andeieiseits gilt dort (10) also durch Differentiation 
nach dem Parameter yy, = 0, also wegen (11), 

= 0 auf >2 = 0. 

^y2 

Xunmehr folgt genau wie oben aus dem Eindeutigkeitssatz fiir das 
Anfangswertproblem, das im vierdimensionalen Bereich B uberall 
Au=^0 gilt. Analog beweisen wir Vu in B. 

Da somit u als analytische Funktion in einer komplexen Umgebung 
des Xullpunkts % = 0, y = 0 erkannt ist, ist damit der analytische Cha- 
rakier, d. h. die Entwickeliarkeit in eine Potenzreihe fur die ursprungliche 
Losimg %i {x, y) tmserer elliptischen Differentialgleichung Au^f hewiesen, 

3. Bemerkting fiber den allgemeinen Fall der Differentialgleichung 
F {x, y, u, p, q, r, s, t) = 0, Lewys Gedanke fiihrt auch im allgemeinen 
Fall einer analytischen Differentialgleichung zweiter Ordnung bei zwei 
Veranderlichen zum Ziele. Es gilt der Satz : Wenn u [%, y) eine dreimal 
stetig differenzierbare Losung der in alien ihren Argumenten als analytisch 
vorausgeseizten ellipiische?i Differentialgleichung ist, so ist u{Xj y) not- 
wendigerweise selhst eine analytische Funktion der heiden Veranderlichen 
X und y. 

Fiir den Beweis im einzelnen sei auf die Literatur verwiesen^. 
Der Gnindgedanke des Beweises im allgemeinen Fall ist folgender: 
Die Differentialgleichung wird wie in Kap. V, § 8 durch ein quasilineares 
System von Differentialgleichungen ersetzt, Wegen des elliptischen 
Charakters konnen aber jetzt nicht mehr reelle charakteristische Para- 
meter a, eingefiihrt werden, Jedoch gelingt ganz entsprechend wie 
in Kap. V, § 8 die Reduktion auf ein System von Differentialgleichungen 
fiir nnbekannte Funktionen ... der Form 

Fiir ein solches System kann nunmehr fast unverandert die Theorie aus 
Nr. 2 angewendet werden, und auf dieser Grundlage wird dann die Durch- 
fiilirung des Beweises fiir den analytisclien Charakter der Losung moglicb. 

Lewys Methode ist insofem auf zwei nnabhangige VeranderlicLe 
beschrankt, als der hier verwendete FortsetzungsprozeB mittels hjperbo- 
lischer Differentialgleichungen nur bei zwei imabh§ngigen Verander- 
lichen vollstandig entwickelt ist. Den sehr wichtigen Satz vom ana- 
lytischen Charakter der Losungen elliptischer Differentialgleichungen 
auch bei mehr unabhangigen Veranderlichen zu beweisen, ist aber mit 
anderen Methoden moglich®. 

^ Lewy: Math. Ann. Bd. 101, sowie eine Darstellung des Lewyschen Be- 
weises hei Hadamard, 1. c. 

* Vgl. z. B. E. Hope: Math. Ztschr. Bd. 34, S. 194 ff. 
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§ 3. Weitere Bemerkungen zur Charakteristikentheorie 
bei zwei Veranderlichen. 


Man kann die Integrationstheorie der allgemeinen nichtlinearen 
Differentialgleichung F {x, y, u, p, q, r, s, /) = 0 auch direkt mit derselben 
Grundidee vide Kap. V, § 8, aber ohne die Zwischenschaltung quasi- 
linearer Systeme in Angriff nehmenb Es werden hierbei die acht 
GroBen x, y, u, p, q, r, s, t als Funktionen der charakteristischen Para- 
meter a und jS gesucht. Zu dem entsprechenden System kanonisch- 
h 3 q)erbolischer quasilinearer partieller Differentialgleichungen erster Ord- 
nung gelangt man im wesentlichen unter Wiederholung der fruheren 
Uberlegungen folgendermaBen : Setzen vsdr zur Abkiirzung 


IF]^ = Fpr + FgS + F„p + 
[F]y= FpS + F^t + F„q+ Fy 


und differenzieren wir die gegebene Differentialgleichung nach x, so 
ergibt sich, wenn a imd p charakteristische Parameter auf der be- 
trachteten Integralflache sind, zusammen mit den Streifenbedingungen 
fiir die charakteristischen Parameter A = oc und A = jS die Tatsache, 
daB die Matrix 


/ f; f, f, [F], \ 

I xx yx 0 “’'^1 

\ 0 yx -Sx / 

imd 

/F, F F \ 

\ Xx yx 0 —Sx I 

\ 0 Xx yx —h ) 

einen Rang kleiner als 3 haben miissen. Dies liefert die beiden 
teristischen Gleichungen 


(A = a) 
(A = /S) 


(A = a) 

{X = ^) 

charak- 


Fr F, 

Xx yx 


Ft 

0 


= Ft0^x—FsXxyx + F,y\ = O 


0 Xx yx 


Oder nach Zerspaltung 

y«-ei^« = o, yfi-Q2X(, = o 

(gi und g 2 bekannte Funktionen von x,y,u,p,q,r,s,t), sowie vier 
weitere Relationen. Hierzu kommen sechs Streifenrelationen fiir 

Pfi> 9a> ?/»• Zusammen sind dies 12 partielle Differentialgleichungen 
erster 'Ordnung fiir die acht Funktionen x,y, . . s, t von a und Von 
diesen Gleichungen werden acht geeignete ausgewahlt, von denen dann 

1 Diese Zwischenschaltung empfahl sich far die Darstellung, weil so die Schwierig- 
keit in verschiedene Stufen zerlegt wird. Prinzipiell aber stellt sie keineVerkurzung 
des Beweises dar. 
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die iibrig bleibenden wer sich als abhSngig erweisen. Das ausgewahlte 
System kann genau nach den Methoden von Kap. V, § 7 behandelt werden, 
und es stellt sich in ^nlicher Weise heraus, daB wir so die Losung des 
Anfangswertproblems nnserer urspriinglichen Differentialgleichung er- 
halten. Hinsichtlich der Durchfiihrang dieser Methode sei auf die 
Literatur verwiesen^. 

§ 4. Sonderstellung der Monge-Ampereschen 
Gleichungen. 

Bei linearen und quasilinearen Differentialgleichungen ergab die 
Charakteristikentheorie sofort von selbst statt eines Gleichungssystems 
fiir acht gesuchte Funktionen von a und /? ein einfacheres System 

von nur fiinf Gleichungen fiir die fiinf GroBen x, y, u,f,q, Es ist be- 
merkenswert, daB dieselbe Vereinfachung der allgemeinen Theorie auch 
fiir die in der Geometrie wichtige nicht mehr quasilineare Monge- 
Amperesche Differentialgleichung 

( 1 ) 

statt hat, wobei A,B,C,D,E gegebene Funktionen von x,y,u,p,q 
sind. Diese Differentialgleichung nimmt also gewissermaBen eine 
Zwischenstellung zwischen den quasilinearen und den allgemeinen nicht- 
linearen Differentialgleichungen ein. Der hyperbolische Charakter ist, 
wie man leicht sieht, durch die Ungleichung 

(2) B^--4AC + 4ED>0 
gekennzeichnet. 

Aus pa=^'f^ + sy^ und ?« == s gewinnen wir 
{rt-s^)y^ = rq^~sf„ 

und entsprechend 

irt-S^)y^ = rq^-Sp^. 

Die charakteristischen Bedingungen ergeben sich hiernach, indem 
man fiir die Matrix 

+ By^—Dp^ Cy^ —EyA 
y* 0 -p, 

\ 0 K y«. / 

und die entsprechende bei Ersetzung von a durch /S entstehende Matrix 
den Rang kleiner als 3 fordert. Nach einigen Umformungen gelangt 
man zu dem folgenden die gegebene Differentialgleichung ersetzenden 
charakteristischen System: Die quadratische Gleichung 

( 3 ) Aq^-Bq-^AC-EB^^ 


1 Lewy, Lc., Hadamard, Lc. und Friedrichs-J-ewy, 1. c. 
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habe die beiden verschiedenen reellen Wurzeln gj und gj, welche von 
X, y, «, p, q abhangen. Dann besteht das charakteristische Differential- 
gleichungssystem 

QiX^—Ay^—Dq^=Q 
QiXii—Ay^—Dq^ = Q 

(4) Qiya:—By^ + Lp^-\-Cx^=Q 

^ y^A- q^pp-\- c q^ =0 

^a-px^-qy^ =0; 

es erweist sich bei den entsprechenden Anfangsbedingtmgen als aquivalent 
mit dem Anfangswertproblem der urspriinglichen Differentialgleichung. 

Die Sonderstellung der Monge-Ampfereschen Gleichungen kann auch 
durch folgende Betrachtung iiber das Anfangswertproblem beleuchtet 
werden: Fiir eine in den zweiten Ableitungen quadratische Differential- 
gleichung 

(5) L[u\ = Ar^+Bs^-^Ct^A-I>rs+Ert+FstA-Gr+Hs + It-\-K-=(i, 

wobei A, ...,K Funktionen von x, y, u, p, q sind, stellen wir das Anfangs- 
wertproblem langs einer Kurve x{X}, y{X) durch Vorgabe von u{X), p{X). 
q{X), wobei die Streifenrelation u =px-\-qy erfiiUt sei. Es muB nun 
zunachst dieser Streifen erster Ordnung zu einem Integralstreifen zweiter 
Ordnung erganzt werden, indem wir aus I = 0 und den Streifenrelationen 

rx + sy = p, sx + iy = q 

die Anfangswerte von r, s, t berechnen. Wegen des quadratischen 
Charakters von L wifd diese Erganzung im ahgemeinen auf zwei Weisen 
moglich sein. Nun gilt: Fiir die Monge-Amp^eschen Gleichungen und 
nur fiir diese unter alien Gleichungen der Form (5) ist bei beliebigem 
Anfangsstreifen erster Ordnung die ErgSnzung zu einem Integralstreifen 
nur auf eine Weise moglich. 

Zum Beweise setze man yjx = —a und erhalt 

s = afH , r = x?t-\ , 

wo die Punkte Ausdriicke bedeuten, die langs des Streifens erster Ordnung 
bekannt sind. Indem man in £ = 0 einsetzt, erhalt man als Koeffizienten 
von ^ den Ausdruck 

Aa* + D(t^+ {E + B)oA+Fct + C. 

Das Verschwinden dieses Ausdruckes fiir alle a ist gleichbedeutend mit 
A=D=F = C = 0. E + B = 0, 
was unsere Behauptung war. 

Dies Ergebnis scheint fur das Anfangswertproblem desw^en bemer- 
kenswert, weil wir fiir das Randwertproblem dliptischer Monge-Amp^re- 
scherDifferentialgleichungen inKap.IV, § 5i 3 Moglichkeit einer Zwei- 
deutigkeit erkannt hatten. 



Sechstes Kapitel. 

Hyperbolische Differentialgleichungen 
mit mehr als zwei unabhangigen 
V eranderlichen. 

Auch fiir h}<’perbolische Differentialgleichungen bei n Veranderlichen 
mit n>2 wird sich als entscheidend fiir das tiefere Verstandnis der 
Charakteristikenbegriff erweisen, obwohl fiir n>2 eine allgemeine Inte* 
grationstheorie mit seiner Hilfe nicht mehr entwickeit werden kann. 
Im vorliegenden Kapitel werden wir zun^chst die Charakteristiken- 
theorie behandeln; dabei werden unsere Uberlegungen weitgehend denen 
des Kap. V parallel laufen. Ahnlich wie bei partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung tritt jedoch als neues Moment auf, daB wir 
zwischen charakteristischen n — 1 ditnensionalen Mannigfaltigkeiten und 
charakteristischen Kurven, auch Bicharakteristiken oder Strahlen ge- 
nannt, unterscheiden miissen^. Im zweiten Teil des Kapitels werden wir 
dann naher auf die Integration von Differentialgleichungsproblemen, 
insbesondere linearen Problemen mit konstanten Koeffizienten eingehen. 

§ 1. Die charakteristische Gleichung. 

Schon im Kapitel III, § 3 haben wir die Typeneinteilung von Diffe- 
rentialgleichungen und Differentialgleichungssystemen auf Grand einer 
„charakteristischen Relation*' vorgenommen* Im AnschluB an das 
Anfangswertproblem werden wir nunmehr jene Dberlegungen unabhangig 
unter einem anderen Gesichtspunkt aufnehmen und vertiefen. Wir 
gehen dabei wiederum von der'Frage aus, was eine gegebene Differential- 
gleichung oder ein Differentialgleichungssystem fiir die gesucKte Funktion 
langs einer Anfangsmannigfaltigkeit aussagt, insbesondere ob und wann 
durch die Anfangsdaten langs einer solchen Anfangsmannigfaltigkeit 
auch die hoheren Ableitungen eindeutig mit bestunmt sind. 

1. Quasilineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Wir 
betrachten zunSLchst als wichtigsten Fall den einer qtiosilinearen Diffe- 
renticdgleichung zweiter Ordnung 

(1) +-D = -ra,-A«,-*4--D = 0, 

wobei die K oeffizienten = a^i rad die GroBe 2> gegebene Funktionen 

^ Man vergleiche zur Theorie der Charakteristiken nnd der Wellen noch 
Habamard: Propagation des ondes. Paris 1903 . Levi Civita: Charatteristiclie 
dei Sistemi Differenziali e Propagazione ondosa. Bologna 1931 . Siehe auch Thomas 
and Tixx: Ann. of Math. Bd. 34 (1933) S. 1 — 80. 
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der n nnabhangigen Veranderlichen und der GroBe u, sowie 

der Ableitungen Ui = sind* Hierbei ist zur Abkiirzung 

dxidxk 

gesetzt. Stets wollen wir in diesem Kapitel mit Indices an Buchstaben, 
welche nicht fixierte Fnnktionen ausdiiicken, partielle Ableitungen be- 
zeichnen wie co,-; (pik^y^ih coih wihrend Indices an Buch- 

staben, welche Koeffizienten bezeichnen, wie a, 6, c, a, jS, y, Indices 
im gewohnlichen Sinne bedeuten sollen. Femer sei an unsere grund- 
satzliche Verabredung erinnert, daB alle vorkommenden GroBen in dem 
betrachteten Bereiche als stetig vorausgesetzt werden, sofem nicht 
ausdiiicklich das Gegenteil bemerkt ist. 

Fiir die Differentialgleichung (1) betrachten wir das Anfangswert- 
problem : Im , z^-RaumeT?,, sei durch die Gleichung 9? (%, . . . = 0 

eine Grundmannigfaltigkeit gegeben, welche wir uns durch Para- 
meter 7 .i> . . ill Weise dargestellt denken, daB die Funktionen 

■^1 ~ i^V • * * > f * * * j — 1 = — 1 (%> • • • > X^n) j ^ 9^ > ^h) 

eine umkehrbar eindeutige Transformation einer Umgebung von M auf 
einen Bereich im Ai, . . . , A^-Raum darstellen. Lmgs Co seien Anfangs- 
werte von u als Funktionen der Parameter Ax, . . vorgeschrieben, 
wodurch im x, M-Raum Rn + i Anfangsmannigfaltigkeit C : % (Ax, . . . , 
An^i), ...,^,t(Ax, ...,A,t_i), ^^{Ax, ...,A,>-.i) entsteht Diese Anfangs- 
mannigfaltigkeit sei zu einer Streifenmannigfaltigkeit oder kurz Streifen 
erster Ordnung Ci erganzt durch Hinzufiigung von n weiteren GroBen 
pi als Funktionen der Parameter Ax, . . A„_x, welche den Streifenrela- 
tionen 


du 

U, 




dxi 

IJT 


(v== 1 , .. . w — 1) 


Oder kurz 


du: 


»=i 


geniigen. Wir sagen, daB eine Funktion x„) die Streifenmannig- 

faltigkeit erster Ordnung Q enthalt, wenn langs gs = 0 die Funktion « 
und die Ableitungen % in die obigen, den Streifen definierenden GroBen 
iibergehen. 

Entsprechend konnen wir eine Streifenmannigfaltigkeit zweiter Ordnung 
C, definieren, indem wir langs Co auck Werte />»• * vorgeben, welche den 
Streifenbedingungen 


n 

dpi = ^ pik dXk 

geniigen. 

Wir gehen nun von der Frage aus: Was besagt unsere Differential- 
gleichung (1) langs eines gegebenen Anfangsstreifens C^ fiir eine Losung «, 
die ihn enthalt ? Lassen sich dann vermoge der Differentialgleichung 



348 


VI . Hyperboiische Differentiaigleichungen. 


langs dieses Streifens die zweiten und gegebenenfalls hoheren Ablei- 
tungen eindeutig berechnen ? Da die gauze Fragestellung sich nur auf 
die nnmittelbare Umgebung der Anfangsstreifenmannigfaltigkeit be- 
zieht, so ist es ziir Klamng der Begriffe zweckmaBig, die Frage noch 
folgendermaBen zu pra^isieren: Wir nennen einen Streifen zweiter Ord- 
nuBg C.2, welcher mil Ui=^'piy der Differentialgleichung (i) 

geniigt, einen Integralstreifen und fragen, ob sich ein gegebener An- 
fangsstreifen erster Ordnung in eindeutiger Weise zu einem Integral- 
streifen zweiter Ordnung erganzen laBt. 

Zur Beantw’ortung denken wir uns in der Differentialgleichung (1) 
an Stelle von . . . , als neue Veranderliche > 1 ;^, . . . , = 93 eingefiihrt. 

Die Differentialgleichung nimmt dann folgende Gestalt an 

(2) ^ Uxik), Q {K + -X + D = 0 , 

A = 1 t == 1 

Oder 


( 3 ) 

Hierin bedeutet 

( 4 ) 




n 

/,s = l 


8 A,; &h 

dxi dx^ 


die quadratische Form mit der Matrix (a.-ji), und die Punkte in der 
zweiten Gleichung deuten Ausdriicke an, welche durch die Streifen- 
groBen erster Ordnung langs Q gegeben sind, d. h. GroBen, welche nur 
die StreifengroBen erster Ordnung und deren innere Ableitungen, d. h. 
Ableitungen nach Ai, . enthalten. Da langs des Streifens alle 

diejenigen zweiten Ableitungen von u bekannt sind, welche durch innere 
Differentiation, d. h. Differentiation nach den ersten « — 1 Parametem A„ 
entstehen, so ist die zweite herausfiihrende Ableitung Ug,^ — Ux^x„ 
einzige zweite Ableitung, welche innerhalb nicht auf Grund der 
Vorgaben bekannt ist. Die Berechnung dieser zweiten herausfiihrenden 
Ableitung und damit aller zweiten Ableitungen ist somit in jedem 
Punkte P auf Q auf eine und nur eine Weise moglich, solange dort 
Q {f, (p) nicht verschwindet. Wir erhalten also unmittelbar folgende 
Alternative fur jeden Punkt P des Streifens Q, der zu einem Integral- 
streifen Cg erganzt werden soil: Entweder es ist die zweite heraus- 
fiihrende Ableitung und damit alle zweiten Ableitungen aus der 
Vorgabe des Streifens erster Ordnung eindeutig bestimmt, oder die 
Differentialgleichung bedeutet eine weitere Einschrankung fiir die Strei- 
fengroBen, welche den Streifen erster Ordnung Q definieren. 

Wir wollen im folgenden annehmen, daB fur den ganzen Streifen Cj 
entweder nur der eine oder nur der andere Fall der Alternative eintritt. 
Ira ersten Fall nennen wir den Anfangsstreifen eiren aUgemeinen Streifen, 
im zweiten Fall einen Ausnahmestreifen. Ein Ausnahmestreifen Q ist 
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charakterisiert dadurch, daB iangs ihm die Charakteristikenhedingung 

n 

(5) Q{9><p)= ^ ‘^a<fi<Pk=^ 

= I 

besteht. Weiin dieser Streifen sich zu einem IntegraJstreifen erganzen 
laJ3t, heifit er ein charakteristischer Streifen ersier Ordnung. 

Es sei betont, daB die Charakteristikenbedingung (5) zwar die Form 
einer partiellen Differentialgleichimg erster Ordnung fiir cp hat, jedoch 
ihrer Definition nach zunachst noch keine solche Differentialgleichimg 
ist. Sie braucht namlich nur auf erfiillt zu sein, also nicht identisch 
in den n Variablen x^, Jedoch geht sie in eine partielle Differen- 

tialgleichung fiir eine Funktion von n — 1 Variablen iiber, wenn wir 
z. B. als unabhangige Parameter die GroSen = 

eingefiihrt denken und in der Form 

gegeben annehmen. Die Charakteristikenbedingung geht dann uber in 
eine partielle Differentialgleichung fiir f{xi , . . namlich 

1 

(S') Z aikipiy}k—2Zai„y)i + a„„ = 0, 

i,k^l t = l 

wobei natiirHch in den Koeffizienten iiberaU fiir u und «,■ = entspre- 
chende Ausdriicke in x^, .... x„_i einzusetzen sind. 

Wenn wir nicht von vomherein von einem Streifen Q ausgehen, 
sondem von einer gegebenen ..Integralflache" u = 'u{xi,. x„) der 
Differentialgleichung (1), so sindlangs einer solchen IntegralMche iiberall 
die GroBen u und die Ableitungen «,• = -pi als Funktioneu von x^,...,x„ 
bekannt. Die Charakteristikenbedingung (5), wobei nunmehr in die 
entsprechenden Einsetzungen fiir die Integralflache zu machen sind, 
definiert dann charakteristische Mmnigfaltigkeiten auf der gegebenen Inte- 
gralflache-, namlich jede Funktion cp, fiir welche die Gleichung (5) 
auf 9? = 0 erfiillt ist, ergibt eine charakteristische Mannigfaltigkeit. Ist 
die Gleichung (5) nicht nur fur 95 = 0, sondern iderdisch in Xj, x„ 
erfiillt, so liefert nicht nur <p = 0, sondern die game Funktionenschar 
93 = c = konst, eine vom Parameter c abhdngige, dnparametrige Schar 
von charakteristischen Mannigfaliigkeiten, welche ihrerseits die Integralflache 
erzeugen. Umgekehrt : Ist <p~ c eine solche Schar, so geniigt 93 der Charak- 
teristikenhedingung (5) als fartieller Differentialgleichung erster Ordnung. 

Endlich sei noch darauf hingewiesen, daB fiir eine charakteristische 
Mannigfaltigkeit der Differentialausdruck L [«] ein innerer Differential- 
ausdruck im Streifen Cj wird. Die Differentialgleichung (2) selbst laBt sich 
dann langs auffassen als eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung fiir die aus Q herausfiihrende erste Ableitung = <r, wobei 
sonst nur noch GroBen auftreten, welche lediglich Differentiationen von u 
innerhalb Q enthalten. 
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Wie schon in Kapitel III hen’orgehoben wurde, ist unsere Betrachtung 
nur dann sinnvoll, d. h. es konnen charakteristische Mannigfaltigkeiten 
nur dann existieren, wenn die Charakteristikenbedingung (5) durch 
reelle Funktionen cp befriedigt werden kann. Xotwendige Voraussetzung 
fur unsere Betrachtung ist also der indefinite Charakter der quadraiischen 
Form Q{(p,<p). Wenn Q definit ist, nannten wir die Differentialgleichung 
elliptisch. Wir schliefien diesen Fall Her aus, ebenso -wie wir auch den 
Fall der paraboKschen Ausartung Her nicht betrachten wollen, d. h. 
den Fall, wo die quadratische Form Q von n Variablen sich auf eine 
solche von wemger als n Variablen durch eine lineare Transformation 
reduzieren laJ3t. Vielmehr machen wir die Voraussetzung, daB unsere 
quadratische Form Q indefinit ist und iiberall langs der betrachteten 
Streifen den Tragheitsindex i hat, d. h. daB sie sich an jeder Stelle 
durch eine lineare Transformation bis aufs Vorzeichen in die Form 

+ • • • + i^n-i — 

ft 

bringen laBt. Die Differentialgleichung heiBt dann ezgentlich hyperbolisch 
Oder schlechthin hyperbolisch. Ihr Prototyp ist, wie wir sahen, die 
Wellengleichung + * * * + i, » - 1 — » = 0 mit der Charak- 
teristikenbedingung 

= 0 . 

Natiirlich sind auch andere Tragheitsindices der quadratischen Form Q 
moglich, Wir nennen diesen Fall den uUrahyperbolischen und werden 
auf ihn spater in diesem Kapitel § 7 noch zuriickkommen. Ein typi- 
sches Beispiel ist 

%1 ^^22 %3 ~ ^ 

mit der Charakteristikenbedingung 

<Pl + 9l-9l-fl = 0. 

2, Lineare Differentialgleichungen. Charakteristische Strahlen. 
Die in Nr. 1 geschilderten Verhaltnisse werden iibersichtlicher und 
lassen sich einfacher explizite beschreiben im Fall von linearen Diffe- 
rentialgleichungen 

( 6 ) L \u] d = 0 . 

Dabei sei 

n n 

L [m] = L [m] -j- C W = fS. -h ^ ijM,- + C M, 

».* = ! ■ i:=l 

wobei die Koeffizienten hi, c, d gegebene Funktionen der n un- 
abhangigen Veranderlichen sind. Die Charakteristiken- 

bedingung (5) Oder (5') hangt dann nur von der Grundmannigfaltig- 
keit Cq des Streifens C, ab und ist daher auch unabh^ngig davon, 
welche Integralflache oder welche Integralstreifen wir auf ihr be- 
trachten. Im linearen Falle nennt man daher schon die Grundmannig- 
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faltigkeit Q eine charakteristischeMannigfaltigkeit : Eine Maimigfaltigkeit 
93 = 0 des x-Raumes, langs welcher die Relation 

n 

( 5 ) ^aa(Pi(pk = 0 

erfiillt ist, heiflt charakteristisohe Mannigfaltigkeit der Uneaten Diffe- 
rentialgleichung. 

Der hyperbolische Qiarakter ist also im linearen Falle eine Eigen- 
schaft der Differentialgleichung selbst und nicht mehr eine Eigenschaft, 
welche einer Differentialgleichung fiir einen gegebenen Streifen zukommt. 

Das Verhaltnis der Charakteristikenbedingung (5) und der Charak- 
teristikenbedingung 

m m 

(S') aikWiV>k—' 22 :ai_„fi + ann = 0 {m = n—i) 

ik=i t=i 

zueinander wird durch folgende tJberlegung klar gestellt. Ist (p{xi, . x^) 
eine Losung der Gleichung (5) aufgefaBt als partielle Differentialgleichung. 
so ergibt sich, wenn die Gleichung 9) = 0 dutch die Relation 

= x„) {m=n—i) 

aufgelost wird, eine Losung x„) der Differentialgleichung ( 5 '} 

und dutch Auflosung der Gleichung q> = c mit einem Parameter c eine 
einparametrige Losungsschar x„ = y){x^,,..,x„; c) der Gleichung ( 5 '). 
Ist umgekehrt 

x„ = f{xi,...,x„; c) 

eine einparametrige Schar von Losungen der partiellen Differential- 
gleichung ( 5 ') und wird diese Gleichung in der Form 

c = (p{xj^,...,x„) 

aufgelost, so ist 9? wie man leicht bestatigt, eine Losung der partiellen 
Differentialgleichung (5). 

Ist nun (p — 0 eine beliebige charakteristische Mannigfaltigkeit, d. h. 
befriedigt 91 die Gleichung (5) fiir 93 = 0, so ergibt die entsprechende 
Funktion x„ — 'ip{xi,..., x^, wie wir sahen, eine Losung der partiellen 
Differentialgleichung ( 5 ')- Da wir jede Losung einer solchen partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung in eine einparametrige Schar von 
Losungen x„ = yj{xj^, . . x^] c) einbetten konnen’-, so ergibt sich dutch 
Auflosung nach c wiederum eine zugehorige Losung der partiellen Differen- 
tialgleichung ( 5 ). Wir erkennen also: Jede charakteristische Mannigfdtig- 
keit lajit sich in eine einparametrige Schar von charakteristischen Mannig- 
faltigkeiten <p = c eifibetten. Die obige Bemerkung ist niitzlich, indem sie 
uns dazu berechtigt, ohne Beschrankung der AUgemeinheit charakteristi- 
sche Mannigfaltigkeiten 95 = 0 als Individuen einer Schar 93 = c von 

* Wir kOnnea z. B. die Ldsungen dieser partiellen Differentialgleichimg nach 
Kap. II durchi Vorgabe von Anfangswerten bestimmen, die ibrerseits von einem 
Parameter c abliangen. 
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charakteristischen Mannigfaltigkeiten aufzufassen, (p also als eine> Losung 
der Gleichung (5), aufgefa^t als partielle Difierentialgleichung, zu hetrachten. 

Als Beispiel einer solchen Einbettung bdtrachten wir im Fall « = 3 
die Differentialgleichung Uft — ‘^xx — Uyy = 0 und den charakteristischen 
Kegel i — — Diese Funktion % geniigt der Differential- 

gleichung 

welche den Kegel ;^ = 0 als charakteristisch kennzeichnet, jedoch zeigt, 
daB die Flachen = c fur c + 0 nicht charakteristisch sind. Betten wir 
jedoch unseren Kegel ein in die Schar der Kegel 
95 = f — -h y® = c, 

so wird nunmehr 

95;— 9’}- = 0 

und dies entspricht der Tatsache, daB die ganze Schar aus charak- 
teristischen Mannigfaltigkeiten besteht. 

Fur das Folgende sind einige einfache Invarimzaussagen von Be- 
deutung. Es moge durch eine Transformation 

(^1 ) • • • ) ^m) 

u{x) iibergehen in «(!) und es moge 

L [m] = I' [«] -f c m =A' [co] =A'[a}]+co} 

sein. Dann besteht nicht nur die durch L[u]—A[o)] ausgedriickte 
Relation, sondem es ist auch 

U[u] =A[(o]. 

Femer: Die Ckarakteristiken sind invariant gegeniiber belieUgen Trans- 
formationen der unabhdngigen Veranderlichen. 

Diese Tatsache folgt aus der begrifflichen Bedeutung der Charakte- 
ristikenbedingung unmittelbar. Rechnerisch ist sie unabhangig davon 
folgendermafien einzusehen: Bei unserer Transformation setzen wir 



und es moge die Transformation des Differentialausdrucks durch 

L[u]=Z ai^Uik + = Za.a(Oik-\ 

gegeben sein, wobei co (Ij, . . . , !„) und 

i,i=i 

ist. Dann erkennt man, falls 9 ? . . . , = 9 ) (li, . . . , ist, unmittelbar 

die Identitat 

-2 a,-* (pi (pk = -^<*ik Wi f * > 

i k i, k 

welche unsere Behauptung enthalt. 
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Es ist gelegentlich niitzlich, von dieser Invarianz Gebrauch zu machen, 
indem man die charakteristische Mannigfaltigkeit in die Koordinaten- 
ebene = 0 transformiert. Dann ergibt sich das folgende Resultat : 

Notwendig und hinreichend dafur, da^ = 0 charakteristische Mannig- 
faltigkeit wird, ist das Bestehe?i der Relation 

(7) • • • j O) = 0. 

Notwendig und hinreichend dafur, daji = konst, eine Schar charak- 
teristischer Manmgfaltigkeiten darstellt, ist das identische Verschwinden 
des Koeffizienten ^»)- 

Wir wollen nunmehr die charakteiistischen Mannigfaltigkeiten durch 
Einfiihrung des Begriffs der charakteristischen Kurven oder Strahlen 
naher analysieren. Hierzu betrachten wir im ^-dimensionalen Raum R^ 
der Variablen irgendeine Flache Cq gegeben dnrch 9 ?(%, . . 

— 0 Oder allgemeiner — konst. In jedem Punkt dieser Flache 
definieren wir einen Richtungsvektor, dessen Komponenten proportional 
zu den GroBen 

n 

( 8 ) '^aik<Ph 

sind. Mit anderen Worten wir ordnen jedem Flachenelement von Q 
gegeben durch die Koeffizienten der Tangentialebene^ ein Liniem 

element Xi= zu, wobei wir uns etwa Kurven Xi{s) als Funktionen 

eines Parameters 5 vorstellen, aber nur die Ableitungen in dem betrach- 
teten Punkt auf Cq betrachten. Diese Richtung heifit Transversalrich- 
tung (vgL Kap. II, Anh. § 1) zu Cq. Die Differentiation 


n 



i = 1 i, ft 


heiBt die zu Cq transversale Differentiation. Die Tangentialebene an 
und die Transversalrichtung sind zueinander konjugiert in bezug auf die 
Flache zweiter Klasse 

hk 

bei welcher die GroBen ^i = (pi Ebenenkoordinaten bedeuten. 

Es gilt nun der Satz: Die Flache M ist dann und nur dann char ah- 
teristisch, wenn in ihruberall dieTmnsversalrichtung tangential zurFldcheist, 
die Transversaldifferentiation also eine innere Differentiation bedeutet. In der 
Tat schreibt sich die Charakteristikenbedingung unmittelbar in der Form 

^ Die Richtungskosimis der Normalen auf der Tangentialebene sind die Gr66en 

' ^ 

dv 


Courant-Hilbert, Mathematischc Physik 11, 


23 
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Die tnuisversale Dijicrentiation isi invariant gegeniiber beliebigen 
Transfortnaiionen der unabhangigen V eriinderlichen. Denn fiir beliebige 
Funktionen ^ ist nach den obigen Bemerkungen die zur quadratischen 
Form Q gehorige Bilinearform 

V = £7 y’i 

invariant. 

Allgemein konnen wir die Gleichungen ( 8 ) bei gegebenem cp als ein 
System von gewohnlichen Differentiaigieichungen auffassen und nennen 
deren Ldsungen die Transversalkurven zur Flachenschar rp = konst. Wenn 
diese Flachenschar 9 ? = konst, eine Schar von charakteristischen Flachen 
ist, d. h. wenn <p der Gleichung (5) als partieller Differentialgleichung 
geniigt, so ist die Funktion (p ein Integral des gewohnlichen Differential- 
gleichungssystems ( 8 ), d. h. langs jeder Integralkurve dieses Systems gilt 
(p — konst. Mithin werden die charakteristischen Mannigfaltigkeiien q> = c 
in diesetn Fall von den Integralkurven von ( 8 ) erzeugt. Jede einzelne dieser 
Mannigfaliigkeiten ist dabei das Erzeugnis einer n — 2-par ametrigen Schar 
von solchen Knroen. 

Beweis: Langs einer Integralkurve des gewohnlichen Differential- 
gleichungssystems ( 8 ) wird f eine Funktion von s und wir haben 

Die Integralkur\’en des Differentialgleichungssystems ( 8 ), unter der 
Bedingung, daB 9 ? = konst, eine Schar charakteristischer Mannigfaltig- 
keiten ist, heiBen charakteristische Strahlen zur gegebenen Differential- 
gleichung meiter Ordnung (t). Sie sind nichts anderes als die CharaJete- 
ristiken der partiellen linearen Differentialgleichung erster Ordnung (5) 
im Sinne von Kapitel II und werden daher auch gelegentlich Bicharakte- 
ristiken genannt, weil die Differentialgleichung (5) die charakteristische 
Differentialgleichung zu (1) ist. 

Unsere Aussagen iiber die Erzeugung charakteristischer Mannig- 
faltigkeiten durch Strahlenkurven waren zunachst unter der Voraus- 
setzung gemacht, daB 9 ) = c = konst, eine Schar von solchen charak- 
teristischen Mannigfaltigkeiten ist. Da aber nach der obigen Bemerkung 
jede charakteristische Mannigfaltigkeit in eine solche Schar eingebettet 
werden kann, so bleibt diese Aussage bestehen, wenn wir nur eine ein- 
zelne charakteristische Mannigfaltigkeit betrachten. 

Man kann daher die charakteristischen Strahlen auch ohne Bezug- 
nahme auf charakteristische Mannigfaltigkeiten 9 s = c folgendermaBen 
definieren: 

Die charakteristischen Strahlen zur Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung ( 1 ) sind identisch mit den charakteristischen Kurven der charak- 
teristischen Differentialgleichung erster Ordnung (S). Die Gesamtheit der 
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Strahlen kami also gema/i Kapitel II, § 7 von vornkerein durch Integration 
des gewohnlichen Differentialgleichungssystemes 

_ 1 ^ p,) 

gmonnen werden, welches gldchzeitig noch die StreifengroBen pi liefert. 

Sind die Koejfizienten der partiellen Differentialgleichmig (1) 
konstant, so sind die sdmtlichen charakteristischen Strahlen gerade Linien. 

Denn (5.) besitzt Scharen linearer Funktionen als vollstandige Inte- 
grale 9?, und die Differentialgleichungen Xi=y;aik(pk Hefern dann 
unmittelbar gerade Linien. * 

Die Gesamtheit der zu der linearen partiellen Differentialgleichung (i) 
gehorigen Strahlen hangt also nur von einer endlichen Anzahl von 
Parametem ab, namlich — 1. 

Nebenbei sei bemerkt: Die Bedingnng fiir die charakteristischen 
Mannigfaltigkeiten, welche im Sinn von Kapitel II, § 7 zur charak- 
teristischen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (5) gehoren, 
ist mit dieser Differentialgleichung identisch. 

Das einfachste Beispiel fiir diesen Zusammenhang liefert wieder die 
Wellengleichung 

^ti ~~~~ X * " * W r a; — “ 0 j 

1 1 XiXi XinXm ^ » 

wobei wir = t gesetzt haben. Die charakteristische Relation 

lautete 9?f — <pl^ — • — 931^^ = 0, und die Strahlen werden gebildet 
von der Gesamtheit der Geraden des x, ^-Raumes der Form Xi = + Oit, 

m 

wobei ^ af = 1 ist. Deuten wir statt in einem ^-dimensionalen x, if-Raum 

i = l 

unsere Losungen in einem w-dimensionalen ;t:-Raum, wobei alle GroBen 
und Flachen usw. noch von dem Zeitparameter t abhangen, so sind 
dort die Bicharakteristiken einfach beliebige gerade Linien, welche mit 
der Geschwindigkeit 1 durchlaufen werden. Die charakteristischen 
Mannigfaltigkeiten genugen,wennsie durch eine Gleichung ^ = 9). (%, ■ • 

m 

gegeben werden, der partiellen Differentialgleichung ^9 ^?=!. Die 

1=*=! 

charakteristische Mannigfaltigkeit wird dargestellt durch eine Flachen- 
schar 9? = ^ im %-Raum, welche aus parallelen Flachen besteht, und zwar 
von einer Ausgangsflache aus durch Parallelverschiebung langs der Nor- 
malen mit der Geschwindigkeit 1 entsteht. Die Strahlen sind im jsf-Raum 
die zugehorigen orthogonalen Trajektorien. 

Vermoge des charakteristischen (Mongeschen) Kegels zu einer hyper- 
bolischen Differentialgleichung L [w] == 0 im ^-Raume erhalt man eine 
fiirn > 2 wichtige Einteilung der nichtcharakteristischen Flachenelemente 
bzw. nichtcharakteristischen Richtungen in zwei Klassen. Wir nennen 
ein nichtcharakteristisches Fldchenelement durch einen Punkt raMmartig, 


2y 
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wenn es keine charaJcteristische Richtung enthalt, d. h. wenn seine Ebene 
den Kegel nicht schneidet. Eine Richtung heiBt zeitartig, wenn sie trans- 
versal zu einem raumartigen Flachenelement ist. 

Wir nehmen an, daO die hyperbolische Differentialgleichung — notigen- 
falls nach llultiplikation mit — 1 — bei der Transformation auf die 
kanonische Gestalt an der betreffenden Stelle die Vorzeichenverteilung 

j . ergibt. Dann ist eine Flache 95 = 0 an einer Stelle raum- 

artig, wenn dort 

gilt. Entsprechend wird ein Linienelement dxi zeitartig, wenn mit der 
zu Uif, konjugierten Matrix Aik giit 

AikdXidXk>i). 

Man erkennt: Jedes Flachenelement durch ein zeitartiges Linienelement 
ist raumartig. 

§ 2. Charakteristische Mannigfaltigkeiten als 
Unstetigkeitsflachen von Losungen. — Wellenfronten. 

1 . Unstetigkeiten zweiter Ordnung. Die groBe Bedeutung der 
charakteristischen Mannigfaltigkeiten in den physikalischen Anwendungen 
beruht darauf, daB nur langs solcher Mannigfaltigkeiten gewisse Un- 
stetigkeiten von Losungen fartieller Differentialgleichungen auftreten 
konnen. Um von diesem Gesichtsprmkt aus noch einmal den Begriff 
der Charakteristiken zu beleuchten, fragen wir; Welche Bedingung 
muB eine Flache ^(x^, . . x^) = 0 erfiillen, damit eine Losung u der 
Differentialgleichung L[u ]=0 existiert, mit folgenden Eigenschaften : 
« und die ersten Ableitungen Mj, sowie alle inneren Ableitungen der 
GroBen «,• in der Flache bleiben beim Durchgang durch die Flache stetig; 
jedoch ^e aus cp = () hinausftihrenden Ableitungen der GroBen %, 
insbesondere die Ableitung erleiden berm Durchgang durch die 
Flache eine sprunghafte Unstetigkeit. 

Es ist nach § 1 klar, daB diese Flache M : 9) = 0 eine charakteristische 
Mannigfaltigkeit sein muB. Denn sonst wurden langs M die zweiten 
Ableitungen und auch alle hoheren Ableitungen eindeutig bestimmt 
sein, wahrend unsere Forderung besagt, daB verschiedene Werte der 
zweiten Ableitungen — namlich die Grenzwerte der zweiten Ableitungen 
von der einen bzw. anderen Seite der Flache M her — den gegebenen 
Anfangsstreifen zu einem Integralstreifen erganzen konnen. 

Wir wollen jedoch die Charakteristikenbedingung nochmals unab- 
hangig von friiheren Betrachtungen aus unserer Unstetigkeitsforderung 
herleiten. Hierzu bezeichnen wir ahnlich wie in Kapitel V, §1,3 mit (/) 
den Spnmg, welchen eine langs M sprunghaft imstetige Funktion / beim 
Durchgang durch M von der einen, etwa „negativen“ zur anderen 
„positiven“ Seite erleidet. Nach Voraussetzung ist der Ausdruck 
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eine innere Ableitung von m,- in M (vgl. Kap. II, Anh. § 1 ) und daher beim 
Durchgang durch M stetig. Dasselbe gilt fiir 


Daher wird auch die lineare Kombination — dieser 

beiden stetigen Ausdrticke stetig durch M gehen, und wir erhalten daher 
fiir die SprunggrdBen die Beziehung: 

und daher ^ 

{«a) = 

wobei X ein Proportionalitatsfaktor ist, welcher von dem betreffenden 
Punkt auf M abhangig ist und nicht verschwinden kann, wenn dort 
irgendeine der zweiten Ableitungen von u tatsachlich unstetig werden 
soli. Beilaufig, dieser Faktor ist, wie man leicht sieht, gegeben dutch 

•^ = Kp)- 

Nunmehr schreiben wir die Differentialgleichung i [m] = 0 fiir einen 
Punkt P_ auf der negativen Seite von M und einen Punkt P+ auf der 
positiven Seite von M, subtrahieren die beiden Ausdrucke und lassen 
dann P+ und P_ in denselben Punkt P auf M streben. Es fallen dann 
alle beim Durchgang durch M stetig bleibenden Ausdrucke fort und wir 
erhalten Mngs M 

^<^ik{‘‘*ik) =0 

und somit mit Riicksicht auf das obige Resultat wegen A 4=0 unsere alte 
Charakteristikenbedingung 

I^aikq>i<Pk = ^ 

als Bedingung fur eine Unstetigkeitsflache der betrachteten Art. 

Wir bemerken: Dasselbe Resultat gilt, wenn man die Forderung 
stellt, daB Unstetigkeiten in irgendwelchen hoheren als zweiten Ab- 
leitungeh auftreten. Wir haben dann die Differentialgleichung nur ent- 
sprechend oft zu differenzieren und dieselbe Betrachtung auf die diffe- 
renzierte Gleichung anzuwenden, wobei wir natiirlich voraussetzen 
miissen, da6 die dabei auftretenden Koeffizienten noch stetig bleiben. 

Die physikalische Bedeutung unserer Auffassung ergibt sich wiederum, 
indem wir n = x„—t und 93 = f—y setzen, wobei 

wir daim t als die Zeit und unsere Funktion u als vom Zeitparameter ab- 
hangige Funktion im w-dimensionaJen sc-Raum R„ deuten. Wir haben 
es dann mit einer Ldsung u{xi, . . x„,t) der Differentialgleichung 
I, [m] = 0 zu tun, zu welcher eine mit der Zeit fortschreitende Wellenfront 
gehort, d. h. eine Unstetigkeitsflache 

t — y> (%, • ■ • » ^j«) » 

1 Wir nehmen an, daB auf ip = 0 nicht alle Ableitungen von y zugleich ver- 
schwinden. 
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welche von dem Parameter t abhangig ist und mit der Zeit dutch den 
Raum wandert. Solche Wellenfronten werden immer dann auftreten, 
wenn ein Ausbreitungsvorgang in dargestellt durch die Differential- 
gleichnng £ == o, 2 iir Zeit t eine gewisse Grenzlage erreicht, jenseits 

deren Ruhe herrscht, d. h. wenn die fragliche, den Zustand charak- 
terisierende Losiing u der Differentialgleichung an der einen Seite 
dieser Grenzflache identisch verschwindet, auf der anderen nicht. Diese 
Ansbreitungsgrenze muB dann eine solche Wellenfront sein. 

Hier sei als besonders wichtig der folgende haufig auftretende Typus 
von Differentialgleichungen hervorgehoben: 

m 

(1 ) % — ^ f > 0 > 

i,k==X 

wobei die Koeffizienten = a^i nur von den Raumvariablen ab- 
hangen. Die charakteristische Gleichung fur tinsere Fnnktion ip lantet dann 

m 

( 2 ) Z a-ikWiWk^ 

i,kss\ 

und ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung. = t be- 
deutet die sich bewegende Wellenfront. Langs der Strahlen ist = L 

der friiher eingefuhrte Parameter s ist also mit der Zeit t identisch, und 
die Gleichungen fiir die Strahlen lauten 

m 

( 3 ) 

Diese Strahlen werden nunmehr im Raum die Wellenfronten f = i 
durchsetzen. Es ist 

in 

t = l irk 

(Erst im ?i-dimensionalen x, ^>Raum werden charakteristische Mannig- 
faltigkeiten und Strahlen inzident.) 

Der Vektor mit den Komponenten in R^ heiBt der zur Wellen- 
front ip = t transversale Strahlenvektor. 

Indem wir die Voraussetzung machen, daB die m~reihige Matrix 
(uik) positiv definit ist, sichem wir den hyperbolischen Charakter der 
Differentialgleichung (1). 

StrahlenricMung und Tangentialehene der Wellenfront sind dann 
konjugiert in bezug auf die Elli'psoidfldche 

t , ^ = 1 

Neben dem Vektor mit den Komponenten % = Vi, den wir auch 
den Vektor der Strahlengeschwindigkeit nennen, hat man den Vektor der 
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N ormalengescJrdindigkeit oder Wellengesch'dindigkeit der jortschreitenden 
Welknfront zu betrachten. Seine Komponenten e', sind proportional zu 
den Ableitungen ifi und sein Betrag muB reziprok zu grad^' sein. 
Die Komponenten des Yektors der Xormalengeschwindigkeit sind also 
gegeben durch 

iZvJ T^gradv;^ 

und zwischen Normalen- und Strahlengeschwindigkeit bestehen die 
Relationen 

(4) Ci = ^^aiiZfAjgrad^'2. 

Zu unserem Begriff der Wellenfronten muB gmndsatzlich betont 
warden, daB eine solche Wellenfront nicht etwa selbst die Losung der 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung L[u] = 0 liefert, viel- 
mehr nur eine mogliche Unstetigkeitsflache fiir die Losung u darstellt* 
Es sei ferner betont, daB wir aus den Ergebnissen des Kapitel II liber 
partielle Differentialgleichungen erster Ordnung folgende Aussagen liber 
die Wellenfronten entnehmen konnen: Wenn zwei verschiedene Wellen- 
fronten y; = t und sich an einer Stelle zur Zeit t = 0 berUhren, so 
hahen sie fur alle folgenden Zeiten einen gemeinsamen BeruhrungS'punkt, 
und dieser Beruhrungspunkt bewegt sich auf einem beiden Wellenfronten 
gemeinsamen Strahl. Diese Aussage ist in der Tat aquivalent zu dem 
Satz, daB zwei Integralflachen einer partiellen Differentialgleicbung 
erster Ordnung (hier der charakteristischen Gleichung), welche ein 
Flachenelement gemeinsam haben, eine ganze charakteristische Kurve 
mit Streifen gemeinsam haben. 

2. Wellenfronten bei Ihlearen Differentialgleichungen als Trager 
hoherer Unstetigkeiten. Wir haben bei der Definition der Wellen- 
fronten vorausgesetzt, daB die Funktion u und ihre erste Ableitung 
beim Durchgang durch M stetig bleiben, und daB Sprlinge erst in den 
zweiten oder hoheren Ableitungen auftreten sollen. In der Tat sind, 
wie wir im Fall ^ = 2 schon gesehen haben, durch die Zulassigkeit von 
Sprlingen in den ersten Ableitungen Ui einer Losung von L[u\^0 
keinerlei Flachen 9? = 0 ausgezeichnet, und dasselbe gilt erst recht flir 
Unstetigkeit der Funktion u selbst. Nehmen wir an, daB flir diese 
Flache 99 == 0 das Anfangswertproblem von L [^] = 0 flir vorgegebene 
Anfangswerte u und Ui eine Losung besitzt, so konnen wir einfach 
zwei Losungen mit denselben Anfangswerten von u, aber verschiedenen 
Anfangswerten der aus M hinausflihrenden Ableitung betrachten, 
die einen auf der einen, die anderen auf der anderen Seite von Af. 
Diese beiden Funktionen zusammen ergeben eine Losung u mit un- 
stetigen ersten Ableitungen langs M, und M kann dabei willklirlich 
nicht charakteristisch gewahlt werden. 
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Vom physikalischen Standpunkt aus wird man jedoch envarten, 
daB hinsichtlich von Unstetigkeiten in den Ableitungen erster Ordnung, 
ja sogar auch hinsichtlich von Unstetigkeiten der Funktion u sdbst, 
die Charakteristiken immer noch eine ausgezeichnete Rolle spielen 
werden. Dies ist tatsachlich der Fall, -wenn man in naturgem2.Ber Weise 
voraussetzt, dafi die betrachteten unstetigen Losnngen Grenzfalle von 
Ldsungen mit stetigem Aerhalten sind^. 

In diesem Sinne gilt der Satz: Unstetigkeiten ier ersten AUeitungen 
einer Losimg von i [m] = 0 konnen nur langs charakterisiische Manmg- 
jaUigkeiten auftreten, vorausgesetzt, daB diese unstetigen Ldsungen als 
GrenzfaUe von stetigen Ldsungen folgendermaBen entstehen: u sei 
gleichmaBiger Limes einer Folge von Ldsungen d, , welche samtlich 
in einer Umgebung der Flache M:(p = 0 stetig sind und gleichmaBig 
beschrankte Ableitungen vt besitzen. Die Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung in jedem M ausschliefienden abgeschlossenen Bereich sollen 
femer gleichmaBig gegen die entsprechenden Ableitungen von u konver- 
gieren. Die Grenzfunktion u mdge langs M sprunghaft unstetige (also 
beschrankte), aus M hinausfiihrende Ableitungen besitzen, wahrend 
die ersten und zweiten Tangentialableitungen stetig bleiben. 

Zum Beweise denken wir uns durch eine Koordinatentransformation 
die Mannigfaltigkeit Af in = 0 transformiert. Ware diese Mannig- 
faltigkeit nicht charakteristisch, d. h. wSre , x„-i, 0) =¥ 0 in 

einem Punkt von M und daher auch in einer passend kleinen Umgebung 
dieses Punktes, so konnen wir nach Division durch die Differential- 
gleichung fur v = n” in folgender Form schreiben: 

V^n+ + ^ C,* Oji + ^ « + / = 0 . 

isssl t=l 1 

Wir integrieren nunmehr diese Differentialgleichung zwischen den 
Grenzen x„ = + e und x„ =—e und erhalten dann 

e) — v„{xi , . . ., x„^i, e) + ■ • ■ = 0, 

wobei mit den Punkten ein Ausdruck bezeichnet wird, welcher, wie 
man leicht sieht, absolut genommen kleiner ist als A s, wobei A eine 
von r unabhangige positive Schranke ist. Es wird bei festem s also 

und daher auch 

I ^n(Xi, • ■ Xn — i, S) s) j = A £ . 

Nunmehr erkennen wir fiir e-^0: Die aus M hinausfiihrende erste 
Ableitung «« von « karai keinen Sprung haben entgegen unserer Voraus- 
setzung. Somit muB auf M die Relation «„„(%, . . . , _i, 0) = 0 bestehen, 

d. h. M mufi charakteristisch sein, wie behauptet wurde. 

Es sei als Aufgabe gestellt, einen ahnlichen Satz fur den Fall zu 
beweisen, daB « selbst beim Dnrchgang durch M unstetig wird^. 


^ Vgl. auch Anhaiig> § 4. 
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Hier sei lediglich noch der Fall behandelt, da6 die Flache M eine 
Unstetigkeitsflache fur u ist, langs deren u unendlich wird in der Form 

il = • • • f -^ft) } 

wobei oc ein negativer Exponent ist und U zweimal stetig differenzierbar 
sein soil. Es gilt der Satz: Die Flache 9? = 0 Mufi eine charakterisHsche 
Mannigfdtigkeit sein, 

Zum Beweise schreiben wir den Differentialausdruck L {ul nach Ein~ 
fuhrung von u ^U(p^ m der Form 

a (a— 1) 1795“ ^ (pi + %(p^'^ {U [<p] U + 2 JEaik (pi 1"]^} + (p^L [Uj . 

Multiplizieren wir mit cp^^^ und lassen dann cp gegen 0 streben, so ergibt 
sich aus L [u] = 0, wie behauptet wurde, sofort fiir 99 die Charakteristiken- 
bedingung 

( 5 ) ^(^ik(Pi9k=^0, 

i,k 

welche fiir 90 = 0 bestehen muB. 

Nehmen wir an, dafi nicht nur 99 = 0 sondem die ganze Funktionen- 
schar tp = konst, charakteristisch ist — wir kbnnen uns die Flache 9? = 0 
in eine solche Schar eingebettet denken — so fallt in der Differential- 
gleichung der erste Term weg. Multiplizieren mi L[u] daiin mit 99^''* 
und lassen wiederum 99 gegen 0 streben, so entsteht die weitere Relation 

L^[<p]U 2 ^ Ui<p)i = 0 , 

welche eine Bedingung fiir U auf der charakteristischen Mannigfaltig- 
keit 9 = 0 darstellt; und zwar konnen wir mit der Bezeichnung von 
§1,2 diese Bedingung sofort in die Form setzen 

( 6 ) 2^ + AU = 0. 

wobei 

A=L'[(p]=^JE aij, (pik + ^ h<pi 


ist. Diese Relation fiir U sagt aus: 

Der Koeffizient U der Unstefigkeit langs eines charakteristischen 
StraUes (vgl. § 1, Nr. 2) genugt einer gewohnlichen linear en homogenen 
Differentialgleichung. 

Langs dieses Strahles konnen wir .4 als gegebene Funktion von s 
ansehen und haben dann, wenn U fiir s = 0 wird, auf dem Strahl 
allgemein 


U{s)^U^e 




Die Unstetigkeit U fflanzt sich also langs der charakteristischen Strahlen 
in einer von vornherein iekannten Weise so fort, dafi sie rdfgC'nds ver-- 
schwinden kann, wenn sie nicht identisch verschwindet. 
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Die \'erhaltnisse warden besonders iibersichtlich, wenn wir wiederum 
n = m -I- i, = (f == f — t setzen nnd annehmen, daB die Koeffi- 
zienten nnr von abhangen, daB ist fiir i=^n und 

daB = 1 ist. Wir erhalten dann als Bedingnng ftir die Unstetigkeits- 
flache identisch in x \, . die partielle Differentialgleichung 

m 

(7) Xa.ikWiWk=^- 

4 , ife = 1 

Der charakteristische Parameter s wird mit der Zeit t identisch. Es 
gilt die Relation 

2 ^-^ + AU^O 

nunmebr identisch in 

3 . Die Differentialgleichung langs einer charakteristischen Mannig- 
faltigkeit. Ausbreitung der Unstetigkeiten langs der Strahlen. Die 
Fortpflanzungsrelation (6) gilt unverandert fiir die Intensitaten der 
verschiedenen in Nr. 1 betrachteten Arten von Unstetigkeiten. Wir 
wollen dies beweisen, indem wir, wie schon vorher in § 1 , 2 angekiindigt, 
die Aussagen der Differentialgleichung 

( 8 ) Uik Uik + ZbiUi + cu = 0 

langs einer vorgegebenen Mannigfaltigkeit 99 = 0, insbesondere einer 
charakteristischen Mannigfaltigkeit, naher analysieren. Hierbei diirfen 
wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit die betrachtete Mannig- 
faltigkeit f = 0 bzw. die Flachenschar 9? = c in die Koordinatenebene 
x^= 0 bzw. in die Ebenenschar Xn==c transformiert annehmen. Zur 
Formuliening der so gewonnenen Aussage fiir beliebige Mannigfaltig- 
keiten 9? = c konnen wir uns dann der oben bewiesenen Invarianztat- 
sachen bedienen. 

Wir schreiben die Differentialgleichung in der Form 

M — 1 n — 1 1 

( 9 ) X + X h»i + cu + a„„u„„-\-2X + h„u „=0 

4,^ = 1 i = l 

Oder, indem wir die Ausdriicke zusammenfassen, welche nur innere Diffe- 
rentiation auf der Mannigfaltigkeit M : x^^ 0 enthalten, also Differentia- 
tion nach x^, , . x„-.i, und diese Ausdriicke zusammen als / bezeichnen 

(10) J + a„„u„^ + b„u„+2Xai„Ui„ = 0. 

Nach,§ 1,2 ist zu den Flachen x^ — O und allgemein zu den Flachen 
x^:= c die Transversaldifferentiation durch 


n 
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definiert. Setzen wir also auf M zur Abkurzung u^— v, so geht unsere 
Differentialgleichung fiber in 

0^) I-r‘Zn„v„~2-^j^d„v = 0. 

1st die Mannigfaltigkeit 3f charakteristisch, so ist auf ihr 

und eine innere Ableitung. Somit laBt (li) erkennen: 

Isi M eine charakteristische Mannigfaltigkeit, so stellt die Gleichimg (11) 
eine Bedingung fur die aus M herausfUhrende Ableitung v von u dar. 
Wenn M :.■?„ = 0 eine charakteristische Mannigfaltigkeit ist, so lautet 

(11) auf M 

(12) / + 2-^ + = 0. 

Nun ist, wie wir oben in § 1,2 sahen, der Ausdruck 

A = L' [9?] = ^ aixcpik + ^ bifi 
i,k=i 1=1 

gegenfiber Koordinatentransformationen invariant. Da L' [cp] = b„ ffir 
(p = x„ gilt, so kdnnen wir nunmehr sofort allgemein ffir eine beliebige 
charakteristische Mannigfaltigkeit 9 J = 0 unsere Gleichung (12) in der 
Form 

(13) 7 + 2|l + Ar; = 0 
schreiben, wobei 

A = L' [93] = ^ ttikcpik + H bi<Pi 

i, k i 

ein langs der Mannigfaltigkeit bekannter Ausdruck ist. Diese Gleichung 
( 13 ) stellt langs der charakteristischen Mannigfaltigkeit M eine gewohn- 
liche lineare Differentialgleichung erster Ordnung fur die hinausfuhrende 
Ableitung v = u^ dar, und zwar gilt eine solche gewohnliche Differential- 
gleichung langs jedes der die charakteristische Mannigfaltigkeit M 
erzeugenden Strahlen mit dem Parameter s. 

Nunmehr erhalten wir die fraglichen Sprungrelationen fur die Sprung- 
groBen folgendermaBen: Zunachst nehmen wir an, daB langs M die 
Funktion u stetig ist und ebenso die tangentialen (inneren) Ableitungen 
von M, wahrend die hinausfuhrende Ableitung = v einen Sprung 

{%) = (v) = K 

erleiden soil. Wir verfolgen diese Sprungintensitat x langs eines in M 
liegenden Strahles mit dem Parameter s, schreiben die Gleichung (11) 
ffir zwei Punkte P+, P_ auf zwei verschiedene Seiten von M, subtra- 
hieren, und lassen P+ und P_ in einen Punkt P von M riicken. Dann 
erhalten wir, indem wir M wieder in der Form x„ = 0 annehmen und 
die Bedingung = 0, ebenso wie die Tatsache, daB / stetig dutch 
M geht, beriicksichtigen 
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( 14 ) 2 ^^A^ = 0 

mit 

A = b„=^L'[<p]. 

D. h. die Sfrungintensitiit k pflanzt sich Idngs des Sirahles nach demselben 
Geseiz wie U in (6) fori. Sie kann nirgends Idngs eines Sirahles ver- 
K/' schwinden, wenn sie dort in einem einzigen Punkt von Null 
X verschieden ist. 

p X Wenn die ersten Ableitungen von u noch stetig durch 

/ M hindurchgehen, nnd ebenso die durch innere Differen- 

/ tiation einer ersten Ableitung erhaltenen zweiten Ab- 

/ leitungen, dann werden nach Nr. 1 die Sfriinge der zweiten 

/ Ableitungen durch den Sprung 

« = Kp) = 

der zweiten hinausfiihrenden Ableitung bestimmt. Wiederum gilt fur 
diese Sprunggro^e die Fortpflanzungsrdation ( 14 ), falls — nach §1,2 ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit — die charakteristische Mannigfaltigkeit 
95 = 0 in eine Schar charakteristischer Mannigfaltigkeiten <p = c einge- 
bettet vorausgesetzt wird. Zum Beweise brauchen wir, indem wir zu- 
nachst diese charakteristischen Mannigfaltigkeiten in die FlSche Xn = c 
transformiert denken, wiederum nur von der Gleichung (11) auszugehen, 
diese nach x„ zu differenzieren und dann die obige Uberlegung zu 
wiederholen. Dabei haben wir zu beriicksichtigen, dafi die GroBen /, 

, . . . stetig durch M hindurchgehen, und daB nach uiiserer Vor- 

dXn 

aussetzung a„„ — 0 identisch in alien n Veranderlichen gilt. 

Es sei betont, daB genau dieselben Sprungrelationen auf Grund 
desselben Beweisverfahrens auch fur die Sprungintensitdten hoherer 
Ableitungen gelten, falls solche Unstetigkeiten erst in hoheren Ableitungen 
auftreten; daB femer die Relation auch dann bestehen bleibt, wenn es 
sich um Unstetigkeiten der Funktion u selbst handelt, vorausgesetzt, daB 
diese Unstetigkeiten den in Nr. 2 beschriebenen Charakter besitzen. 

4 . Physikalische Deutung. Schattengrenzen. Die anschauliche 
Bedeutung des Strahlenbegriffs in seiner Beziehung zum Begriff der 
Wellenfront ergibt sich am besten wieder nach Auszeichnung der Variablen 
Xn = i als dcT Zeitvailablen. Die Charakteristiken sind dann im 

z-Raume fortschreitende Wellenfronten t = y)[Xi, x„) und die 
Strahlen zugeordnete sie durchschneidende Linien. Die Relation ( 14 ) 
aus Nr. 3 besagt; Wenn auf einer solchen fortschreitenden Wellenfront 
zu irgendeinem Zeitpunkt an einer Stelle eine der betrachteten Un- 
stetigkeiten der zugehorigen Ldsung «(zi, . . ., x^, t) vorliegt, so pflanzt 
sich die Intensitat dieser Unstetigkeit nach dem obigen Gesetz ( 14 ) 
Ihngs des Strahles fort, welcher durch den betrachteten Anfangspunkt 
geht. Weim z. B. auf der Flache f = 0 zur Zeit t = 0 auf einem Meinen 
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Fleck schon die ersten Ableitungen von u unstetig sind, wahrend sonst 
auf dieser Anfangsflache nur Spriinge hdherer Ordnung der Ableitungen 
vorliegen, so wird der betrachtete Unstetigkeitsfleck sich langs des 
Strahlenbiindels, welches dutch ihn geht, als scharf begrenzter Fleck 
fortsetzen. Es ist also dadurch gewissermaBen das Phanomen einer 
Schaitengrenze dargestellt. 

Hierbei ist immer zu beachten, daB bei dieser ganzen Betrachtung 
stets eine bestimmte Losung der Differentialgleichung Z, [w] = 0 zugrunde 
liegt, bei welcher wir voraussetzen, daB sie eine solche mit der Zeit 
fortschreitende Unstetigkeitsflache besitzt. 

5. Strahlenkonoid. Zusammenhang mit der Riemannschen MaB- 
bestimmimg. Wir erhalten die samtlichen Strahlen zur linearen Diffe- 
rentialgleichung 

(8) L\u\ — ^ ^ 6,-% + CM + ^ = 0 

als die Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 

( 5 ) = 0, 

wobei wir — x„ und (p—Q setzen konnen. Wir 

nehmen wie in Kap. I, § 4 und II, § 3 an, daB die samtlichen Strah- 
len, welche durch einen gegebenen Punkt des . . . , ar„-Raumes 
gehen, dort wiederum eine kegelartig verlaufende Flache bilden, das 
sog. Strahlenkonoid, welches eine Integralflache der charakteristischen 
Differentialgleichung ( 5 ), also eine charakteristische Flache ist. Dabei 
sei nochmals hervorgehoben, daB wir hier diese partielle Differential- 
gleichung in n — \—m unabhangigen Veranderlichen betrachten, welche 
vermoge der Bedingung 9? = 0 entsteht, und daB wir demgemaB ein 
Strahlenkonoid im «-dimensionalen Raum R„ der n Variablen x^,...,x„ 
zugrunde legen^. Wird dieses Strahlenkonoid durch eine Gleichung 
cp{xy,..., Xn) = 0 dargestellt, so erfiillt 95 die charakteristische Bedingung 
(5) fiir 9? = 0. 

Die das Konoid definierenden Strahlen werden gemaB § i , 2 durch 
das System gewohnlicher Differentialgleichungen 

( 15 ) Xi = ^ = Zaa(pt 

^ Sehen wir die charakteristische Differentialgleichung Z (pk^ 0 als eine 

1 

partielle Differentialgleichung fhr 93 in den n Variablen an und betrachten 

deren charakteristische Strahlen im n l-dimensionalen Raum der Variablen 
Xn» so wiirden wir nichts neues gewinnen, weil wegen der HomogenMt 
der Differentialgleichung im w + 1 -dimensionalen Raum i durch einen ge- 
gebenen Punkt doch nur eine n — 2 -dimensionale Mannigfaltigkeit von charak- 
teristischen Strahlen existiert, welche alle in einer Ebene q> = konst, liegen. Diese 
Ausartung wird vermieden durch Zuriickgehen auf die Differentialgleichung in 
n — i unabhangigen Veranderlichen, welche charakteristische Grundmannigfaltig- 
keiten definiert. 
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definiert. Bedeutet die zu {aih) reziproke Matrix, so gilt identisch 

i, k t, k 

Fiihren wir also im fz-dimensionalen Raum eine MaBbestimmung mit 
dem Linienelement 

(16) da^ = Aikd Xi d Xj^ 

i,k 

ein, so werden vermoge der Charakteristikenrelation die erzeugenden 
Strahlen des Konoids ,,Nullstrahlen'\ d. h. Linien langs welchen da = 0 
ist, Oder Linien, fiir welche die Entfemung zwischen je zwei Punkten, 
auf ihnen gemessen, verschwindet. Und umgekehrt sind alle Null- 
linien dieser MaBbestimmung charakteristische Strahlen unserer Differen- 
tialgleichung L [u] = 0. 

Dies ) Verhaltnisse werden anschaulicher, wenn wir wiederum t = 
Xn = Zeitkoordinate auszeichnen und den speziellen Differential- 

gleichungst 5 rpus 

m 

( 19 ) Uti— JE aii,Uii, = 0 

i,k = l 

betrachten, wobei die Matrix {aiJj positiv definit sei und in den 
Koeffizienten j die Zeit t nicht mehr vorkonmien mbge. Die Charak- 

teristiken i = y){xi x J = 0 erfiillen dann die echte partielle Diffe- 

rentialgleichung 

( 20 ) = 1 - 

Die Differentialgleichung der charakteristischen Strahlen der Wellen- 
front t = ip war 

( 21 ) = 

*=i 

und die Gesamtheit aller moglichen Strahlen ist mit der Gesamtheit 
der charakteristischen Kurven der partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung (20) identisch. Alle durch einen festen Punkt des Raumes R„ 
gehenden Strahlen bilden im R„ das zugehorige Strahlenkonoid, welches 
wir in der Form t = (o{xi, . . x„) dargestellt denken, oder allgemein 

t CO (Xj, . ■ . , Xjjj, X-^j • • • f Xfjj = CO {x f X®) , 

wobei X® 'den Punkt mit den Koordinaten x® des Knotenpunktes des 
Strahlenkonoids bedeutet. 

Dieses Konoid stellt sog. Kugdwellenfronten um den Anfangspunkt 
als Storungszentrum dar, wobei die Wellenfronten im R„ durch i = co 
gegeben sind. Es ist hier, wenn mederum (A,*) die zu (a,*) reziproke 
Matrix bedeutet 

(22) ^ Aa XiX^ = Z aik fi Wk = 1 

langs der Strahlen. Fiihren wir nunmehr im w-dimensionalen Raum R 
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die MaBbestimmung mit dem Linienelement 

( 23 ) ^ Aij^dXidXk 

i,k = l 

ein, so bedeutet t die Lange auf diesen Strahlen, und die Flache y) = i 
ist wirklich im Sinne dieser MaBbestimmung eine Kngel mit dem Radius t 
um den Mittelpunkt xP, falls man Entfemungen langs der Strahlen 
miBt 

Diezu (19) gehSrige MaBbestimmung imEaum R„ wird durch das 
Linienelement 

( 24 ) da^ = di ^ — dQ^ 

gegeben, wobei die geodatischen Linien nunmehr den Nullinien der 
MaBbestimmung entsprechen. 

Zeitartig heiBt eine Richtung dx^ jetzt, wenn 

m 

Ai^dXidxk>Qi 

t, A sss 1 

ist, raumartig ein Flachenelement der Flache <f{x^ x„, i) == 0, 

wenn 

m 

ft — X 

gilt (vgl. § 1, Nr. 2, SchluB) ; also ist insbesondere die Zeitachse dxi = 0 
tatsachlich zeitartig und der Raum <p = t = 0 tatsachlich raumartig. 
Das Beispiel der Wellengleichung 

Utt—Au = 0 

erlautert unsere allgemeinen Begriffe unmittelbar. Die entsprechenden 
Linienelemente sind dq^ — XdXi bzw. da^ = dt^—Xdxt 

6. Die Huygenssche Konstruktion der Wellenfronten. Strahlen- 
kegel und Richtungsausbreitung. Wir betrachten eine mogKche 
Wellenfront, d. h. eine Losung t ~ ip [x^, x„) der Differential- 
gleichung (20). Die Kugelwellen zum Punkt seien wiederum mit t = 
CO (%, . . x„, Pg) bezeichnet. Wir konnen dann die folgende Huygens- 
sche Konstruktion verwenden, um eine W'ellenfront zur Zeit t zu konstru- 
ieren, wenn sie zur Zeit i = 0 mit einer vorgegebenen Flache Wg identisch 
ist. Um jeden Punkt Pg von Wg betrachten wir die Kugelwellenfront 
t = (o{x, Pg) und bilden bei festem positiven t die Enveloppe aller dieser 
Kugeln im x^, . *„-Raum, indem wir Pg fiber Wg laufen lassen. So 
entsteht eine Flache t = f{xi, . . x„), welche die gesuchte Wellenfront 

^ Der Vergleicli mit Kapitel II, § 9 zeigt sofort, daB diese Strahlen nichts anderes 
sind als die geodatischen Linien im Sinne des Variationsprinzips zn dem Inte- 
granden 

1/2 AikXiXkdt. 

J r 
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enthalt. Mit anderen Worten: Die Wellenfront zur Zeit t wiri gegeben 
durch die Enveloppe der im Sinne iinserer obigen MaPhestimmung defi- 
nierten Kugeln voni Radius t um die Punkte der W ettenfront zur Zeit t~Q. 

Die Begriindung ergibt sich unmittelbar aus der Theorie des voll- 
standigen Integrals und der zugehorigen Enveloppenkonstruktion der 
Lbsungen des Anfangswertproblems von Differentialgleichungen erster 
Ordnung (vgl. Kap. II, § 4 und 8). 

Es sei auf ein beim ersten Anschein paradoxes V erhalten hingewiesen : 
Nehmen wir an, sei eine Losung der Differentialgleichung 

i [tt] = 0 mit der Wellenfront t = f . Diese Wellenfront mbge aus einer 
einzigen mit der Zeit sich durch den Raum R„ bewegenden Flache Wt 
bestehen. Gehen wir von der Wellenfront aus, so kann die Huygens- 
sche Wellenkonstruktion — wie im Beispiel der Wellengleichung — zur 
Zeit i > 0 nicht eine sondem zwei „geometrische Parallelflachen" Wt 
und Wt iiefem, welche beide der charakteristischen Differentialgleichung 
geniigen. Aber nur eine von beiden ist nach Voraussetzung tatsachlich 
Trager der Unstetigkeit von u zur Zeit t, namlich diejenige welche 
tatsachlich dem spateren Zeitpunkt t entspricht, wahrend die andere 
Flache unter unserer Voraussetzung dem Zeitpunkt — t entsprechen 
wiirde 

7, Strahlen- und Normalenkegel. Die Beziehungen zwischen Strahlen 
und Wellenfronten konnen in zweckmaBiger Weise mit Hilfe eines 
allgemeinen geometrischen Begriffs dargestellt werden. Wir betrachten 
zunachst den Fall konstanter Koeffizienten und gehen von der Bemerkung 
aus, daB die Charakteristikenbedingung in einem Punkte primar nicht 
den Mongeschen Kegel der charakteristischen Strahlen liefert, sondem 
eine Bedingung fiir die Richtungen der moglichen Normalen von charak- 
teristischen Flachenelementen. Tragen wir diese Normalenrichtungen 
als Vektoren | eines rechtwinkeligen li, . . . , ^„-Raumes, den wir mit 
dem iCn-Raume identifizieren, vom NuUpunkte aus ab, so liegen 

ihre Endpunkte auf dem ..Normalenkegel" mit der Gleichung 

1 

Die charakteristischen Richtungen bzw. Strahlen durch den Null- 
punkt bilden den Mongeschen Kegel 

n 

j:AaXiXk = 0, 

1 

den wir ,,Strahlenkeger‘ nennen. Die Seitenlinien des Normalenkegels 
sind normal anf den Tangentialebenen des Strahlenkegels und um« 

^ Eine charakteristische Flache kann, braucht jedoch nicht notwendig Un- 
stetigkeiten der Losung u zn enthalten. und die Enveloppenkonstruktion kann 
ohne Widerspruch zu unserer Theorie auch zu Flachenstiicken fiihren, aujf denen 
die Welle zur Zeit nicht unstetig ist. 
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gekehrt. Beide Fiachen sind reziprok zueinander in folgendem Sinne: 
Wir definieren im Biindei durch den Xullpunkt eine Kollineation, welche 
jedem Strahi die Polarebene in bezug auf den imaginaren Kegel 

n 

1 

zuordnet. Dann ist jeder der beiden Kegel die Enveloppe der Polar- 
ebenen zu den Strahlen des anderen. 

In dem speziellen Falle der Differentialgleichung (19) erhalten wir 
als Schnitte der beiden Kegel mit der Ebene = t = die Fiachen 

A = ^ ~ I 

1 

bzw. 

fft 

S ^ -^ik ^ > 

1 

welche wir ,,Normalenfldche'‘ bzw. „Sirahlenfldche'' nennen. Sie sind 
reziprok zueinander im m-dimensionalen Raume vermoge der Kollineation, 
welche jedem Punkte seine Polarebene in bezug auf die Flache zweiter 
Ordnung 

2:if + i=o 

1 

zuordnet. Jede der beiden Fiachen S = 0 und iV = 0 ist die Enveloppe 
der Polarebenen zu den Punkten der anderen. 

Als Beispiel sei erwahnt, daB bei der Differentialgleichung 

Uft * * * '^XnXn^^ 

Strahlenkegel und Normalenkegel ebenso wie Strahlenflache und Nor- 
malenflache zusammenfallen und durch die Gleichungen 

i = l 

gegeben sind. 

Dagegen ist fiir 

Utt — u^^—2Uyy = 0 

der Normalenkegel durch 
und der Strahlenkegel durch 
dargestellt. 

Sind die Koeffizienten Uik der Differentialgleichung nicht konstant, 
so bleibt die Betrachtung unverandert; nur haben wir dann zu jedem 
Punkte gesondert Strahlenkegel und Normalenkegel, bzw. Strahlen- 
flache und Normalenflache zu betrachten. 

Um entsprechende Zusammenhange in § 3 Probleme hoherer 
als zweiter Ordnung anwenden zu kdnnen, wo sie fiir die Beschreibung 

Couraat-Hilbert, Mathematische Kiytik II. 24 
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der Verbaltnisse niitzlich sem werden, definieren wir allgemein als 
Reziprokaltransformation im Btindel durch den NuUpunkt des oder 
,r-Raumes wieder die obige Kollineation, und entsprechend die Rezi- 
prokaltransformationen in der Ebene Xn = t= — i. Somit ordnen wir 
jedem Kegel iV(|)=0, 


wobei N eine homogene Funktion der Koordinaten fi, ist, die 

Enveloppe der zn den Strahlen gehorigen Polarebenen in bezng auf 

^|f=0 zu, und jeder Flache die Enveloppe der Polar- 

1 »* 

ebenen Hirer Punkte in bezug auf ^ If + i = 0. Diese Transformation 

1 

ist wiederum reziprok. Sie ist femer eine Beriihrungstransformation, 
indem sie einer Tangentialebene an N in einem Punkte P Benihrungs- 
punkt der P entsprechenden Ebene auf S zuordnet. Femer: Eine kon- 
vexe Flache N wtrd iransformiert in eine konvexe Flache S. Endlich: 
Eine konische Spitze von N, i. h. ein singuldrer Punkt, in welchem es 
eine m-l-parametrige Schar von Tangentialebenen an N gibt, geht in ein 
ebenes Stuck von S uber, 

8: BeispieL Die Poissonsche Wellengleichung in drei Raum- 
dimensionen. Fiir das Auftreten der inneren Ableitungen auf einer 
charakteristischen Mannigfaltigkeit und fiir die Bedeutung dieses Pha- 
nomens ist die Poissonsche Wellengleichung 


( 32 ) L [u] = Uit—Au = — = 0 

ein instniktives BeispieL Wir wollen kurz unter Benutzung unserer 
Begriffsbildungen das schon friiher (Kap. Ill, § 6, 2) behandelte und 
noch naher in § 5 zu diskutierende Anfangswertproblem dieser Glei- 
chuBg losen, wobei fiir if = 0 die Anfangswerte u[x, y, z, 0) = y {x, y, z), 
Ui{x, y,z, 0) y, z) vorgeschrieben sind. Wir fiihren die folgenden 

Differentiationssymbole ein 


A, 

und 



A 

ds 



bzw. 



d 

dv 


x^ + y— + zj--{t-r) 


' dx 


dt 


Daiui sind auf dem durch den Punkt (0, 0. 0, t) gehenden charakteristi- 
schen Kegel K-. 


{t — xY — — z* = 0 

die Differentiationen A^, Ag und die charakteristische Ableitung 
innere Differentiationen, wahrend die normale Ableitung auf diesem 
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Kegel K bedeutet. Das Auftreten der inneren Ableitungen auf K kommt 
in der folgenden Identitat zum Ausdruck 


I = _ (.-r) 


die fiir (i— t)* = + y® + 2 “ gilt. Nnn ist auf der dreidiinensionalen 
Kugel a:® + y® + 2 * = konst, das Oberflachenintegral von A-^ [d1 fiir eine 
beliebige Funktion v gleich Null, da das Integral fiber einen Schnitt- 
kreis mit z = konst, nach der Definition von verschwindet. Dasselbe 
gilt natiirlich fiir entsprechende Oberflachenintegrale von A^lv] und 
Aj[i;] und somit auch von + + A®) v = W[v]. Nun bilden wir 

mit dem Ausdruck— ^ — Wfu] das Integral 



i$do) 


tiber den Mantel des charaJcteristiscben Halbkegels K fiir ^>0. Man 
erhalt dann wegen L[u] = 0 zunachst 




d$ do = 0 


und nach Integration 

( 34 ) 4%x^u{P)~J f ud(o-r J j^dco^O, 


wobei die Integrale xiber die Oberflache der Kugel t* 

zu erstrecken sind. Dies aber ist die schon von fniher Kapitel III, § 6 
her bekannte AuflosungsformeL 

Fiir die unhomogene Poissonsche Gleichung erhalten wir ebenfaUs 
auf dieselbe Art die Auflosungsformel aus Kapitel III, § 6, 4. 

Die hier gegebene auf Beltrami zuriickgehende Methode beruht dar- 
auf, daB wir die Aussage der Dif ferentialgleichtmg langs des charakteristi- 
schen Kegels mit Hilfe innerer Differentiationen in besonders einfacher 
Weise schreiben konnen. Dabei ist es moglich durch Integration nur 
Itngs des Kegehnantels einen Ausdruck der Funktion an der Kegelspitze 
durch Anfangswerte langs des Grundkreises zu erhalten und so die 
Losxmg zu gewinnen und zugleich den Huyghensschen Charakter der 
Differentialgleichung evident zu machen. 

Eine genau entsprechende Integrationstheorie fiir eine beliebige lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche durch Integrationsprozesse 
innerhalb -des charakteristischen Konoides zum Ziele fuhrt; kann es des- 
halb nicht geben, weil mit ihr eine allgemeine Giiltigkeit des Huyghens- 
schen Prinzipes verbunden ware, welche ja nicht besteht. Es ist eine 
noch offene Frage, wie man im Sinne der Gberlegungen dieser Nummer 

24 * 
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durch Diskussion der Differentialgleichurig langs charakteristischer 
Mannigfaltigkeiten zu notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
fiir die Giiltigkeit des Huyghensschen Prinzipes gelangen und in diesen 
Fallen die Integration der Differentialgleichung durchfuhren kann. 


§ 3. Charakteristiken bei Problemen hoherer Ordnung. 

Der Begriff der Charakteristiken und die charakteristische Relation 
ergibt sich bei Differentialgleichungsproblemen hoherer Ordnung und 
bei Systemen von Differentialgieichungen analog zu Differential- 
gieichungen zweiter Ordnung. Wir gehen von einem Anfangswert- 
problem aus. wobei die Anfangsdaten langs einer Mannigfaltigkeit M\ 
= Q gegeben sind, und stellen die Frage, ob fiir eine Funk- 
tion u. die der Differentialgleichung geniigt, in einem Punkte dieser 
Anfangsmannigfaltigkeit die hinausfiihrende Ableitung bestimmt ist 
Oder ob die Differentialgleichung eine zusatzliche Bedingung fiir die 
Anfangswerte durch ihre Anfangswerte darstellt. Wenn dieser zweite 
Fall der Alternative uberall langs der Mannigfaltigkeit 93 = 0 eintritt, 
heiBt diese charakteristisch, und alle Uberlegungen der vorigen Para- 
graphen lassen sich in einfacher Weise sinngemaB ubertragen. Wir 
begniigen uns mit einigen typischen Fallen. 

1. Lineare Differentialgieichungen hoherer Ordnung. Es sei z. B. 
ein linearer Differentialausdruck vierter Ordnung 


n 

(i) L\u]— JS 

vorgelegt, wobei die Koeffizienten gegebene Funktionen der unab- 
hangigen Veranderlichen sind. Die zugehorige Differential- 

gleichung sei 


(2) L [«] -f- J = 0 , 

wobei h ein Ausdruck ist, welcher auBer den unabhangigen Verander- 
lichen noch M und die Ableitungen bis zur dritten Ordnung enthalten 
darf. Wir betrachten den Differentialausdruck bzw. die Differential- 
gleichung langs einer Anfangsmannigfaltigkeit M: cp[x-^, . . = 0 
und denken uns statt der Variablen im Raum neue Veranderliche 
7 i, . . . , 2„-i, il„ eingefiihrt, wobei A, = 9 ? (arj, . . . , x„) ist und also , A„_ j 
wieder die ..inneren" Variablen in M bedeuten. Bei Transformation 
von L [u] auf die neuen Veranderlichen geht dieser Differentialausdruck 
fiber in die folgende Gestalt 


wo 




(3) Q= ^ 

i, k, I, m 

ist und die Punkte einen Ausdruck bedeuten, in welchem die vierte 



§ 3- Charakteristiken bei Problemen hoherer Ordnung. 


373 


hinausfiihrende Ableitung nicht mehr auftritt. 


Wir erkennen also 


tatsachlich wieder das Bestehen der Alternative: Entweder e$ ist in einem 
Punkte P von M der Ausdruck Q von 'Still verschieden. Dann hestimmt 


die Differeniialgleichung (2) 


in P die vierte kinausfiihrende Ableitung 


d(p^ 


eindeuitg, sobald u und die , Ableitungen vo?i u bis zur dritteti Ordnung 
Idngs M vorgegeben sind. Oder es ist (2 = 0; dann ist L in P ein 
innerer Differentialausdnick in der zu M gehdrtgen Sireifenmannigfaltig- 
keit dritier Ordnung und die Differeniialgleichung (2) stellt cine weitere 
Bedingung filr diese Anfangsstreifenmannigfaltigkeit dar. 

Ist die Bedingung Q~0 langs der ganzen Anfangsmannigfaltigkeit M 
erfiillt, so heiBt M eine charakterisiische Mannigfaltigkeit. Die Char ok- 
teristikenbedingung lautet also 


(4) ^ = 0 , 

i, — l 

vorausgesetzt, daB 93 = 0 ist. Genau wie bei zweiter Ordnung ist sie 
aquivalent einer partiellen Differentialgleichung mit n—\ unabhangigen 
Ver^derlichen fur eine Funktion . . . , wenn wir die charakte- 
ristische Mannigfaltigkeit in der Form ip = = 0 darstellen. Fassen 

wir (4) als eine partielle Differentialgleichung fiir die Funktion 93 von 
n unabhangigen Veranderlichen auf, so erhalten wir in 9? = konst. = c 
eine einparametrige Schar von charakteristischen Mannigfaltigkeiten 
und umgekehrt. 

Ganz Entsprechendes gilt fiir eine lineare Differentialgleichung von 
irgendwelcher Ordnung. Stets wird die charakteristische Bedingung 
dargestellt durch das Verschwinden einer homogenen Form Q in den 
Ableitungen (p^ der Funktion 93. 

Der Begriff der Strahlen oder Bicharakteristiken, welche als charakte- 
ristische Kurven der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (4) 
erscheinen, ubertragt sich unmittelbar von der zweiten Ordnung auf 
beliebige Ordnung, und dasselbe gilt fiir alle die im vorigen Paragraphen 
dargestellten Zusammenhange. Genau wie bei zweiter Ordnung gilt: 

Fiir lineare Differentialgleichungen mit konsianten Koeffizienten sind 
die Strahlen stets gerade Linien. 

Es sei hier nochmals hervorgehoben, daB sich die Typeneinteilungen 
von Differentialgleichungen an die Realitatsverhaltnisse der Form Q{q)) 
bzw. die entsprechenden Verallgemeinerungen bei hoherer Ordnung 
ankniipft (vgl. Kap. Ill, § 4). Falls diese Form definit ist, reelle 
Charakteristiken also nicht moglich sind, heiBt die lineare Differential- 
gleichung eUiptisch, ist sie indefinit ohne auszuarten, so heiBt sie hyper- 
hoUsch. Unter alien diesen Moglichkeiten indefiniter Formen ist jedoch 
vom Standpunkte der Anwendungen der Fall der total hyperbolischen 
Differentialgleichungen ausgezeichnet (wie schon in Kap. Ill, § 4 
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hervorgehoben wurde), und zwar durch folgende Bedingung. Wenn es sich 
um eine Differentialgleichung der Ordnung k handeit, so soli der ,,iVor- 
malenkeger ^ = 0 im f„-Raume, den wir bei der Ersetzung 

k 

erhalten, aus “ reellen einander umschlieBenden Manteln be- 

stehen. Es muB also die Ordnung k eine gerade Zahl sein. Tat- 
sachlich zeigen die Differentiaigleichungen hdherer Ordnung fiir Aus- 
breitungsprobleme der Physik stets einen solchen total hyperholischen 
Typus. Z. B. ist die Differentialgleichung fiir u {%, y, t) 

'^^xxxx ^'^^xxyy '^yyyy ~ ^ 

nicht total hyperbolisch, weil der zugehorige Normalenkegel 

ft — ^ Q 

nicht zwei, sondem nur einen reellen Mantel besitzt* Dagegen ist die 
Differentialgleichung 



total h};perbolisch. Ihr Normalenkegel {t^— x^—y^) {Afi— — y^) = 0 
besteht aus zwei reellen Teilen, namlich zwei Kreiskegeln, ihre Normalen- 
flache aus zwei konzentrischen Kreisen x^~\- y^=^ i, 

Im Falle von quasilinearen bzw. nichtlinearen Differentiaigleichungen 
hoherer Ordnung bleibt im wesentlichen alles unverandert, nur bezieht 
sich dann die Charakteristikenbedingung stets auf eine vorgegebene 
Integralflache bzw, auf eine vorgegebene Integxalstreifenmannigfaltigkeit 
genau wie bei zweiter Ordnung oder wie bei zwei unabhangigen Ver- 
anderlichen (vgl. Kap. V, § 2). 

2. Systeme von Differentiaigleichungen. Hydrodynamik. Wir be- 
trachten als ein Beispiel fiir ein nichtlineares Problem das System der 
Differentiaigleichungen der Hydrodynamik kompressiUer Flussigkeiten 
in der Ebene, wobei gleichzeitig der Charakteristikenbegriff fiir ein 
Differentialgleichungssystem nochmals erlautert wird und sich auch 
einige an sich interessante Zusammenhange ergeben werden — den Fall 
der stationaren Bewegung haben wir schon in Kapitel V, § 2, 5 behandelt. 
Sind die Geschwindigkeitskomponenten und die Dichte der Fliissigkeit 
als drei Funktionen u{x, y, t), v{x, y, t), q(x, y, t) gesucht und ist wie 
friiher p (g), mit p' (g) > 0, die Druckfunktion, so lauten die quasilinearen 
Eulerschen Differentiaigleichungen der Bewegung 


( 5 ) 


QUf ■A’ QUUj(-\- QV Uy p' =0 

QVt + QUV^ + QVVy + f Qy =0 
Qt + UQ, + VQy+ Q[u^+Vy)^0, 


(p {Xy yj)x=z 0 sei eine Anfangsmaimigfaltigkeit, langs welcher u, v, q ge- 
geben seien. Dann sind langs dieser Anfangsmannigfaltigkeit durch die 
Anfangswerte die samtlichen Ableitungen von u, v, q insbesondere die 
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nach auBen ftihrenden Ableitungen u^, v^, eindeutig bestimmt, es sei 
derm, daB auf 9? == 0 die Charakteristikenbedingung 


( 6 ) 


2 ( 9 >< + M 9 ',-ri’ 95 y) 0 | 

0 f<py \ =0 

Q9x Qfy (pt+U(jP:, + V(pyl 


bestebt, welche nach kurzer Umrechnimg in 
( 7 ) D= Q^{<pt + uq>^ + v (py) {(<pt + M 93, + » 95 j,)* — f (95* -f 9j®)) = 0 
iibergeht. Diese charakteristischen Flachen im x, y, i-Raum oder die 
entsprechenden Kurvenscharen t — ip{x,y) in der y-Ebene, welche 
wir erhalten, indem wir (p — t—y}{x,y) setzen, sind wiederum die 
moglichen Unstetigkeitsmannigfaltigkeiten oder Wellenfronten- bei der 
Fliissigkeitsbewegung. Die Charakteristikenbedingung kann auch in 
der Form 


oder 


( 7 ") p* (f, + M X, + t) y,) {[t, -\-ux^ + v y;i^—p’ ixl + y*)) = 0 

geschrieben werden, wobei x„ y, die Richtungskosinus der Normalen 
auf der Flache <p {x, y,t) = o bedenten. Als Charakteristiken erhalten 
wir also,- je nachdem welcher Faktor verschwindet, einmal die Gebilde, 
welche durch 


( 8 ) 


Oder 


(Pt + »<Pi + V<jPy-0 

+ « *„ 4- = 0 


gegeben sind. Die Projektionen der zugehorigen Strahlen auf die x, y- 
Ebeue sind nichts als die Strowlinien der Stromung, und die Strahlen 

d X 

selbst im dreidimensionalen x, y, i-Raum sind dargestellt durch — = «, 

^ ~ V, stellen also die Stromlinien zugleich mit der Stromungs- 
geschwindigkeit dar. 

Der zweite Typus von charakteristischen Mannigfaltigkeiten wird 
gegeben durch 


(9) 


(?>« + + y<Py)^ — p'{?l + 9’y) = 0 

Oder 

[t^ + ux^ + v y^f—p' (*? + y?) = 0 


auf 93 = 0 . Die Richtungen der Strahlen oder Bicharakteristiken, gegeben 
durch das Verhaltnis dt:dx:dy stellen fiir die Unstetigkeiten wiederum 
die „Aushreit'mgsgeschmndigkeiten“ oder Strahlengeschwindigkeiten dar, 
und die Mongesche Gleichung^ des ?Mongescheil Kegels, welche zur 


1 VgL Kap. II. § s. 
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partiellen Differentialgleichung (9) der charakteristischen Mannigfaltig- 
keiten gehort, wird, we man leicht feststellt, 

( 10 ) 

In der Akustik Oder Hydrodynamik heiBt ^|■p' die Schallgeschwindigkeit, 
und Gleichung (10) bedeutet also: Die Relativgeschwindigkeit der^ Un- 
steiigkeitsausbreitung gegen die Stromung ist gleich der Schallgeschwindig- 
keit. 

Diese Verhaltnisse und ihre Beziehung zu dem schon friiher (Kap. V, 
§ 2, 5) erwahnten stationaren Fall konnen durch folgende geometrische 
Betrachtung noch weiter veranschaulicht werden. 

Bei gegebenem u und v ist der Mongesche Kegel der churtikteristischen 
Differentialgleichung im x, y-Raum miJ: der Spitze etwa im Nullpunkt 
x = y—t = 0 durch die Gleichung 


gegeben. Er entsteht also durch Projektion des Kreises {x w)^ + 
(y—v)^ = -p' in der Ebene t = i vom Nullpunkt aus. Je nachdem 

ob dieser Kreis den Nullpunkt x = 0, 
y = 0 einschliefit, d. h. je nachdem ob 
_[_ !;* < p' Oder + z)® > p' ist, wird 
unser Kreiskegel die GAchse enthal- 
ten Oder so schrag verlaufen, daB die 
<-Achse aufierhalb liegt. 

Der tibergang zum stationaren Fall 
wird nun dadurch vollzogen, daB man 
alle Ableitungen hinsichtlich t gleich 
Null setzt. Von den Tangentialebenen 
des betrachteten Mongeschen Kegels kommen dann nur diejenigen 
in Frage, wo <pt — 0 ist, d. h. Tangentialebenen, welche vertikal zur 
X, y-Ebene stehen oder die i-Achse enthalten. Ihre Beriihrungslinien 
mit dem Kegel liefem die beiden charakteristischen Richtungen im 
stationaren' Fall. Nun sind die beiden Tangentialebenen an den 
Mongeschen Kegel durch die i-Achse reell und verschieden dann und 
nur dann, weim die ^-Achse auBerhalb des Kegels liegt, d. h. also 
nach dem Obigen, falls die Stromungsgeschwindigkeit + groBer 
als die Schallgeschwindigkeit j/^' wird. Unser friiher in Kapitel V, § 2 
gewonnenes Resultat iiber die stationare Fliissigkeitsbewegung wird also 
dadurch vom allgemeinen Fall aus wiedergewonnen. 



3. Weitere Systeme. Krystalloptik. Wir haben schon im Kapitel III, 
§ 4 ausgehend von etwas anderen Gesichtspunkten die Charakteristiken- 
bedingung fiir die Maxwdlschen Gleichungen hergeleitet. Hier wollcn 
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wir die physikalisch und mathematisch interessante \ erailgemeinerang 
der fiir den Ather geltenden Maxwellschen Gleichungen auf den Fall 
der Krystalloptik betrachten. Die allgemeinen ilaxwellschen Gleichungen 
zwischen dem magnetischen \"ektor §, dem eiektrischen Vektor Q, 
der eiektrischen \’erschiebung 2: und der magnetischen Verschiebung S 
iauten, wenn c die Lichtgesch\™digkeit ist, und der Punkt Differentiation 
nach der Zeit t bedeutet 

(«) rot§ = r2. rotg = — is, 

wobei /i .5 = S ist (/z ist die konstante Permeabilitat) und zwischen 
den Komponenten Mg, Mg des eiektrischen Vektors g und der eiek- 
trischen Verschiebung 3 ) die Beziehung besreht: $ = (ei %, £3 £3 2^3). 

wobei £1, £3, £3 drei Dielektrizitatskonstanten in den drei Achsen- 
richtungen sind. Ihre Verschiedenheit charakterisiert das betrachtete 
Medium als Krystall. 

Durch Elimination des Vektors § ergeben sich mit den Konstanten 



drei lineare Differentialgleichungen fiir den eiektrischen Vektor 



Bei diesem Differentialgleichungssystem gewinnen wir genau nach dem 
friiheren Muster die Bedingung fiir eine charakteristische Mannigfaltigkeit 
o) [x, y, z, t) = 0, wenn wir t = o, und ^ ‘Tj — cOy, C = oJj setzen 
und zur Abkiirzung = I® + jy® -f C* schreiben die Deteiminantenbe- 
dingung, namlich 

-irj -H 

(13) =0 

— ti —Cv 

langs £0 = 0; wenn speziell o) = t—7t {x,y,z) gesetzt wird und dann 
entsprechend r = 1 ist, ergibt sich 

Q^—ri^—(T2 —riC = 0 . 

—Cl — 


Hier wie bei .alien Differentialgleichungsproblemen mit konstanten 
Koeffizienten werden die charakteristischen Strahlen gerade Linien. 
Eine elementare Berechnung unserer Determinante ergibt 
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mit 








< f [^, »?, b) = 


J!_ 

0^2 ^3 


+-i^. 

^3 ^2 


Die Determinantengleichung ( 13 ) geht dann iiber in 


(14) 




= 0. 


Deuten wir rj, C als rechtwinklige Koordinaten im dreidimensionalen 
Raum, so stellt die Flache H (^, rj^Q — O die Normalenflache der Diffe- 
rentialgleichungen der Krystalloptik dar; im Raum mit den Koordinaten 

f, 7 ], T liefert = 0 den Normalenkegel, welcher die 

in der Ebene t — 1 gelegene Normalenflache vom Nullpunkt aus 
projiziert. Die anschauhche Bedeutung der Normalenflache ist gemaB 
unseren friiheren Uberlegungen folgende: Wir wahlen einen festen 
Punkt des ;r-Raumes, z. B. den Nullpunkt — was wegen der konstan- 
ten Koeffizienten irrelevant ist — und betrachten alle dort moglichen 
Tangentialebenen von charakteristischen Flachen durch diesen Punkt. 
Auf jeder charakteristischen Flache errichten wir einen Normalvektor, 
dessen Komponenten die zu dieser Richtung gehorigen Normalen-Ge- 
schwindigkeiten der charakteristischen Flache darstellen. Die Endpunkte 
dieser Vektoren bilden dann die Normalenflache. Diese Normalenflache 
ist eine Flache vierter Ordnung, die sog. Fresnelsche Wellenfldche; sie 
ist unabhangig von dem betrachteten Punkte des :r-Raumes. Wir 
konnen die Gleichung H {i, =0 der Normalenflache auch* in einer 

der beiden folgenden Weisen schreiben 


(15) 


, _^jL -I- 

e“-ff3 


(15') 



Im Anhang warden wir die Integration der Differentialgleichungen 
der Krystalloptik etwas naher studieren und hierzu auch genauer auf 
die geometrischen Verhaltnisse der Normalenflache und Strahlenflache 
eingehen. Schon hier seien folgende Resultate vorweg genommen: 
Die Normalenflache sowie die Strahlenflache bestehen aus je mei reellen 
geschlossenen Manteln, deren inner er konvex ist. Durch die Reziprokal- 
transformation erhalt man aus dem inneren Mantel der Normalenflache 
die konvexe Hiille des du^eren Mantels der Strahlenflache. Die ent- 
sprechenden Beziehungen gelten fur den Normalenkegel und den 
Strahlenkegel im vierdimensionalen Raum. 



§ 4. Eindeutigkeitssatze und AbMngigkeitsgebiet bei Anfangswertproblemen. J79 


§ 4. Eindeutigkeitssatze und AbMngigkeitsgebiet 
bei Anfangswertproblemenl 

1. Die Wellengleichung* Die grundsMzlichen Betrachtungen uber 
Eindeutigkeit, AbMngigkeitsgebiet und Wirkungsgebiet aus Kapitel T, 
§ 3 lassen sich auf mehr unabhangige Veranderliche libertragen. Wir 
brauchen diese t’berlegungen nicht zu wiederholen und konnen uns 
mit der Durchfuhrung der Eindeutigkeitsbeweise begniigen, wobei wir 
uns auf eine Reihe typischer Beispiele beschranken. Als erstes Beispiel 
betrachten wir die Wellengleichung in zwei Raumdimensionen : 

(i) L[U]=Uit—U^^^Uyy^Q 

und geben Mer fiir sie eine Wendung des Eindeutigkeitsbeweises, die von 
der entsprechenden Betrachtung in Kapitel V in einem Punkte abweicht. 
Es sei C eine beliebige raumartige Anfangsflache (p{x, yJ) = Q mit 

Oder 

wobei mit t^ die Komponenten des zur Flache normalen Einheits- 


vektors bezeichnet sind, d. h. 


9x 


y,= 


9y 


#l + 9^y + 9’f ’ + 


L = — . Wir nehmen an, daB eine 

^/9l + <Pl + 9| 

Losung u der Differentialgleichung mit ihren 
ersten Ableitungen auf C verschwindet, wozu 
lediglich das Verschwinden von u und Ut voraus- 
gesetzt zu werden braucht. Die Behauptung 
ist: u verschwindet identisch fiir alle Punkte, jilt 
welche der charakteristische Kegel, wie in Abb. 36 , durch die Flache C zu 
einem Gehiet G abgescMossen wird. Der charakteristische Kegel ist der 
Kegel im x, y, ^-Raum, dessen Seitenlinien gegen die Ebene t = 0 einen 
Neigungswinkel von 45^^ haben, d. h. charakteristische Strahlen sind. 

Zum Beweise gehen wir aus von der Identitat 



(2) 2 i [m] = — 2 {Ut — 2 («( Uy)y + {u% + {«®)t + («?), . 

Integrieren wir diese Gleichung iiber das Gebiet G, so ergibt sich, da 
rechts ein Divergenzausdruck steht, nach dem Gauss'schen Integralsatz 
wegen der Anfangsbedingung 

Q J J (u^ tj, ”{“ t^ A' Ip — 2 2 yp) ^ ^ 

M 


= J J *,)* + («y y,?) do, 

M 

^ Die Methode dieses Paragraphen ist Zaremba zuzuscbreiben : Rendic. Acc. 
Dincei, Ser. 5 , Bd. 14 (1915) S. 904 . Sie ist spater wiedergefunden un^ erweitert 
worden von Rubinovicz: Monatsh. f. Math. n. Phys. Bd. 30 (1920) S. 65 fh 
und Phys. Ztschr. Bd. 27 (1926) S. 707 ff.; sowie Friedrichs u. Lewy: Math. 
Ann. Bd. 98 (1928) S. 192^ 
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wobei M den zur Begrenzung von G gehorige Teil des Kegeimantels 
mit dem Flachenelement i o bedeutet und auf M die Relation 

^2 — Vy — 0 berucksichtigt ist. Es mu6 somit das letzte Integral 

uber dem Kegelmantel und daher der Integrand verschwinden; d. h. es 
ist auf M iiberall u^iy — Ht Xy=^ 0 und Uy t, Ut y, = 0, also \ersch'winden 
auf U zwei linear unabhangige innere Ableitungen von m. Es muB also 
dort M konstant und wegen der Anfangsbedingung identisch Null sein, 
woraus das Verschwinden von u im Punkt P folgt, wie behauptet wurde. 

Gleichzeitig gibt diese Betrachtung wiederum das Abhangigkeits- 
gebiet fur unsere Differentialgleichung in folgendem Sinn: Die Werte 
Hner Losung u im PmtU P bei vorgeschriebenen Anfangswerten auf C 
hdngen nur von den Anfangswerten in demjenigen Teil von C ab, welcher 
aus C durch den charakteristischen Kegel durch P ausgeschniiten wird. 

Entsprechend erledigt sich die Frage nach Eindeutigkeit und Ab- 
hangigkeitsgebiet ftir drei und mehr Raumdimensionen nach dera 
Muster von Kapitel V ftir die allgemeine Differentialgleichung 

•Kj j — A u ^ b Uy -\~0U(-\~du — 0, 

wobei die Koeffizienten a, b, c, d beliebige stetige Funktionen von t 
und den Raumvariablen sein kdnnen. 

Wir beweisen noch die Eindeutigkeit fur das ,,charakteristische Anfangs~ 
wertproblem der Wellengleichung" . Bei diesem Anfangswertproblem sind 
Anfangswerte nicht mehr langs einer raumartigen Anfangsmannig- 
faltigkeit mit (pt—(pl—<pl>0 gegeben, sondem langs einer speziellen 
charakteristischen Mannigfaltigkeit, namlich langs eines charakteristi- 
schen Halbkegels K: 


(}) {t~Q'^—{x—x^Y--{y — yoY~0. 

Hier aber konnen wir in Ubereinstimmung mit unseren friiheren t)ber- 
legungen nicht mehr willkiirlich die Funktion w und eine herausfuhrende 
f, Ableitung (d. h. alle Ableitungen) vorgeben, son- 

dem miissen uns mit der Vorgabe der Funktion u 
y/ \ selbst begniigen. Diese Anfangswerte seien dabei 
gegeben als diejenigen Werte, welche eine in einer 
^ Umgebung des Kegeimantels, einschlieBlich der 

Spitze stetig differenzierbare Funktion auf dem 

N. Kegelmantel annimmt. Wir zeigen: Durch die 

Mi\ X ^ Vorgabe von u auf dem durch (3) definierten Halb- 
kegel K ist u uberall im Innern des Halbkegels, 
xo,yo,eo d. h. fiir — und 


Abb. 37. t>t^ in eindeutiger Weise bestimmt. Der Beweis 

folgt aus unseren obigen Formeln. Nehmen 
wir namlich an, die Anfangswerte u einer Losung verschwinden auf dem 
charakteristischen Kegel und integrieren den Ausdruck (2) fiber ein 
Gebiet G, das einerseits von diesem Kegel, andererseits von dem charak- 
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teristischen Kegel durch P begrenzt wird, und nennen Mi bzw. .¥2 
die Teile der entsprechenden Kegelmantel, so erhalten uir mit den 
obigen Bezeichnungen sofort wdeder 

J j — tii -r {iiy rf 0 = 0 . 

Denn das Integral iiber den unteren Kegeimantel verschmndet, weil 
in dem Integranden lanter innere Ableitungen von u auf diesem Kegei- 
mantel stehen, die wegen der Voraussetzung samtlich Null sind. Also 
verschwinden auch die voneinander nnabhangigen inneren Ableitungen 
n^t^—u^Xv] Uyt^—u^y^ auf dem zu P gehorigen Kegeimantel; d. h. 
a ist auf diesem Mantel konstant und daher Null, weil u auf dem Schnitt 
beider Mantel verschwindet. 

2, Die Differentialgleichung Uft — (Darboux). 

Ein anderes, spater (§ 6) verwendetes Beispiel fiir unsere Methode mit 
einer etwas anderen Variant e der SchluBweise bietet das Eindeutig- 
keitsproblem der nach Darboux genannten Differentialgleichung 

(4) L[u\=Utt + ^Ui—Au = Q, 

wobei X eine beliebige nicht negative, stetig differenzierbare Funktion 
der Variablen Xi und t sein darf. Wiederum ist die charakteristische 
Gleichung durch 

(5) <. = 0 


Oder 

(S') 


1=1 


dxi 

"a 




m 


gegeben, und die charakteristischen Kegel = (/— ^ 0 

sind dieselben wie in Nr. 1. Wir zeigen: Wenn auf der Grundfldche B 
in der Ebene t = 0 eines charakteristischen Kegels mit der Spitze in 
P[t>0) eine zweimal stetig differenzierbare Losung u unserer Different 
tialgleichung\4) und ebenso die Ableitung verschwindet, so verschwindet 
u in P und uherall im Inneren G des Kegels, 


Beweis: Es wird 

0 = — 2 I [m] = 2 ^ («i — ^ «!.- + — ^ M? . 

»=1 \»=1 / 

und daher, wenn wir uber das Gebiet G mit dem Volumenelement dv 
integrieren, die Anfangsbedingung auf B beriicksichtigen und auf den 
Divergenzausdruck rechts den Gauss'schen Integralsatz anwenden 
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WO M den Mantel des Kegels, do das Oberflachenelement auf M bedeuten. 
Den Integranden des Integrals iiber M konnen wir in der Form schreiben 


tn 



is=l 


wobei auf M die Charakteristikenrelation ( 5 ') beriicksichtigt ist. Wegen 
folgt nunmehr unmittelbar iiberall in G die Beziehung % = 0. 
Es wird also, wie behauptet wurde, u identisch Null in G. 

3 . Maxwellsche Gleichungen im Ather. Als erstes Beispiel eines 
Systems von Differentialgleichungen mit vier unabhangigen Verander- 
lichen betrachten wir wiedemm das System der Maxwellschen Gleichungen ^ 
(vgl. Kap. Ill, § 4), wobei wir die Lichtgeschwindigkeit c = 1 setzen: 

(6) rot§ = 0; §i + rotG=0. 




Wir betrachten fiir dies Differentialgleichungssystem das Anfangswert- 
problem speziell fiir die Ebene t = 0, wobei dann die Anfangswerte 
P von @ und § vorgegeben sein sollen. 

Unser Ziel ist zu beweisen: Wenn die 
Anfangswerte von (S und ^ verschwinden, 
so verschwinden die Vektoren @ und § 
identisch. 

Zu irgendeinem Punkt P des vier- 
dimensionalen x, y, z, i{-Raumes gehdrt 
der charakteristische Kegel, welcher aus 
der Anfangsebene / = 0 eine dreidimen- 
sionale Kugel B ausschneidet. Durch eine Parallelebene t^h schneiden 
wir aus diesem vierdimensionalen Kegel G einen Kegelstumpf Gh aus 
(vgl Abb. 38) begrenzt von B, einem Stiick des Kegelmantels und 
dem kugelformigen Randstiick DJ^ auf t == h. Aus den Maxwellschen 
Gleichungen folgt 


/ 

h 



1 1=::^ 


Abb. 38. 


0 = 2 e((£f--rot §) + 2 ^ + rot @) = (@2 + § 2 )^ + 2 div [® x 0 

wegen der bekannten Vektorrelation § rot 6 — E rot § = div [@ x §]. 
Nunmehr integrieren wir liber GJ^ bei festem t nach x, y, z und dann 
nach t zwischen den Grenzen 0 und h. Dabei ergibt sich unter Beriick- 
sichtigung der Anfangsbedingung E = ^ = 0 auf ^ = 0 sofort 

Iff + ^]hdo+fff((B^ + ^^)dxdydz = 0, 

Mji Mj^ 

wobei mit der Normalenvektor im dreidimensionalen x, y, ^-Raum 
auf der Kugel mit dem Radius t um die Projektion von P und mit 


^ Zu den Maxwellschen Gleichungen gehdren noch die zusatzlichen Relationen 
divE=0, div§ = 0. 

Man zeigt leicht, dafi diese Relationen auf Grund von (6) iiberall bestehen, wenn 
sie im Anfangsraume ^ = 0 bestehen. 
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die i-Komponente der Normalen auf 3/^ bezeicjinet wird. 
Auf dem Kegelmantel ist gemaB der Charakteristikenbedingung 
= also ward dort 

und hier ist wegen [§ x — rechte Seite gleich 

(Si5,-f [S X E,])^ + ($ E,)^- 
Somit folgt sofort aus (7): 

0 = f f J dx dy d 2 i- J i § + E,])® + i^Iy)^)do, 

Ol. i!k 

und daraus, daB auf und also iiberall in G identisch S = § = 0 gdt, 
was zu beweisen war. Gleichzeitig zeigt unsere Betrachtung wiederum; 
Dxs Ahhdngigkeiisgebiet bei unserem Anfangswertproblem wird durch den 
chardkteristischen Kegel gegeben, d. h. die Werte von G und § im Punki P 
konnen lediglich von denjenigen Anfangswerten abhdngen, welche zu dem aus 
t = Q vom charakterisiischen Kegel ausgeschniitenen Kugelgebiet B gehoren. 

4. Eindeutigkeit- und Abhangigkeitsgebiet bei den Differential- 
gleichungen der Krystalloptik. Fur die Differentialgleichungen der 
Krystalloptik (12) aus § 3 woUen wir folgenden Satz beweisen, welcher 
die Frage nach Eindeutigkeit und Abhangigkeitsgebiet beim Anfangs- 
wertproblem beantwortet. Durch einen Punki P des vierdimensionden 
X, y, z, t-Raumes ziehe man die konvexe Hulle des StraMenkegels der 
Krystalloptik. B sei das Gebiet, welches durch diesen Kegel aus der Ebene 
1 = 0 ausgeschnitten wird (d. h. B ist die konvexe Hiille der entsprechenden 
mit einem Faktor vergroBert'en Strahlenflache). Sind in B die Anfangs- 
werte des Vektors ® und ^ Null, so verschwindet G im Punkt P. 

Zum Beweise kombinieren wir die drei Differentialgleichungen (12) 
des § 3 niit den Faktoren 2«i, 2 « 2 , 2u^. Wir erhalten daim 

(ffiiii + cr 2 « 2 + cr 3 « 3 )(— 2 @(Zl ®— graddivG) = 0 

Oder 

(cTj u\ 4- ffj + cTj u^t = — 2 G rot rot G 

== — (rot G rot G)t— 2 div {rot G X ®] , 

wobei die Vektorformel 6 rot a — a rot b = div [a x 6] benutzt ist. 
Wiederum schneiden wir durch eine Ebene t = h aus dem projizierenden 
Strahlenhiillkegel G einen Kegelstumpf G* ab, begrenzt von den beiden 
zueinander ahnlichen parallelen ebenen Flachen B und D* und dem 
Stuck Ma des Kegelmantels M. Wir integrieren -nnsere obige Gleichung 
liber G*, wobei wir zunachst die Integration nach x, y, z bei festem t 
und dann. die Integration nach t vomehmen. Bezeichnen wir wieder 
mit do das Oberflachenelement auf Mj, mit e„, den zu M normalen 
Vektor im x, y, z-Raum (jeweils bei festem t), mit e„ t, die Normalen- 
komponenten des Einheitsvektors auf M^, so wird 
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(8) JJ j-{[a^ul-Ta^ul + (7^ul)il-r2jotQx h]iJ, + [rot do 

-rjj (<Ti ul + {T 2«2 + a^nl + (rot G)^) dxdy dz = 0. 
Du 

Den Integranden A des ersten Integrals forraen wdr mit Hilfe der Formel 
[rot g X gj E, = [ <S X Er] rot g um. Es wird also 

A = + (i,rotg + [g X Ev])^— [S X Ev? 

Oder in Komponenten geschrieben, mit ^v = 'r 

U = r® ^ cTi «f- II ^ «| + (^ li %)' + (t. rot g + [g X eJ)" 

I = <? + ferotg+ [g X Ev])®- 

Dabei ist Q eine quadratische Form in den drei GroBen = 
welche wir in der Form 

i i i 

mit 

i 

schreiben. Wir wollen zeigen: Auf der konvexen Hiille des Strahlenkegels 
gilt Q^Q. Dann folgt aber aus unserer obigen Relation ( 8 ) auf Dj sofort 

J!aiul=0, 

»=i 

also wegen der Anfangsbedingungen % = 0, also g = 0 auf D* , d. h. 
uberall im Innem unseres Kegels. Hiermit ist der gewiinschte Beweis 
erbracbt. 

Wir haben also ledigUch noch unseren Hilfssatz: ^^0 auf M^, zu 
beweisen. Dieser ergibt sich leicht aus foigender Betrachtung: Es sei 
= jc das Maximum der quadratischen Form (2 unter 

der Nebenbedingung .2o,-4 = 'l- Der Wert dieses Maximums ist ge- 
mafi der elementaren Eigenwerttheorie nichts anderes als die groBte 
der Wurzeln t* der Determinantengleichung 1| 0 1! = 0 bei gegebenem 
li. I 2 /I 3 : dabei bezeichnet |{^|| die Determinante der quadratischen 
Form Q. Nun beachten wir, daB die Gleichung des Normalenkegels 
gegeben war dutch || Q || = 0. Eine der Wurzeln ist also die triviale 
Wurzel NuU, und die groBere der beiden Wurzeln bei festem Ij, I 2 , 13 
definiert den inneren Mantel des Normalenkegels. Auf diesem Mantel 
ist somit 

und da diesem Mantel bei der Reziprokaltransfonnation die konvexe 
Hiille des Strahlenkegels entspricht, so ist unset Hilfssatz bewiesen. 

Diese letzte Betrachtung ist, wie hier hervorgehoben sei, ohne weiteres 
verallgemeinerungsfahig und kanu’ dazu dienen, den hier gegebenen 
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Eindeutigkeitsbeweis anf beliebige total hyperboiische Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten anszudehnen. 

5. Bemerkiingen liber Abh^gigkeits- und Wirkungsgebiete. Not- 
wendigkeit des konvexen Chaxakters von Abhangigkeitsgebieten. 
Nochmals sei bemerkt, daC der Begriff des Abhangigkeiisgebietes mit 
dem Begriff des Wirkmigsbereiches verbunden ist {vgi Kap. V, § 3 ). 
Abhdngigkeiisbereich zu einem Punkt P ist derjenige Bereich der Anfangs- 
werte, welcher auf die Losung des Problems in einem Pnnkt P EinflnB 
hat. Wirkungsbereich eines Anfangsgebietes B ist die Gesamtheit aller 
derjenigen Punkte P, flir welche das Abhangigkeitsgebiet Punkte mit 
B gemeinsam hat. Wir erhalten gemaB nnserer Eindeutigkeitsbetrach- 
tung die Wirkungsbereiche eines Anfangsgebietes B als die Vereinignng 
aller konvexen Htillen der Strahlenkegel mit Spitze in B, 

Die Tatsache, daB wir in unserer Betrachtung liber Eindeutigkeit 
und Abhmgigkeitsgebiet bei dem flir hohere FMle typischen Problem 
der Krystalloptik nicht den Strahlenkegel selbst, sondem seine konvexe 
Hlille zugrunde legen miissen, laBt sich durch folgende Betrachtung noch 
genauer beleuchten. Wir setzen voraus, daB wir ein Anfangswertproblem 
mit folgenden Eigenschaften vor uns haben. Die L5sung u (S) in einem 
Punkt S des x, ^-Raumes sei nur abhangig von Werten zur Zeit r<t 
in einem Gebiet welches durch einen Kegel mit Spitze in S aus der 
Ebene t = r ausgeschnitten wird, dessen Form und Orientierang von 5 
unabhangig ist. Unter dieser V oraussetzung mu^ das Gebiet B^ konvex sein, 
Zum Beweise beachten wir, daB alle Gebiete einander ^nlich sind; wir 
bezeichnen das Gebiet mit P. Ist P irgendein Punkt in B und S' 
irgendein Pxmkt auf dem Strahl PS, so muB das Abhangigkeitsgebiet P^ 
zu S' in Bq liegen. Die Gebiete P^ und P^ skid ahnlich und ahniich 
gelegen mit P als Ahnlichkeitszentrum. Wenn nun S' gegen P riickt, 
dann zieht sich das Gebiet Pq auf den Punkt P zusammen. Ebenso dehnt 
sich das Gebiet P^ auf das Gebiet P^ aus, wenn S' gegen S riickt. Also 
kann man emen beliebigen Punkt P von Bq in einen beliebigen anderen 
Punkt auf Bq geradlinig liberflihren, was die Konvexitat von G ausdrlickt. 

Dber einen anderen die Notwendigkeit der Einfiihrung konvexer 
HQllen beleuchtenden allgemeinen Satz vgl. Anhang § 2. 

§ 5. Hyperboiische lineare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. 

Wir wollen in diesem Paragraphen, ohne dabei direkt an die Charak- 
teristikentheorie anzuknlipfen, in expliziter Weise das Anfangswert- 
problem flir Imeare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten vom hfperbolischen Typus mit n unabhangigen Verander- 
lichen losen und diese Losungen diskutieren. 

Die Wellengleichung mit zwei und drei unabhangigen Veranderlichen 
haben wir schon fruher in Kapitel III, § 6 und auch in Kapitel VI, § 2, 8 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik II. 2 $ 
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behaadelt. Hier wird das Wesentliche die Aufstellung allgemeiner 
Formein fiir n Variable sein^ 

Wir schreiben wieder « = w + 1 nnd sehen = t als Zeitvariable 
an. GemaB unserer allgemeinen Cberlegungen Kapitellll, §3, 2 genugt 
es dann, die Differentialgleichung 

(1) Uii—Au — cu^O 

zu behandeln, wobei c eine Konstante ist. Zunachst warden wir uns 
auf den Fall c = 0, also auf die Differentialgleichung 

(2) Uii—Au^O 

beschranken, auf die wir nachher den allgemeinen Fall zuriickfuhren 
konnen. Wir behandeln das Anfangswertproblem dieser Differential- 
gleichung (i), wobei als Anfangsbedingtmgen 

u {x, 0) = 0, Ut (x, 0) = 9 ? (x) 

gegeben sind; dabei schreiben wir, wie auch haufig sonst, zur Ab- 
kiirzung \delfach a; statt des Wertsystems Xj, . x^ und verstehen 
unter <p (x) eine Funktion, fiir welche wir voraussetzen, daB sie fiir un- 

gerade m mindestens und fiir gerade m mindestens ^ -mal 

stetig differenzierbar ist — diese Voraussetzung wird im Verlauf unserer 
Rechnungen motiviert warden. 

Ist u die Losung dieses Anfangswertproblems, so ist v = Ui die Ldsung 
eines entsprechenden Anfangswertproblems, wobei v {x, 0) ==(p {x) und 
Vf{x,0) = 0 vorgegeben ist. Es geniigt also auf Grund des Superposi- 
tionsprinzips, die Losung fiir das erstgenannte Anfangswertproblem 
explizite darzustellen, um das Anfangswertproblem fiir beliebige vor- 
geschriebene Anfangswerte von u und zu losen. 

Wir warden jetzt zunachst durch ein heuristisches Verfahren mit 
Hilfe der Fourierschen Methode formal die Losung gewmnen und das 
Ergebnis nachher verifizieren. (Eine andere Methode zur Gewinnung 
der Losung werden wir im § 6 erortem.) Sodann werden wir die 
Gestalt der Losung diskutieren und daraus prinzipielle Folgerungen 
ziehen, werden ferner.aus unseren Resultaten die Losung auch fiir das 
Anfangswertproblem der unhomogenen Differentialgleichung und das 
der allgemeinen Differentialgleichung (1) bzw. der Telegraphengleichung 
herleiten. Von vomherein sei daran erinnert, daB die Betrachtungen 
von § 4 die eindmtige Bestimmtheit der Losungen unseres Anfangs- 
wertproblems garantieren. 

Fiir die folgenden Rechnungen ist es zweckmaBig, einige einfache 
Tatsachen der Integralrechnung in m Dimensionen zusammenzustellen. 
Es sei :x:f + • • • + eine Kugel vom Radius r in m Dimensionen 

^ Vgl. Hadamard loc, dt. und die dort angegebene Literatur, insbesondere 
ancb die Arbeiten von Volterra; Acta Math. Bd. i8, und Tedone Annal. di Mat. 
3. Sene, Bd. 1, S. i, wo zuerst explizite Darstellungen angegeben wurden. 
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init der Oberflache und dem Oberflachenelement do„. Wir setzen 
Xi = r Dabei ist ^ 4- • • • -f , also ^ ein Punkt auf der Einheits- 
kugel Q„ mit dem Flachenelement da>^. Die GroBe der Oberflache 
von Q„ wird mit (a„ bezeichnet. Dann gilt^ 


o^ = r 


a>« 



und fiir das Integral einer Funktion j{x^ x„) fiber 0„ 


f. . .ff(x„ ...,x„) do„ = . . f . ..,rM 

wobei das Integral rechts iiber die Oberflache der Einheitskngel 
zu erstrecken ist. Es gelten die folgenden Umformungen 



Om Q%r 

wobei + • * • + _ 1 gesetzt ist und das Integral rechts liber 

das Innere der (m— 1)-dimensionalen Kngel Q=r zu erstreckt wird. 
Femer konnen wir schreiben: 

1 w» — 3 

J...ffdo„ = i^-'^f {i—^„)~dp„f...f f(r^i,...,r^„)dw„_i, 

Om -1 

wobei rechts das innere Integral fiber die Oberflache der (w— l)-dimen- 
sionalen Einheitskugel Q„ zu erstrecken ist. 

Hangt speziell / nur von einer Variabeln, z. B. von x„ ab, so wird 

1 w-S 

Ojrt — 1 


1. Konstruktion der Losung. GemaB der allgemeinen in Kapitel III, 
§ 6, 3 entwickelten Idee versuchen wir die gesuchte Losung unseres An- 
fangswertproblems in der folgenden Form darzustellen 

OO 

(3) u = /.../A(ai, ...,a„)e’<“'*‘ + '”+““*'"’sinefrfai...ia„, 

— cx> 

wobei wir zur Abkfirzung 

Q — "j/o^ + ■■■ + «« 

setzen. Die Anfangsbedingung ffir f = 0 liefert uns, wenn wir hier 
wie auch spater unbekfimmert Differentiation rmter dem Integral- 
zeichen und andere Vertauschungsoperationen vomehmen, deren Be- 
rechtigung sich durch Verifikation des Resultates ergeben wird, 

OO 

<p{x) = ia„. 

— 00 


1 Vgl. CouRANx: Differential- und Integialrechnung II, 2. Aufl., S. 24Sff. 

25* 
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Fur die zu bestirnmende Funktion A (a) ergibt nuntnehr die Fouriersche 
Umkehrformel unmittelbar 

oc 

( 4 ) = 

— 00 

Tragen wir fiir A diesen Ausdruck in den Ansatz (3) ein und vertauschen *' 
die Integrationen, so wde sich formal ergeben 

-OO 

Jedoch konvergiert hier das innere Integral fiir m>2 nicht, da bei 
Einfiilirung von Polarkoordinaten dcci. . . g^~^do)f„dQ wird, 

wobei do)^ das Flachenelement der ^-dimensionalen Einheitskugel be- 
deutet. Dieser formalen Schwierigkeit entgehen wir durch folgenden 
Kunstgriff. Wir betrachten bei ungeradem Ausdruck 

00 

( 5 ) v{x,t)= + d(n„, 

-00 

bei geradem m^2 den Ausdruck 

00 

(5') w(x,t) = j ■ •• g‘(ai*. +• • • +«„.*,») sin Qtda.j... da^. 

— 00 

Dabei gilt formal bei ungeradem ?»^3; 

u{x,t)=={-\) - -^V{x,i) 

01 

und bei geradem m^2: 

u{x.f} = {-i) “ ^^_w{x,t). 

Fiir diese neuen Ausdriicke v und w konvergieren nunmehr die inneren 
Integrale, und es ergibt sich sowohl fiir ungerades m wie gerades m als 
Resultat: 

00 

( 6 ) « == I"' ■ ■ j'Pixi+ii. ■■■. x„i-U KJx, t) . . . d^,„, 

— 00 

wobei 1 = yi* d h gesetzt ist und K„ den Wert 




(fur r<t) 


besitzt ‘ 0 (tmr>t) 

Wir begnugen uns, den Beweis fiir ungerades nt zu fiihren, da er 
fiir gerades m ahnlich verlauft und im iibrigen nachher das Resultat 
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auf gerade m ubertragen werden wird. Zunachst fuhren wir statt 
aj, . . . , Polarkoordinaten o = y af r und . . . , mit 

ein, d. h. Parameter auf der w-dimensionalen Einheitskugel. Es wird 
dann nach Einsetzung von (4) in (5): 

00 

v{x.t) 



g l(ai^j -r i- cosot J , 

— T d^, 


und hier laBt sich das innere Integral in der Form schreiben 

CX3 

( 8 ) S„(r,t) f M{Qr)cosgtdQ. 

0 

wobei M {r) der Mittelwert 

(9) + r = + |-l« 

liber die Oberflache der m-dimensionalen Einheitskugel ist» Wegen der 
Orthogonal-Invarianz dieses Integrals konnen wir zu seiner Berechnung 
= r, ^2 = Is = ‘ = Iw = 0 setzen und erhalten 


M{r)r=^ 


also 

(iO) 


^ m-Z 

Sf) 




In (8) setzen wir nunmehr gr — s und erhalten 


00 ao ^ 

s (r. t) = f M (s) coss - is - ■ fiW (s) e ' ^ ds 

^ ’ ( 231 )“ »■ j '' 2 { 23 l)“rJ 


{23I)“»' j »' 2{23i)“ 

0 -00 

Oder wegen (10) nach einfacher Umformung 


{2n) r A^oo J 


dh- 


-1 


^1+ , 


^ VgL CoiTRANT, Differential- nnd Integralrechnnng II, a. a, 0. Nach Courant- 
Hilbert I, S. 41 8 ergibt sich daher beilanfig 

2 


w — 2 


M{r)=2 2 


« — 2 
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Anf Gnind der elementaren Eigenschaften des hier rechts stehenden 
Dirichletschen Integrals (vgl. Bd. I, S. 66) wird nun ^ 


(11) 






(2.<. 


— 3 



I 0 

Nunmehr erhalten wir fiir v die Darstellung 


{r>t) 

{r<t) 


CC 

V = J ... J (p{Xi + Xfn + im) - ‘ 

— 00 


Fiihren wir Polarkoordinaten 


^=y'^l+ 

ein und setzen zur Abkiirzung fur den Mittelwert der Funktion (p auf 
der Kugel mit dem Radius r um den Punkt x 

( 12 ) Q{xv.,x„;r) = -^j ...J (p{Xj_ + x„ + ^„r)d(o„ 

so wird 


V = (0„f Q{x, r) S«(r, t) dr 


Oder ausgeschrieben 


n(jo^ 1 CO, 


m — Z 




{2n) m 


2 rQ{^x,r)dr. 


Beachten wir, daB der Ausdrack 


00 m — Z 


J{r^—t^) 2 rQ{x,r)dr 


bei ungeraden ein Polynom (w— 3)*“ Grades in t ist, dessen 

(»i— 2)*® Ableitung nach t daher verschwindet, so ergibt sich fiir 

g «-2 

«=(—!) 2 0 die Darstellung 

Qft-Z 


u{x,t)==C„ 


gm- 


dt 




(i2_,2) ^ rQ{x,r)dr. 


die mit (6) identisch ist. Die Konstante findet man entweder aus 
unseren obigen Foimeln oder noch einfacher, indem man y = i, u==t 

spezialisiert, wobei Q = 1 wird. Es ergibt sich C = ^ — T—. Somit er- 


(m-2)r 


‘ Man beachte, daS S = 0 fiir r > i gilt, wahrend in (7) der Ausdruck {r, 
fflr r > / identisck verschwindet. ' 
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halten wir die gesuchte Auflosungsformel fiir unser Anfangswert- 
problem : 

i m ~ 3 

4 — 2 ; — —T- 

(13) = - rQ{x,r)dr. 

0 

Genau dieselbe Formel erhalten wir, wenn wir von dem Ansatz (5') aus- 
gehen, auch fiir gerades m. Die Rechnungen verlaufen hier jedoch, 
obwohi im Prinzip analog, etwas umstandlicher. Wir ziehen daher vor, 
die Fonnel (13) vermoge der „Absteigemethode'' auf den Fall gerader 
Dimensionszahl zu tibertragen, wie wir in der nachsten Nummer aus- 
fiihren woUen. 

2. Bemerkungen iiber die Absteigemethode. Die insbesondere 
von Hadamakd^ in ihrer Wichtigkeit betonte Absteigemethode beruht 
auf dena einfachen Gedanken, daB man aus der Losung unseres Problems 
fur m unabhangige Raumvariable durch Spezialisierung die Losung 
fiir w— 1 Oder weniger Raumvariable erhalten kann, wobei man also 
gewissermaBen von dem hoheren Problem zu dem niederen absteigt. 
Auf Grund des Eindeutigkeitssatzes konnen wir aus der Auflosungsformel 
fiir m Raumvariable ^e Auflosungsformel fur m—l Raumvariable 
erhalten, indem wir in der ersten Formel die Voraussetzimg einfuhren, 
daB die Anfangsfunktion 93(%, nicht mehr von der Variablen 

abhangt. Dann wd auch die entsprechende Losung u nicht mehr 
von x„ abhangen und somit das Anfangswertproblem fiir w— 1 Raum- 
variable losen. Ebenso konnen wir von m Raumvaiiablen zu Jn— 2 
Raumvariablen absteigen, indem wir in der Formel (13) die Voraus- 
setzung einfuhren, daB 93 nur noch von x„^i abhangt, usw. 

NaturgemaB erwarten wir, daB bei diesem AbsteigeprozeB die 
Fonnel (13) von selbst in die genau entsprechende Formel iibergeht, 
die wir bei Ersetzung von m durch in — 1 bzw. durch m — 2 erhalten. 
Diese Tatsache woUen wir nunmehr verifizieren. 

Wir ersetzen dabei m durch w -{- 1 und betrachten in einer Funktion 
von nur m Variablen (p (%, . . . , x„) den Mittelwert im w -f- 1 dimen- 
sionalen Ramn 


Qm+i{xi’ f + + ^„r) d(o„+i, 

-1“ 1 •' 

wegen 

Qv,+i{x,r) = 




f h (^1 + • • • . dai...doL„ 


und 




COn 


'(?) 


1 Vgl. wieder Hadamard: Lectures on Cauchy’s Problem, New Haven 1923 
und die erweiterte franzSsische Ausgabe: Problfeme de Cauchy. Paris 1932 . Siebe 

auch Kap. Ill, § 6,5- 
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m -r 1 'i 


(14) 


wobei mit 


yW-i / 


Qm{x, — /"f (^1 + ft ^«* + 

der entsprechende Mittelwert von 9? im jre-dimensionaleii Raum bezeichnet 
wird. Ebenso erh§.lt man in nunmehr selbstverstandlicher Bezeichnung 


( 1 ) ry—f‘:Ais, 

> m — l \ /«-2 I j/^— 0 ® 


Qm(x.r)^ 


falls die Funktion 93 nur von den Variablen % x,„_i abhangt. Durch 

Kombination ergibt sich dann 


Qm+iix.r) = 


' m-i j J yf«-e» 

0 i 


> dg I Qjn^l 


^ ^ f — 2 

W — 1\ yW-1 j 


^~^Q,»-i{x.s}ds 


-ids 


9 ^9 

yV®— g® i/g*— s* 


Diese letzte Formel kdnnen wir durch die Substitution 

^2 — S2 = z(r2_s2) 


und die Relation 


JL 

r dz 

J 


sofort in die Gestalt setzen: 


f 

(15) = I {x,e) dg. 

0 

Die Formeln (14) und (15) bilden die Grundlage. fur das eiiunalige 
bzw. zweimalige Absteigen. DaB bei zweimaligem Absteigen die Auf- 
losungsfonnel (13) unmittelbar in die entsprechende bei Ersetzung 
von m durch m — 2 iibergeht, folgt sofort. Das entsprechende Resultat 
bei einmaligem Absteigm ergibt sich durch folgende kleine Rechnung. 
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Es wild bei einmaligem Absteigen auf Grand der fiir m -f 1 gebildeten 
Forme! (13), indem wir fur Q„^-^{x,r) den Axisdruck (14) einfuhren: 


m —4 


« = o-^QA^.o)dgJ - ^ ■ ^ dr. 

0 Q ^ ' 

wobei C eine Konstante ist. Vermoge der Substitution 

wobei wir z statt r als Integrationsvariable einfuhren, ergibt sich 


( 16 ) 


somit 


w — 4 




m — i 
2 


— 4 


2 td 


m-'l 


Z 2 (1 — z) 2 dz] 


pM — 'l I — r 

= i^—9^) - QQm{x.Q)dQ, 


0 

»K — 3 


wobei die Konstante sich durch Spezialisierang wiedemm als 

‘^-”(==3)1 

Damit ist gezeigt, daB die gewonnenen Losungen durch Absteigen 
auf niedere Werte von m ihre Gestalt behalten. Es geniigt also tatsachlich, 
unser Resultat (13) nur fiir ungerade m zu beweisen, da wir dann zu 
den geraden Werten von m durch Absteigen gelangen konnen. 

3. Nahere Diskussion der Losungen. Prinzip von Huyghens, 
Bevor wir die gewonnenen Ausdriicke als Losungen unseres Anfangs- 
wertproblems verifizieren, wollen wir sie in eine andere Gestalt bringen, 
welche eine nahere Diskussion ihres Verhaltens gestattet. Zu diesem 
Zwecke betrachten wir zunachst fiir den Fall ungerader Dimensionszahl m 
Ausdriicke der Gestalt 


(17) U,{t) = 


a 2 A+i 


(2A+1)! g< 2 i+l 


t 

J (i2_r2)VG(r) dr. (A = 0, 1, 2, . . . 


wobei wir die hier nicht wesentliche Abhangigkeit der GroBen U und G 
von den Variablen x nicht hervorheben. G moge Mach stetig differen- 
zierbar sein. Man beweist leicht die Rekursionsformel 

1 


( 18 ) 

Da 


m 


aA+i 


+ 27 , Ux^i). 


Uo=^tG(t) 


ist, so folgt 
( 19 ) 
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wobei die GroBen numerisdie Konstanten sind. Symbolisch ge- 
schrieben, wenn wir mit P,{t) das Polynom 

>- = 0 


bezeichnen, haben wir 

(20) US) = tmG). 

wobci dann Potcnzen von G dtirch die entsprechenden Ableitungen zu 
ersetzen sind. Unsere Losung (!}) des Anfangswertproblems konnen wir 
also jetzt fiir ungerades w = 2 A + 3 Form schreiben : 


(21) u = t P^^^{tG) 

2 

mit 

G{t) = Q{x, t) = ^ f... f (p{x+^t) d(o„. 

Auch fiir eine gerade Anzahl m von Raumdimensionen konnen wir 
aus diesem Resultat gemaB den Bemerkungen von Nr. 2 iiber die Ab- 
steigemethode eine symbolische Darstellung der Losung gewinnen. In 
der Tat erhalten wir sofort, wenn wir von der ungeraden Dimensionszahl 
m -j- 1 auf m absteigen : 


(22) 


U = 


wobei aber nunmehr fur G der Ausdruck 


G = — 1 — f f f dcom^i, 

d. h. nach Nr. 2 der Ausdruck 


(22') • G{t)=: 


_ 2 ' 

{ 2 J 

1 I 

in j-| 

(?) 

1 /m-1 


einzutragen ist. Die Losung wird also dargestellt durch die Ableitungen 
nach t dieser Funktion G{x, t) bis zur Ordnung |(m — 2). 

Wir konnen aber auch leicht in Analogic zu den t)berl^[ungen bei 
ungerader Dimensionszahl eine entsprechende Darstellung durch die, 
Ableitungen des Ausdrucks ^ 

0 


erlangen, welcher sich fiir « = 2 direkt als Losung einstellt. Zu diesem 
Zweck setzen wir , 


Zx 


1 

( 22 )! 



r^)^~^rQ (r) dr 


(23) 
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und erhalten ftir die Rekursionsformel 


(24) 

Es folgt 

(25) 


I Zx = {{2 a — i)Z;i_i — jfZ^_i) 

1 z,=^h[ 




Oder vermoge der Pol3mome 

symbolisch geschrieben : ^ 

( 26 ) Z,==n,{tH), 

Die Losung des Anfangswertproblem bei gerader Dimensionszahl ist 
somit 


(27) u = n^{iH) 

% 

mit t 

0 

Die Fonneln (21) und (27) zeigen, daB « stetig ist, wenn die Anfangs- 
funktion bei ungeradem m stetige Ableitungen bis zur Ordnung 

bei ungeradem m stetige Ableitungen bis zur Ordnung besitzt; 

um die Moglichkeit von zwei weiteren Differentiationen von u zu 
sichem, wie es die Differentialgleichung (2) verlangt, wollen wir somit 

bei ungeradem m die Anfangsfunktion (p als — fach, bei geradem m 

als — . ^^ -fach stetig differenzierbar voraussetzen 

Unsere Formeln setzen folgende wichtige Tatsache in Evidenz : Bei den 
Anfangswertproblemen der Wellengleichung gilt fur ungerude AnzaU m von 
Raumdimmsionen das Prinzip von Hxjyghens, dagegen gilt dieses Prinzip 
nichtfur gerade Anzahl vonRaumdimensionen, Dabei bedeutet das Huyghens- 
sche Prinzip, von welchem Mer die Rede ist: Die Werte der Losungen 
hungen nur vom Rand des Ahhdngigkeitsgehietes in d&r Ebene t — 0 ab, 
d. h. nur von den Anfangswerten 9? auf dem Rande der Grundfldche 
des charakteristischen Kegels, nicht aber im Inneren dieser Grundfldche, 
Wir haben damit das schon fiir = 2 und m = 3 beobachtete ver- 
schiedenartige Verhalten der Wellengleichung gegeniiber dem Huyghens- 
schei^ Prinzip 2 als ein allgemeines Gesetz erkannt. 

1 W^ie weit sie ffir die LSsbarkeit des Anfamgswertproblems unabMngig von 
unserer Darstellungsformel wirklich notwendig ist, bleibe bier dabingestellt. Vgl. 
hierzu Anhang §4. 

* Von VOLTERRA anscbcinend zuerst klar erkannt (vgl FuBnote S. 386). 
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Es ist nicht ohne Interesse, daB man die Polynome P xind II in ein- 
facher Weise explizite ausdriicken und dadurch neue Darstellungen fiir 
die Losungen der Anfangswertprobleme finden kann. 

Um die Poljmome P;. leicht explizite zu bestimmen, machen wir in 
dem allgemeinen Ansdruck die Einsetzung G{t)=^^y dann wird 

Also folgt aus (18) fiir P;_ die Rekursionsformel 


(28) P,Xt) = {t P',-i +{2k+i+t) P,_i) 


mit den xA.nfangswerten 
Wir erhalten so 


Po=i- 


(29) 


Po==l, Pi=i + 


P. = i + 


15 15 


AUgemein ist das konstante Glied der Pol 3 mome gleich 1. Fiir die 
Losungen unseres Anfangswertproblems ergeben sich in den ersten 
ungeraden Fallen die folgenden expliziten Formeln 

m = ‘}: u = tQ{x,t) 

( 30 ) w=5: u = + 

In analoger Weise bestimmen wir die Polynome U;,', wir setzen 

H = und haben „ , rr ,,v 

Zi = en^{t). 

Fiir IJx entsteht also die Rekursionsformel 


I ^ (^-^1-1+ (2 A — i + 0-^A-i)- 
] = 1 . 


Z. B. berechnet man 

(32) TJo-l, i7i = i(i + i), 772 = 1 (3 + 5 ^ + ^2). 

AUgemein ist dabei die Summe der ersten bei den Koeffizienten &ao + i = L 
woraus leicht folgt, daB die Ldsung u = i7„_2(i H) die richtigen Anfangs- 
werte «(*, 0) = 0 m<(x, 0) = (p{x) besitzt. Fiir die ersten geraden Dimen- 
sionszahlen ergibt sich also 


( 33 ) 


n~2: 
n = 4: 
n = 6: 


u = H{x, t) 



wobei iiberall fiir H 


t 


der Ausdruck H= f 

J 

0 


dr einzusetzen ist. 
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Stellen 
so gilt 

wir dieselben Losungen (33) durch die Polynome dar, 


« = 2: 

u = tG, 

mit 

t J 

0 

(33') 

M = 4: 

u = tG + ~t^^, 

3 St’ 

mit 

c- ' 

2 fj 

0 


M = 6: 

u = tG + + 

^ 15 St ^15 0i2 ’ 

mit 

G-^yJ^P’‘Adr. 

8 y<2_^2 

0 


Die Polynome Px und Ux lassen sich in elementarer Weise darstellen; 
wir fiihren zunachst statt Ux und Zx neue Ausdriicke Rx und S;. ein durch 


(34) 


Rx 


1 - S-- - 2A + I JJ ^ 


ar 


(^) 

■j/;r 


U, 


ts,=x\z,. 

Die Rekursionsformeln (18) und (24) gehen dann fiber in 


(35) 

und ebenso 
(35') 








/ 




Dabei ist unter ^ der Differentiationsoperator zu verstehen. 
Nun kann man allgemein das Rekursionsproblem ( 35 ) losen durch den 
I iV Also ist in unserem Fall 


Ausdruck R;.= 
(36) 


\dfi 


i?; = 


_£\^- 






Hieraus folgt, dafi sich die Losung (I 3 ) unseres Anfangswertproblems 
auch in der Form schreiben laBt 

m ~~ 3 
y 7t 


(37) 


m ungerade: u ■■ 


m gerade: 


M = 


■(f) 

k 


ii) ’ ('— « 

m-t 

iv) ‘ 
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Oder auch im letzten Fall gemafi der Absteigemethode 

w — 2 


{}?') 


2r 


jx / d 

I OT + 1 j \ dfi 




wobei nun fiir G der Ausdruck (22') einzutragen ist. 

. Setzen wir in ( 36 ) speziell G = H = ^, so ergeben sich fiir unsere 
Polynome die Ausdriicke 


(38) 


PAi) 


Tie * 


2tr 


n,{i) - 




dt^ 




2! 


-if) 


Beilaufig bemerkt, lassen sich unsere Polynome auch leicht durch 
eine erzmgende Funktion darstellen; es sei 


00 


1.-0 


Fiir diese Funktion ergibt sich aus der Funktionalgleichung (35) die 
lineare Differentialgleichung erster Ordmmg 


deren Losung allgemein 




E = - 


i—K 


i — X 


lautet. Fiir — 0 wird E (0, t) — RQ{t) = F {f). Also stellt 

,„) 

die Losung unserer Rekursionsformel ( 35 ) dar. 

Als erzeugende Funktion fiir die Polynome ergibt sich hieraus 
vermoge unserer obigen Bezeichnungen die Funktion 


(40) E{x, t) 




\yi-* / 


In analoger Weise findet man fiir die Polynome IIi die erzeugende 
Funktion; 


(41) 






vrrs 


4, Verifikation der Losung. Wir woUen numnehr durch direkte 
Verifikation den folgenden Satz beweisen: Es sd<p{x) eine fiir mgerade m 
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mindestens und fur geraie m mindestens ^~ mal stetig diffe- 

renzierbare Anfangsfunktion, Dann ist der' Ausdruck 




4 

pan-~% 

t 

r 

m — Z 

(42) 


u = 

{m- 

o 

2)! 

j(i^- 

-r^)~^ r Q(x.r) dr 

mit 




0 


(43) 

Q{x> 

r) = JL 
‘ <»r, j 



. •••. -’:«, + i3*r)dft)„ 

Losung 

der 

W ellengleichung - 

-Au = 

= 0 mit der Anfangsbedingung 

u{x, 0) 

= 0, 

«<(«, 0) = 

q)[x). 



Ebmso wird der Ausdruck 



(44) 



gm-l 

2)! 

h 

>n-3 

^r^)~rQ{x, r)dr 


0 

Losung der W ellengleichung mit den Anfangsbedingungen 


u{x, 0 ) =:(p{x ) , Ui{x, 0 ) = 0 . 


Wir schicken zunachst die folgende Bemerkung voraus: Setzen wir 

t m^Z 

(45) v = ^ rQ[x,r)dr 

und schreiben diesen Ausdruck, indem wir fur Q den Wert (43) ein- 
fiihren, in der Form 

(46) 


r<t 


r = y (%— li)® + — i- 


so erfullt der Kern 


K(r,t) 




m — Z 

,a\ 2 


Om 




unserer Integralformel (46) selbst die Differentialgleichung Kti—A K = 0. 
Er verschwindet fiir w > 3 auf der Kugeloberflache r = t von der Ordnung 

Wir fiihren nun den Beweis zunachst unter der Annahme W&7, 
da wir uns in diesem Fall leicht in dem Ausdruck fiir v von der Ver- 
anderlichkeit des Integrationsgebietes befreien konnen. Wir denken uns 
namlich bei festem | den Kern K als identisch Null in den AuBen- 
raum der Kugel r = t fortgesetzt. Dann ist wegen der 

Kern K im ganzen f-Raum auBer im Punkte x = $ stetig, besitzt 
stetige Ableitungen erster Ordnung und hat auf der. Kugel r = f hdch- 
stens sprunghafte Unstetigkeiten in den Ableitungen zweiter Ordnung. 
Als Funktion von Xi x^, < betrachtet, genugt also K iiberall, und z-war 
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bei beliebigen Parametemerten der Differentialgleichmig 

DaB u die gegebenen Anfangsbedingungen befriedigt, folgt unmittelbar 
aus den Darstellungen (21) bzw. (22), da. wie wir bemerkten, der erste 
Koeffizient der Pol 3 Tiome P gleich Bins ist. Es bleibt also nur noch die 
Differentialgleichung zu verifizieren. Dies geschieht, indem wir zunachst 
fur V das Bestehen der Differentialgleicbung = beweisen, 


woraus das gewiinschte Resultat durch Differentiation nach t sofort 
folgt. GemaB der obigen Bemerkung ist nait dem 
als identisch Null fortgesetzten Kem K nunmehr 

V =/.../ (p[^)K{r, i)d^i... 



wobei G ein die betrachteten Kugein im 

Inneren enthaltendes, festes, d. h. von t und x un- 
abhangiges Gebiet ist. Wir betrachten ferner eine 
kleine, den betrachteten Punkt x enthaltende KugelP 
und das Restgebiet D==G~R. Die Funktion v zerlegen wir in die 
Summe v — y + z, wobei 


y = j...j(pKd^^...di„ z = J.^.f(pKd^y...d^^ 


ist. Offenbar ist 


Zu~dz = 0, 


derm die Differentiation kann fur das feste Gebiet D unter dem Integral- 
zeichen vorgenommen werden, und K geniigt iiberall in D der Diffe- 
rentialgleichung. Wir betrachten nun den, Ausdruck 

,4a 

R 

wobei das Integral auf der rechten Seite konvergiert und infolge der 
Voraussetzung fiber (p der Gleichung^ J re; ^ — genugt, und bilden 
die Differenz 


y — W = - 


(f-fj 


m — 3 w — 3 
2 2 






jfn — 2 






Hier ist S (r, t) im Bereich R eine nach r und t zweimal stetig differenzier- 
bare Funktion (insbesondere bei ungeradem m ein Polynom). Also dfirfen 
wir den Ausdruck {y—w)tt—A{y—w) durch Differentiation unter 

dem Integralzeichen bilden (vgl. die Betrachtung 'in Kap. IV, § 1) und 

* 

^ Vgl. hierzu die Uberlegungen von Kapitel IV, § 1, deren tJbertragung auf 
mehr unabhangige Variable selbstverstandlich ist. 
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der nach Differentiation entstehende Integrand bleibt nach Einfiihrung 
von Polarkoordinaten beschrankt. Somit wird mit i?->0 


Ersichtlich strebt dabei auch der Ausdmck gegen Null. So ergibt 

sich fiiT R-^0 . . . 

ya—A y-^—A w =:^ 

und wir erhalten, da bei jedem R die Gleichung Vtt—Av = yti—'Ay 

Vti—Av = 


besteht : 


womit die gewunschte Verifikation geleistet ist. 

Auf die Falle m<7 konnten wir die obige Verifikation unmittelbar 
durch die Absteigemethode libertragen. Indessen miiBte man dann die 
m = 7 benotigte Bedingung, daB ^ stetige Ableitungen bis zur 

= vierten Ordnung besitzt, auch fiir die Falle niedriger Dimension 

fordern. Es ist daher vorzuziehen, den obigen Beweis durch eine ein- 
fache Zusatzbetrachtung fiir m<7 zu erganzen. Setzen wir wieder K 
in der friiheren Weise fort, und zerlegen v in die Summe t; = y + z, 
so folgt nunmehr, wie man leicht bestatigt, 


z,t-Az = 

D 

r=st 


do. 


wobei das letzte Integral iiber die Kugelflache vom Radius r = < um 
den Punkt x zu erstrecken ist. 

Die Rechnung zeigt fiir alle tn^2: 

2 (R:, + if«)+-^^ = 0 ; {r = t) 


daher ist wie oben Ztt—Az — Q. Die iibrigen Cberlegungen verlaufen 
fiir w ^ 3 genau wie fruher. Im Falle m — 2 endlich ist 



J_ f [AM 

271 J 




und hier ist der Kem K = -? — in R iiberall regular; es folgt 

2 Tt ” 1^2 __ yi 

unmittelbar — Ay — 0. 

5. Integration der unhomogenen Gleichung. Zur Integration der 
unhomogenen Gleichung 
(48) Utt—Au = f{x,t) 

mit gegebener rechter Seite f(x, <) benutzen wir wiederum die schon 
in Kapitel III, § 6 , 4 auseinandergesetzte Methode der Variation der 
Konstanten oder der Stofie, wobei wir als Anfangsbedingung 

(48') « {x, 0) — «t {x, 0) = 0 

Courwat-Hilbert, Mathematisohe Phytik II. 


26 
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annehmen. Die Funktion / sei wiederum bzw, ^ mal stetig 

differenzierbar. Es sei die von dem Parameter r abhangige Funktion 
v[x,t,r) eine solche Losung der homogenen Differentialgleichung 

Vtt—Av — 0 , 

fiir welche die Anfangsbedingungen 

v{x,0,r) = 0, Vt{x,0,r) = f{x,r) 


bestehen. Dann ist^ 

t 

(49) u^fv{x, t — T, t) dr. 

0 

Hieraus ergibt sich sofort, dutch Anwendung unserer vorausgehenden 
Resultate die Losung unseres Anfangswertproblems fiir die unhomogene 
Gleichung (48) mit den Anfangsbedingungen (48'). Wir bilden den 
Mittelwert 


Dann ist 


Q[x. r,r)=:^ f f{x^ x„ + ^„r,T) 


d(jo„ 


v{x,t; r): 






rQ{x,r,r)dr 


und somit 


i{x,t)- 


■ 2)1 


Ur- 


dt' 


iW — 2 


^ rQ(x,r,T)dr 


Oder 


(50) u{xj) 


1 

{m — 2) I 




0 0 

wobei die rechte Umformung mogUch ist, weil man Differentiation und 
Integration hier vertauschen darf auf Grund der fiir t = ^ bestehenden 
Relation 


df 


/ 


jm~3 


((t— T®) —r^)^ rQ {x, r.r) dr 


= iL{i_T)* 
Bf ' ' 




-r*) ^ rQ{x,r[t—t),x)dr = Q. 

^ (v = 0, l,..,,w-2) 

Man kann die Losung « auch mit Hilfe der Polynome schreiben, 


namlich 
(5t) 


M = / [t—x) P m~i ({t — T) Q (X, t—r; t)) dx 

0 2 

> Vgl. hierzn auch Duhamelb Integral, Kap. Ill, Anh. § 1, 3. 
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fiir ungerades m und 

t 

(52) u = — P m-i ({t — t) G(x, t — r; t)) dr 


mit 




]/7i r 


(t~r) 




-j/(i_T)2_g2 ■' 


fiir gerades m. Z. B. erhalt man in Ubereinstimmung mit unserem 
Resultat von Kapitel III fiir = 2 

(53) u= fdr f = -L [dr f f dU'n 

J J J J J i / t *- o 2 ' 

00 0 cSt 

{q2= {x—^) 2-\- [y—rj]^) 

und fiir w = 3 

t 

(54) u = feQ{x,Q,i-Q)de= I j i^^’l^-zAdUnd^. 

0 qSt 

(g^=: (x—i)^+ (y — '/?)2+ (z — C)*) 


6. Das Ausstrahlungsproblem. Das Resultat von Nr. 5 erlaubt uns, 
durch einen einfachen Grenziibergang auch das Ausstrahlungsproblem 
fiir die allgemeine Wellengleichung in m Dimensionen zu losen. Dieses 
Ausstrahlungsproblem formulieren wir folgendermaBen : Es soli fiir t>0 
eine Ldsung der homogenen Wellengleichung u^t — Zl« = 0 gefunden 
werden, welche aufier im Nullpunkt des x-Raumes zugleich mit der Ah- 
leitung Ut fiir t^O verschwindet und welche /wr r = ]/^f + * * * + = 0 

derart singular wird, dafi 

(55) lim f-f^do = -g{t) 

gilt, wobei das Integral links zur Zeit t fiber eine Kugel um den Nullpunkt 

pi 

des jc-Raumes erstreckt wird, ~ norraale Differentiation auf dieser Kugel- 

OV 

oberflache, do das Oberflachenelement bedeutet und der Radius ^ der 
Kugel auf Null zusammengezogen wird. Die Funktion g{t) ist die vor- 
geschriebene Iniensitdt der Ausstrahlung als Funktion der Zeit. 

Wir konstruieren die Losung durch Grenziibergang aus der in Nr. 5 
gegebenen Losung u^ u^ fiir f{x, t) =z(p{x)g (^), wobei 

9 ? == 0 fiir r>h und 99 ^ 0 fiir r<h 

wird und f ••• f(p dx^ . * . dx^ = 1 gilt. Dabei sei + - * + 


26 * 
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Die gesuchte Ausstrahlungsfunktion wird konstruiert als Grenzwert 
der Lpsung fiir A 0. Es ergibt sich 

t I m - 3 


nut 




= ■■■j 9’(^i + ^ 

Schreiben wir das innere Integral in der Form 


(t^ — r^) ^ r Q{x^r) dr = 


Oim 




(S^ = {Xi—^l)^ + ■ ■ ■ + 


und nehmen dann den Grenziibergang h-^0 vor, so ergibt sich mit 
r* = xl + ■ ■ • + xi 


lim f * rQ[x,r)dr- 

j->o J 


0 fiir r^T 

w — 3 


(Omr 




fiir r<T 


also 


u== 


u = Q fur r>t und fiir r>t: 
1 1 




m~3 


Oder 


(56) 


COm (m ~ 2) ! 


1 y 

:~2 J 




w - 3 


als die gesuchte Losung des Ausstrahlungsproblems. 

Die einfache Verifikation sei als Aufgabe gestellt. In der Tat geniigt 
« der Differentialgleichung, wie man sofort sieht, und besitzt die vor- 
geschriebenen Anfangswerte, wahrend sich fiir die Intensitat bei r 0 
^e Relation 


lim(r”-2«) = 
r->0 


1 

COm {m — 2) I 


i 




-Hr= 


e{*) 

(m — 2) (um 


(m>2) 


0 

ergibt, woraus auch das Bestehen der vorgeschriebenen Unstetigkeit (55) 
leicht erkannt wird. In den schon fruher diskutierten Beispielen m = 2 
'und w = 3 ergibt sich wieder 
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bzw. 

(58) 


Wiederum kann man die Gestalt der Ausstrahlungslosung explizite 
gewinnen. Hierzu betrachten wir die Ausdriicke 

t — r ^ 

(59) w ungerade: V;.= j gi^r) {{t-r)^-rY dr 

0 

und 

( 60 ) gerade: W;i= j g(t) ^ dr, 

A = 0, 2, 4. ” 

Durch diese Funktionen ausgedriickt, lautet dann die Ausstrahlungs- 
losung 

w ungerade: u= F ,„_3 

2(2.-r)“^ ' 

w gerade: m= 

(2.,)'^ " 

Wir gewinnen fur F; und TF; leicht die Rekursionsformeln 

(62) Fo - g [i - r) 

t 

( 63 ) W,= (X-2)W,_,-rWl_,-. W,= fi^Z^\dr, 

^ (2 = 0 , 2 , 4 ,...) 

wobei der St rich Ableitung nach r bedeutet. 

Hieraus folgen Darstellungen der Form 

(64) F,= 

,. = o 
m 

(65) = 

«’ = 0 



Ax,., und Bx,v sind feste Zahlenkoeffizienten, die sich leicht durch Speziali- 
sierung der Anfangsfunktionen explizit gewinnen lassen. Zunachst folgt 
durch Differentiation der Gleichungen (62), daB Vx derselben Rekursions- 
formel geniigt wie Wx, d. h. Wx berechnet sich aus PFo ebenso wie V’x 
aus Ffl. Differenzieren wir nun (64) nach r, so folgt 
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also bei Vergleich mit (65) die Relationen 

( + 1) “(■ j {v = 0,i,^..j— 1) 

I 4 

Es geniigt Hemach, die Koeffizienten zu bestimmen. 

Hierzu fuhren wir in (64) fiir V,i = g{t — r) die Funktion — — 
mit a ^ - j ein und setzen alsdann i — r] es foigt 

(67) • F,(M) = 4,,,(-1)“i“. 

Andererseits wird fur dieses g{t) gemaB (59) 

f 

_ < - 3 ■ ■ ■ (-^+ ^) ^ “ U2 j,2\'2' 

(7+1)! ^ ^ 


Fiihren wir hier die Differentiation nach der Leibnizschen Regel aus 
und setzen r = t, so erhalten wir 




^ -3 • • ! I ■ ■ ■ (« + 1) (2 0« 


(A+i)! 


also durch Vergleich mit (67): 

(6^^ i - , s 

22-« 

GemaB (66) foigt sodann 
(69) 


4 _ (-1)“ (A- a)! 

^A.a J 


V* 


A-a A 


■“ -id—)' 


Fiir die Ausstrahlungslosung u ergeben sich nunmehr nach leichter 
Rechnung die folgenden expliziten Darstellungen 


m — Z 

__ 


(70) jwungerade: u = - 


(4je) 


=.)^Z- ’■'(-5 ’)' 


v==0 
w — 2 


r*-'" Y~^ ( - l)i’(m-3 -v)l 

V B= I 


-,)l 


{2r)' 


a’'G(r, <) 

0/'" 


(7'1) »t&2gerade,; M 
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wobei im letzten Fall 




G{r,i) = I 


■j/t® — r® 


dr, 


d. h. die Losung fur m = 2 zu setzen ist. 

Wenn wir die Ausdriicke {i—r) in (70) durch (— + ’') 
ersetzen, so erhalten wir entsprechende Ldsungen, welche einem analogen 
Einstrahlungsproze^ entsprechen. Ausdriicke der obigen Form (70) bzw. 
(71) nennen wir fortschreitende Wellen hoherer Stufe (vgl. die Diskussion 
des Wellenbegriffs in § 10). 

Wiederum baben wir hier das bemerkenswerte Ergebnis; Fur das 
AusstraMungsproUem bet ungeradem m gilt das Huyghenssche Prinzip: 
Der Effekt der im Nullpunkt lokalisierten Erregung auf eine Stelle x 
zur Zeit t hangt nur von der Erregung in einem einzigen Zeitmoment, 
namlich im Zeitmoment i — r ab, der gerade so weit zuriickliegt, daB die 
Erregung vom Nullpimkt mit der Geschwindigkeit 1 ausgehend den 
betrachteten Raumpunkt P erreichen kann. Zeitlich scharf begrenzte 
ErregungsstoBe im Nullpunkt dargestellt durch Funktionen gif), welche 
nur in einem kurzen Zeitintervall von Null verschieden sind, werden 
somit an irgendeiner Stelle r nur in einem entsprechend langen um r 
Zeiteinheiten spateren Zeitintervall wahrgenommen werden. 

Das Huyghenssche AusstraUungsprinzip gilt jedoch nickt fur gerade 
Raumdimensionen, wie unmittelbar aus der Form (71) hervorgeht. 
Zwar wird auch hier eine zeitlich scharf begrenzte Erregung im Null- 
punkt an einer anderen Stelle mit der Entfemung r erst um r Zeit- 
einheiten spater bemerkbar sein. Der Effekt an dieser Stelle wird aber 
nicht nach dem entsprechenden kurzen Zeitintervall verschwinden, es 
wird vielmehr fiir den gesamten spateren Zeitverlauf der Effekt, d. h. 
die Losung allgemein noch von Null verschieden bleiben. In einem 
Raum von gerader Dimensionszahl wtirden wir also bei der Signal- 
iibennittlung von Signalen, welche der Wellengleichung genligen, nicht 
wieder die Moglichkeit einer scharfen Aufnahme haben, sondem es wiirde 
die Ubermittlung von Signalen durch ein Nachhallen gestort werden. 
Dieser Umstand und weitere Betrachtungen spater in § 10 zeigen, daB 
der dreidimensionale Raum tatsachJich vom Standpunkt der Moglichkeit 
der physikalischen Signallibermittlung wesentlich ausgezeichnet ist. 

Fiir w = 2 und m = } haben wir die Ausstrahlxmgslosungen schon 
in Kapitel III, § 6 aufgestellt. Im Fall »» = 5 ergibt sich 

u = -^^{g{t-r) + rg'{t-r)), 


u 


1 t f g(t-r) 
4Ji‘ r J ft 

r 


dr , 


im Falle m = 4 : 
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Zum Schlufi sei bemerkt, daB sich die Rekursionsformeln (62) und ( 63 ) 

in der Form 


(72) 


7 


d 


W'-- 


schreiben lassen. Infolgedessen ergibt sich'sofort die Auflosung 


(73) 


V: 








A = 2, 4, . . . 

Daraus gewinnt man fiir die Ausstrahlungslosung die explizite Darstellung 


m-3 


m-S 


( 74 ) m ungerade: u-- 


(75) 


w gerade: u- 


(- 1 ) ' 


m — l 

\dr\j 

471 : “ 



1 

m 

2n 

(»-) 


dr. 

■j/t* — 


7. Das Anfangswertproblem fur die Gleichung /iu-i- u = utt 
und fiir die Telegraphengleichung. Auf Grund unserer Resultate von 
Nr. 5 konnen wir nunmehr durch die Absteigemethode leicht auch die 
Anfangswertprobleme fiir die allgemeine hyperbolische Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung losen; wir konnen uns zundchst mit der Diffe- 
rentialgleichung 


(76) Au + c’‘u = Utt 

unter den Anfangsbedingungen 

( 76 ') « {x, 0 ) = 0 i*t {x, 0 ) = 9 ? {x) 

begniigen, auf welche sich der allgemeinste Fall nach Kap. Ill, § 3 zu- 

riickfiihren Mt. Die explizite Losung ergibt sich wiederum unmittelbar 

durch die Absteigemethode. Wir erhohen kiinstlich die Anzahl der un- 

abhangigen Vertnderlichen auf m + 2, indem wir nunmehr x„+j^ = z 

und = < setzen, und betrachten das Anfangswertproblem der 

Differentialgleichung 


(77) Av = Vtt 

fiir v(x^,.. ..x^^yt) unter den Anfangsbedingungen 

(77') v{x,0) = 0 vtix.0)=q>(x^ xj = 9 )(x) e'*. 
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Der Ansatz 

(78) ■ v = e‘’u(x^,...,x„) 

liefert dann u als Losung unseres obigen Anfangswertproblems (76). 
Tatsachlich zeigen die friiheren Ldsungsformeln, daB die Losung v des 
Anfangswertproblems (77) die Form x^) haben muB. Setzen 

wir aber die Funktion v in die Differentialgleichung (77) ein, so ergibt 
sich fur u unmittelbar das urspiiingliche Anfangswertproblem der Diffe- 
rentialgleichung (76). Nach den in § 4 bewiesenen Eindeutigkeitssatzen 
kann es nur eine einzige Losung u unseres Problems geben, und somit 
ist = V 

Wir kdnnen nunmehr unmittelbar v und damit auch u auf Grund 
des Result ats von Nr. 5 hinschreiben. Es ergibt sich namlich fiir ge- 
rades m, also ungerades w -j- 1 


mit 


G* [t) 


—f-f 

^m+lj J 






und hieraus 
mit 


u = tP„_^[tG) 
2 


G(0 = 


[ ... [(p{xT^ + ^it, . . ., x„ + ^„i) dco„+i, 

^m+ij J 


wobei wie friiher mit dco^j^i das Flachenelement auf der mH- 1-dimensio- 
nalen Einheitskugel + • ■ • + = 1 bezeichnet ist. Da die Funk- 
tion (p von der letzten Variablen nicht abhangt, erhalten wir 

wegen 


, d^^ — — ^ d>(D^dQ 

die Relation 


G {x, t) = f -ILL Q {X, q) dq 

^ ' “>« + ! /“"V l/i^ '€K ^ 


Oder 


zr 


(79) G(xJ) 


m 4- 1 


jn — l 






mit 


Q{x, q) = ■ ■ ■ J<p{Xi + PlQ, ■ . x„ + ^„Q)d(0„ 


Die Losung lautet also mit diesem Ausdruck fiir G 

(80) « = <P«-2(<G)- 
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Ebenso ergibt sich fur ungerades m als Losung 
(81) = 

2 

mit t 

(82) G{x, j e) ^9^ 

0 

wobei /q die nullte Besselsche Funktion ist, 

Dennesist ^^tP^{tG*) 

mit ^ 

f y (^1 + ^... I . ■ 

J y<*-e*-IL+"i 

Integration nach von — — g? bis + ergibt im inneren 

Integral den Ausdruck und somit 

G{x, t) = G*{x, t) e~“ 

= JiIL-± [...[ cp{x+$)Jo{ic]/t^~6^)di:.... di„. 

g<t 

Dieser Ausdruck aber iSBt sich sofort auf die Form (82) bringen. 

Um unser Resultat auf die Tdegraphengleichung 

( 83 ) Au = utt + u 

mit der Anfangsbedingung u {x, 0) = 0, «« 0) =<p{x) anzuwenden, haben 

- 1 . " 

wirM = »« ^ zu setzen und erhalten fiir v die Differentialgleichung 


G*(x,i) 


2e 


uW 

®«» + 2 ^ 


(84) Vtt = Av + \v, 

d. h. die Gleichung (76) fiir c = |. Es ergibt sich beispielsweise als 
Losung der Telegraphengleichung fiir 

t 

m = i: u = e ^ j — Q{x, Q)dQ 

® '<?(*, p)= 5 (9!>(i« + p) +9>(*—e)) 

. = 2: u=^e-U\^^^-Qix.,)d, 

( 85 ) I » ^ 1 /• 

Q {x,q) — -^J 9 ih + Bi, % + ^2 e) <^<*>2 


u = e 


TW J 9^} Q(^- 9)^9 
0 

Qix>Q) = ^J J<p(Xi + ^iQi,Xi+p,Qi.x,+ptQ)d(o,. 


m = }: 
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§ 6. Mittelwertmethode. — Wellengleichung und 
Gleichung von Darboux. 

Das Anfangswertproblem der Wellengleichung und weitere damit zu- 
sammenhangende Probleme lassen sich durch eine andere Methode behan- 
deln, welche auf Mittelwertbildungen fiber Kugeloberflachen des a:-Rauras 
beruht und die nebst einigen Anwendungen dargestellt werden solD. 

1 . Die Darbouxsche Differentialgleichung fur Mittelwerte. 1st 
ip{xi , .... x„) =‘ip[x) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion der 
m Variablen so betrachten wir den Mittelwert 

I v{Xi, x„,r) = v{x,r) 

Om 

dieser Funktion auf einer Kugeloberflache vom Radius r um den Mittel- 
punkt X. In unserem Integral bedeutet dann ^ einen Einheitsvektor 
mit den Komponenten und Q„, die m-dimensionale Einheits- 

kugel mit dem FlSchenelement da und dem Inhalt (o„, femer 0„ die 
Kugeloberflache vom Radius r um den Punkt x mit dem Flachen- 
element do. Dann gilt ffir die Mittelvvertfunktionen v die Differentid- 
gleichung von Darboux (vgl. § 4, 2) 

( 2 ) V,r+ — — 0 

Y 

mit den Anfangsbedingungen 

(2') Vr(x,(S) — 0, v(x, 0) =f{x). 

Wir konnen dann v auch fur negative r stetig differenzierbar als Losung 
der Differentialgleichung fortsetzen durch die Definition 

v{—r) =v{r), 

was wir ausdriicken durch die Aussage: v ist eine mit Bezug auf die 
Variable r gerade Losung der Darbouxschen Gleichung. 

Zura Beweise bilden wir 


' 1 / Om 


0)mr 


wobei (J,^das Innere der KugelflacheO^, dg das Raumelement .. dx^ 


Jv 


' 2 Differentiation nach der auBeren Normalen auf der Kugel- 




^ VgL rar Verwendung dieser Mittelbildungen und zu verschiedeneu Be- 
trachtungen dieses und der beiden folgenden Paragraphen die Arbeiten von 
Fritz John: Math. Ann. Bd. 109 (1934) S. 488f. und Bd. ill (1935) S. 5421 
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oberflache 0^ bedeutet und die letzte Uroformung auf Gnind des Gauss- 
schen Integralsatzes vorgenonimen ist. Nochmalige Differentiation 
nach r liefert 


v„ = - 




ip do 



Vr + Av, 


woinit Tinsere Behauptung folgt. 

Nehmen wir speziell an, da6 die Funktion , x„) = 9 ?(%) nur 

von der einen Variablen % und zwar zweimal stetig differenzierbar, ab- 
Mngt, dann ISBt sich der Mittelwert in der Foma 

1 w — 3 

(3) Hx„r)=^lj{x, + r^} 
schreiben und genugt dann der Differentialgleichung 

(4) ^rr d — '‘^xx~ 0> 

wobei x = geschrieben ist. 

Wir entnehmen aus § 4,2: Die Formeln (1) bzw. (3) liefem die einzigen 
Losungen des Anfangsproblems der Darbouxschen Gleichung (2) bzw. 
(4) mit den Anfangsbedingungen (2'). 

2. Zusammenhang mit der Welletigleichung tmd Auflosung der 
Wellengleichung. Wir stellen nunmehr einen eindeutig umkehrbaren 
Zusammenhang zwischen der Darbouxschen Gleichung und der Wellen- 
gleichung her. Differenzieren wir die Formel (3) zweimal nach x, so folgt 

1 >«-3 

J 

-1 

Aus dem Bestehen der Darbouxschen Gleichung ergibt sich also 
^Vr + v„^^U"ix-i:r^){i-^) ^ rfjS. 

' ^Wt J 


In dieser Formel ist der zu additiv hinzutretende Parameter x 
unwesentlich. Wir sprechen demgemaC folgendes Resultat aus: 

Wenn die Funktionen v (r) und <p (r) dutch die I ntegrcdtrans formation 

tn—'Z 

( 5 ) v(r)=f^(p{r^) {i — ^) 2 dfi 

zusammenhangen, so wird 

1 m-Z 

(6) v" + ^v'= ^ dp. 

-1 
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Es entsfricht also der Operation 9?" auf cp (r) die Operation t;" + — 
auf v{r), 

Aus dieser Tatsache ergibt sich der angekiindigte Zusammenhang 
folgendermaBen. Es sei u eine zweimal stetig differenzierbare Losung 
der Weilengleichung mit Ut {x, 0) =0, — eine „in t grade“ Losung — 
dann wird 

eine gerade L 5 sung der Darbouxschen Gleichung mit 
Vr {x, 0 ) = 0, V {x, 0 ) = u{x, 0 ) —ip[x), 

Denn es wird unter Benutzung unseres oben erhaltenen Resultats 

lAu{x,r^)[i-^) ' dp 

I 

und die Anfangsbedingungen Vf(x, 0) = 0; v{x,0)=y) sind wegen der 
Definition von v als Kugelmittelwert erfullt. 

Das Anfangswertproblem fiir die Darbouxsche Gleichung konnen 
wir aber auf Grand von (1) sofort in der folgenden Form losen 

v{xi,...,x„,r) = -^J ...J f{x + rp)dai. 

Es besteht also fur die als in t gerade vorausgesetzte Losung u der 
Weilengleichung die Beziehung 

r r r 

J!!^ju{xi,...,x„;rp)H-p^) * dp==-^j ... If(x + rp)dtt). 

0 

Wir wollen nun umgekehrt aus dieser Beziehung die Losung u der 
Weilengleichung finden und werden zeigen, daB dies auf eindeutige Weise 
moglich ist. Diese Aufgabe lauft darauf hinaus, die Funktionalgleichung ( 5 ) 
zwischen <p und v umzukehren. Da nach unserer Voraussetzung v zweimal 
stetig differenzierbar ist, konnen vrk die Losung in folgender Weise 
finden: Wir setzen r— ]/s; r/ 9 = |/ff, dann wird 

^ r ( / \ ^ 

^ ^ da. 


0 
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Mit der Bezeichnimg 


ze'{s) = j;(i/s)s 


fa 


haben wir nunmehr 


'>{s) = j %{o){s—a) 2 da. 


1st w uftgsfcid^, dann wird die Auflosung’ in eindeutiger Weise ein- 
fach durch 

( 8 ) 

ds ^ 

gegeben, also die Auflosung unserer urspningEchen Gleichung durch 

(9) <p(r)= 

{dr^} ' 

1st M gerade, so handelt es sich um eine Abdsche IntegrdgUichung, 
und die Umkehning wird dutch „halbzahlige", und zwar — ^ fache 
Differentiation (vgl. Kap. Ill, Anhang § 2 , 5), d. h. dutch 


1 ^ I 

( m—i \ ds I i/s— (7 


geliefert. Es folgt £ilso 


( 11 ) <p{r) = 


2r d I Q d 




/j 2 


z:^{Q”'~^v{Q))dQ. 


Hieraus ergibt sich, indem man (p(r) —u {x, r) setzt, als L6- 
sung unseres Anfangswertproblems fur die Wellengleichung flit gerades 
m die Formel 


( 12 ) u{x.t) 


» \ dt I Z ft 0*-^ 


.r'"~^Q{x,r) dr 


Qix.r) = -^f...lv{x + r^)dtt>„ 
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und Mr ungerades m die Formel 

((4) „(,,<)= 

'’(t) ipo)— 

mit demselben Ausdruck Mr Q{x,t), Somit haben wir Mr die Losung 
der Weliengleichung explizite neue Ausdriicke gefunden, deren Identifi- 
zierung mit den Ausdriicken von § 5 durch SchluB von m auf m 2 
leicht ausgeMhrt werden kann. 

3. Das Ausstrahlungsproblem der Weliengleichung. Auch Mr die 
Losungen der Wellengleichungen, welche Strahlungsvorgdngen entsprechen, 
konnen wir aus den in 2 . hergestellten Zusammenhangen eine andere inter- 
essante Darstellung der Losung gewinnen. Wir gehen von der Frage aus: 

m 

Welche Losungen der Weliengleichung hangen nur von ^ xf und 

i = i 

der Zeit t ab. Diese Losungen u(r,t) miissen in r gerade sein und> 
wie man leicht erkennt, der Differentialgleichung 

(15) — — = 0 

geniigen, welche genau mit der Darbouxschen Differentialgleichung (2) 
identisch ist, wenn man gegeniiber Nr. 2 die Rolle der Raumvariablen r 
und der Zeitvariablen t vertauscht. Ihre Losung wird nach Nr. 1 ge- 
geben durch i ^3 

( 16 ) u{r,t)=f<p{t + rP){i-^)^d^ 

bei willkiirlichen 9 ?. Fur ungerades m ergibt sich durch Entwicklung 
der Potenz unter dem Integralzeichen nach dem Binomischen Satz 
W— 3 

/ m-3 \ 

(17) [ I lf{t + Q)Q^'’de. 

V _ 0 - f 

Ist g eine Funktion, fiir welche = /(ic) gilt, so erhalten wir 

mittels Produktintegration leicht 

m — Z 
"~ 2 ”" 

(18) u{r.t)^-^^A,r''((-iVg'-'’Ht + r)-g^^Ht-r)), 

^ v^O 

wobei man die Koeffizienten z, B. durch Einsetzen in (15) bestimmt. 
Es ergibt sich vgl. § 5,6 



und man erkennt ferner, daB auch die einzelnen Summanden 



1 
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schon selbst der Wellengleichung geniigen, da der Funktionsverlauf 
von g an der Stelle i -j- f von dem an der Stelle ( — f auBer fiir t = Q 
unabhangig ist. 

4. Ein Satz von Friedrichs. Fiir m = i ist die Darbouxsche 
Gleichung mit der Wellengleichung identisch und hat dann als gerade 
Losungen Funktionen g(!:H-r) bei willkiirlichein g.- Bei 
hoherem. tn wird weder die Darbouxsche Gleichung noch die Wellen- 
gleichung durch solche einfach fortschreitende Wellen gelost. Jedoch 
gilt folgender merkwurdige Satz. 

Fiihren wir fur den Darbouxscken Ausdruck die Bezeichnung 

(20) [m [r, i)]=u„+ 

ein, und ist m ungerade, so geniigt bei willkurlichent g sowohl die Funkiion 
g{t-\-r) wie die Funkiion gii—y) der iterierten Darbouxscken 

Differentialgleichung 

( 21 ) 

Um diese Behauptung zu beweisen, zeigen wir zunachst, daB fiir be- 
liebiges (p und ganzzahliges rSO gilt 

(22) -f r^) (1 d^ = + r^) (1 . 

wobei d„,^ = — v gesetzt ist^. Denn, wird das Integral links mit 

w{r, x) bezeichnet, so ist nach Nr. 1 : 

also gilt wegen = 77 ' 

1 

-1 

Fiir die rechte Seite ergibt sich schlieBlich durch partielle Integration 
die in (22) behauptete Form. Nunmehr folgt durch wiederholte An- 
wendung 

1 

1 r 

-1 

i. w — I 

= f f^**"*^ (^ + r i?) (1 — /9*)“i“ d^ 

-1 

■fjl 'i 

^ Fiir ~ — ergibt sich als Spezialfall das Resultat von Nr. 1. 
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und hier verschwindet wegen d = 0 die rechte Seite. Es ist also 

m, — ^ 

bei beliebigem (m— l)-mal stetig differenzierbarem y : 


1 



-1 


Setzt man (p = so folgt 

f<pii + r^)d^ = L„ [g(t + r) + g{t-r)] 

und dies in Gleichung (23) eingesetzt, ergibt die Behauptung (21) q.e.d. 

§ 7. Ultrabyperbolische Differentialgleichungen 
und allgemeine Differentialgleichungen ^weiter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten. 

1. Der allgemeine Mittelwertsatz von Asgeirsson^ Die in § 6 ge- 
gebene Auflosungsmethode durch Umkehning einer Mittelwertgleichung 
erfahrt eine neue Beleuchtung durch einen einfachen, aber tiefgehenden 
Mittelwertsatz, den Leifur Asgeirsson fur beliebige lineare Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten entdeckt 
hat. Nach Kapitel III, § 4,2 konnen wir eine beliebige nicht parabolisch 
ausgeartete homogene solche Differentialgleichung nach passender linearer 
Transformation der Koordinaten und gegebenenfalls nach Abspaltung 
eines Exponentialfaktors in die Form setzen 

ATi + * * * H" X,, = + • ' * + ^ ^ > 

wobei und . . . , die unabhangigen Veranderlichen sind. 

Auch den Koeffizienten c, den wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
als nicht negativ annehmen diirfen, konnen wir (falls er nicht ver- 
schwindet) formal beseitigen, indem wir eine kiinstliche neue Ver- 
anderliche z= + i einfiihren und u = ve^^ setzen.^ Die Differential- 
gleichung geht dann in die Differentialgleichung 

f- H + 

liber. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir nun, indem 
wir unter Umstanden annehmen, dafl die Funktion v, anstatt welcher 
wir nunmehr wieder u schreiben, von gewissen der Variablen Xi oder y; 
gar nicht abhangt, die Differentialgleichung in der Form schreiben 

(1) A:,u — AyU, 

d. h. 

m m 

(1 ) ^Xi Xi ^ I 

* aas 1 t = 1 

1 Vgl. Leifur Asgeirsson: Gottinger Dissertation (1932). Math. Ann. Bd. 113 
(1936) S. 32lff, 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik 11. 


27 
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wobei 'vvir also nunmehr die Anzahl der x-Variablen und die Anzahl 
der y-Variablen als gleich annehmen. 

Wir bezeichnen diesen Differentialgleichungstypus als ultra-hyper- 
iolisch. Fiir den Spezialfall, daB u von keiner der Variablen y abhangt, 
erhalten wir die Potentialgleichung, fiir den Fall, daB w nur von einer der 
Variablen y abhangt, die hyperbolische Wellengleichung. 

Wir nehmen nunmehr an, daB u eine fiir den gesamten betrachteten 
Bereich des a:, y-Raumes zweimal stetig differenzierbare Losung der 
Differentialgleichung (1) ist. Dann bilden wir mit u die folgenden 
Integrale iiber die Einheitskugel jSf + = I 

(2) {x, y, z) = — A • • fw (Zj + jSi r, . . . , r ; yi, . . . , y„) 

€0^ J J 

und 

(3) v{x,%r) = — f ... f u{xy,...,x„\ yi + |Sir,...,y„ + ^„r)ia)„. 

^mJ J 

Es wild also v{x, y, r) der Mittelwert der Funktion u uber eine Kugel- 
oberflache vom Radius r um den y-Punkt im y-Raum, wobei x fest 
bleibt und entsprechend fi{x,y,r) der Mittelwert im x-Raum, wenn y 
fest bleibt. v und fi denken wir fiir negative r als grade Funktionen 
fortgesetzt. 

Femer bilden wir den Mittelwert 


w{x,y,r,s) = 

'kl'" / 


I Vm 4 " Pm 


d. h, den Mittelwert uber eine Kugel vom Radius r im :x;-Raum und eine 
Kugel vom Radius 5 im y-Raum. Natiirlich gilt dann 

fi{x,y,r) = w{x,y;r, 0) 
v(x,y,r) = w{x,yiO,r), 

Der zu beweisende Mittelwertsatz wird nun einfach durch die Gleichung 

( 5 ) /J'{x,y,r):=v{x,y,r) 

ausgedriickt, d. h. 

I MiUelwertbildung lei festem x im y-Raum Uber eine Kugel vom Radius r 
Uefert denselben Wert wie Mittelwertbildung bei festem y uber eine Kugel 
vom Radius r im x-^Raum. Allgemeiner gilt 

( 6 ) 'i^{x.yj,^) = w{x,y,sj), 

d. h. das Ergebnis der dopfelten Mittelwertbildung ist in den Radien r 
und s symmetrisck 

Wir beweisen zunachst den speziellen Satz. Beide Mittelwerte fi 
und V gentigen gemafl § 6 der Darbouxschen Diffefentialgleichung 
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A m— 1 

—flr—/^rr = 0 

( 7 ) 

A m—i n 

AyV — —Vr—rrr = 0, 

wobei in der ersten Gleichung y. in der zweiten Gleichung x als Parameter 
auftreten. Aus (i) folgt: Axfi=Ay[i und ZlyV = /l;tV, somit auch 

A:,V — —y--V, — Vrr=0. 

AuBerdem wird nach Definition 

y, 0 ) y); y, 0 ) = 0 , 

v{Xy y, 0 ) =u{Xy y) ; Vr{Xy y, 0 ) = 0 . 

Die Funktionen und r in ihrer Abhangigkeit von x und r, mit y als 
Parametem, sind also Losungen desselben Anfangswertproblems der 
Darbonxschen Gleichung nnd daher auf Grund des Eindeutigkeitssatzes 
von § 4, 2 miteinander identisch. 

Die allgemeine Relation ( 6 ) ergibt sich jetzt folgendermaBen: Fiir 
den doppelten Mittelwert haben wir wiedemm A^w — AyW und anderer- 
seits die Darbouxsche Gleichung 

4 m — 1 , 


d. h. 


( 8 ) 



W^+Wrr^ 





Ftir s = 0 betrachten wir w [x, y, r, 0 ) als bekannt und haben auBerdem 
^5 y, 0 ) == 0 . Durch diese Anfangsbedingungen ist ze'(^y, r, s) 
wiederum eindeutig bestimmt, wie man genau nach dem Muster von § 4, 2 
erkennt. 

Setzt man w{Xy y; r, s) = w(r, 5) und w{Xy y; s, r) = v{r, 5), so ge- 
niigen beide Funktionen u und v derselben Differentialgleichung ( 8 ) 
mit den Anfangsbedingungen w(r, 0 ) —w{ry 0 ); 0 ) = 0 und v{r, 0 ) 

= zg/( 0 , r)\ Vs{ri 0 ) = 0 , Da aber auf Grand des speziellen Mittelwert- 
satzes ( 5 ): w{ 0 ,r) = t£;(r, 0 ) gilt, so miissen wegen des Eindeutigkeits- 
satzes die beiden Losungen miteinander ubereinstimmen, es ist also 
v{ry s) =: w{r, s) = w{x, y, r, s) identisch in r und s, q. e. d. 


Da die Mittelwertgleichung ( 5 ) fiir jede Kugeloberflache vom Radius r 
besteht, so erhalten wir durch Integration nach r sofort einen ent- 
sprechenden Mittelwertsatz fiir das Innere von Rugeln^ namlich die 
Gleichung 

. . Ju{xj^ + + yi, . . yj 

Sr 

= /. . .fu(xi , yi + fi,, . 
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wobei auf beiden Seiten iiber das Innere der Kugel + • * * + ^ 
zu integrieren ist. 

Hieraus folgt sodann ein entsprechender Satz auch fiir den Fail 
n > m, d. h. iui den Fall der Differentialgleichung 


Denn ist in der fur ?« = » geschriebenen Relation (5') « von den 
Variablen y, unabhangig, so ergibt sich die allgemeinere 

Anssage 


' f. . .Ju(Xi + fi, . . + |„; Ji , . . yj d^„ 

n — m 

' U(x^ ^„;yi + f: y„ + Udl,...d^„ 

Si ^ r 

mit e? = H 1- und ^2 = + • • • in der dann im Fall 

» = JM der Faktor rechts durch 1 zu ersetzen ist. 

71 — m 

2. Anderer Beweis des Mittelwertsatzes. Ein zweiter Beweis des 
allgemeinen Mittelwertsatzes (6) unter starkeren Differenzierbarkeits- 
voraussetzungen ergibt sich, indem wir mit Hilfe einer Funktion v{a, b) 
setzen 

1 1 m-Z m-3 

(9) w{r,s)=f /j)(ar,jSs) (1— a^) ^ (1— /S^) ^ da.d^ 

- 1 -1 

und w als hinreichend oft differenzierbar annehmen, so daB gemaB § 6 
die gerade Funktion t; zu w eindeutig bestimmt werden kann. Dabei ist 
nach §6: 

1 1 wj~3 

^ (1— j?^) ^ dxd^ 


m— i 


+ Wf, 


m*- 1 


woraus sich wegen (8) ergibt: 
also 

o(a,6) = g{« + 6) + A(a-6); 

dieser Ausdruck in (9) eingesetzt, ergibt einen in r und s symmetrischen 
Ausdruck und daher die gewunschte Gleichung w{r, s) = w{s, r). 

3. Anwendung des Mittelwertsatzes auf die Wellengleichung. Als 
Anwendung des Mittelwertsatzes betrachten wir wiederum das Anfangs- 
wertproblem der Wellengleichung Uft—Au=:0 mit den Anfangs- 
bedingungen u(x,0)=:f(x)-, «;(>;, 0) = 0 mit anderen Worten, wir 
suchen udederum in der Zeit t gerade Losungen der Wellengleichung. 
Zu diesem Zweck fassen wir die Wellengleichung als Spezialfall der 
ultrahyperbolischen Differentialgleichung (1) auf, indem wir y^ = t setzen 
und die zusatzliche Bedingung stellen, daB die Ldsung « nicht von 
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>’ 2 > • • • j abhangt, Nunmehr wenden mi den Mittelwertsatz an fiir 
einen beliebigen Punkt x des ;^r-Raums und den Nullpunkt = 0 des 
y~Raumes. Es wird dann 

( 10 ) x„-h^J;0)do)„=-^j...Ju{x^,...,x„]i^y}dm^. 

n,ii Ojn 


Der eine der beiden Mittelwerte ist also der schon friiher betrachtete 
und aus den Anfangsbedingmigen a priori bekannte Mittelwert Q {%, i) 
der Anfangsfunktion ip. Der andere Mittelwert rechts iaBt sich, da der 
Integrand auBer von den Parametem x nur von der einen GroBe 
abhangt, wiederum als ein einfaches Integral schreiben, namlich 


2 


^2- j 


■i,...,x„,Q)\p—Q^) 2 dq. 


Somit liefert der Mittelwertsatz die Integralrelation 


( 11 ) 


Q{x,t) = 


2W- 



dq. 


welche mit der in § 6, 2 betrachteten identisch ist und dort durch ganz- 
zahlige bzw. halbzahlige Differentiation gelost wurde. 

Der Mittelwertsatz enthalt somit den tieferen Kem der dort dar- 
gelegten Losungsmethode: Diese Anwendung lauft darauf hinaus, daB 
man in der Wellengleichung die raumlichen Parameter und den Zeit- 
parameter als vollig gleichwertig behandelt durch Einfiihrung weiterer 
kiinstlicher „Zeitparameter“. 

4. Losungen des charakteristischen Anfangswertproblems der 
Wellengleichung. Eine weitere Anwendung des Asgeirssonschen Mittel- 
wertsatzes ist die folgende Methode zur Losung des in § 4, 1 formulierten 
charakteristischen Anfangswertproblems der Wellengleichung 

( 12 ) 0 

in drei Raumdimensionen. Die Werte u seien vorgegeben auf dem Kegel 

if = ^ y2 ^ ^2 _ Q 

und es sei also 

« [x, y, Z, ]/** + y® + z2) = ip{x, y, z) 

bekannt. Gesucht ist eine (fiir regulare) Losung der Gleichung (12), 
die auf jK = 0 stetig die vorgegebenen Werte annimmt. 

Wir konstruieren die Losung dieses Problems zunachst auf der Achse 
x = y = 2 = 0 des Kegels und wenden hierzu den Mittelwertsatz an, 
welcher liefert: 


It 


2nt J i^(0, 0, 0, r)dr==i^f f ip{%i,^t,yt) dm 



422 


VI. Hyperbolische Differentialgleichungen. 


Oder ^ 

2 % J u{0,0,0,r)dr=t J J j i) 

0 o 

wobei rechts iiber die Oberfliche der Einheitskugel des a, y-Raumes 
zu integrieren ist. Daraus folgt dutch Differentiation sofort 

a ^ 

Hierbei sind auch im letzten Integral in ip^, ipy, yt^ die Argumente — t, 
^ i einzutragen. Um m in eineni beliebigen nicht auf der i-Achse 

liegenden Piinkte P mit K 0 zn bestimmen^ baben wir ihn lediglicb 
durch eine Loyentz-Tfdnsforfndtion, d. h. eine Transformation, welche 
den charakteristischen Kegel unverandert laBt, in einen Tunkt der Zeit- 
achse hineinzutransformieren. Wenn P die Koordinaten x = x^, y = 0, 
z = o, t = -mit Xo < to besitzt, so wird diese Transformation diirch die 
Substitution 


(14) 


X — 


.fo... t’ 


y~y 

z = z‘ 




iti— 


r'+ — t' 




geleistet, wobei P iibergeht in einen Punkt P' mit den Koordinaten 

x' = y' = z' = 0 



Unsere Formel ( 13 ) bleibt, da bei der Lorentztransformation (14) die 
Differentialgleichung nicht verandert wird, anwendbar auf die Funktion 

v(x', y',z', t') = u{x, y,z, t) 

mit den Randwerten 

X{x', y',z') = f(x, y,z) 

und es folgt daher 

m (% 0 , 0 , to) = V ( 0 , 0 . 0 , ^jtl—A) 

=^^fjx{~ itl-xl, i- -UPo-xl, i doi 

a 

wobei wiederum im letzten Integral als Arguinente in Xii‘> Xy'’ Z*' 
GroBen ~ i/fo— 4. - j l/^o — * 0 . -j einzutragen sind. 
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Driicken wir sodann wieder % dutch y aus, so folgt ieicht: 

(15) u{xQ,0,0,to) = ~J + 

Q ' ^ 

+ J {^yiy + yy>,)dQ). 

^ Q 

Die Argumente • in sind dabei die gleichen wie in also : 

y{^o + ay, yi/^o— 4- 

Danach ist v, durch die Vorgabe von f in jedem Punkte P mit t>0 
und ^ < 0 eindeutig bestimmt, indem man den Punkt P vorher durch 
eine Drehung des Koordinatensystems in die Ebene y = z = o trans- 
formiert denkt. Man erkennt; Der Wert von u in einem Punkte P ist 
nur dbhangig von den Anfangswerten v langs der Schnittellipse einer Ehene 
mit dem charakteristischen Kegel, welche mit dim Schnitt des Anfangs- 
kegels mit dem charakteristischen Kegel durch P identisch ist. 

Es sei als Aufgabe gestellt, zu verifizieren, daB die so konstmierte 
Funktion wirklich die Differentialgleichung und die Anfangsbedingung 
befriedigt. BeUaufig sei erwahnt, dafi man in ahnlicher Weise auch das 
charakteristische Anfangswertproblem der ultrahyperbolischen Diffe- 
rentialgleichungen diskutieren kann. 

5. Andere Anwendungen. Mittelwertsatz fur konfokale Ellipsoide. 
NaturgemaB enthalt der Asgeirssonsche Mittelwertsatz andere bekannte 
Mittelwertsatze aus der Theorie des Potentials und der hyperbolischen 
Differentialgldchungen. Z. B. erhalten wir den Mittelwertsatz der Poten- 
tialtheorie, indem wir eine Potentialfunktion x„) als eine solche 

spezielle Losung der Differentialgleichung (1) auffassen, welche iiberhaupt 
von keiner der Variablen y abhangt> Anwendung des Mittelwertsatzes (5) 
fiir einen beliebigen Punkt x und den NuUpunkt yi = 0 liefert dann 
unmittelbar den Mittelwertsatz der Potentialtheorie. Ebenso folgt dieser 
Satz direkt aus dem allgemeineren Satz (5") fiir m = Q. 

Einen weniger trivialen Mittelwertsatz der Potentialtheorie erhalten 
wir folgendermaBen: Es sei eine Losung der Potential- 

gleichung Au = 0. Wir fiihren statt der m Koordinaten Xi kunstlich 
2 m neue Koordinaten und rji ein druch ein System von Gleichungen 

Xi = ^i (Sofoj +r]i (i = 1. . . . , w) 

wo die GroBen a^, . . (x„ willkurliche Zahlen sein konnen. Dabei geht 

u{x) in eine Funktion rj) der Variabeln • -’Vm 

und aus der Differentialgleichung Au = 0 wird die ultrahyperbolische 
Differentialgleichung A(a)=A co 

Nunmehr wenden wir den Asgeirssonschen Mittelwertsatz in der Form (S') 
an, und zwar fiir den Punkt if =t]i=0 und auf die Kugel Ki’, 
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+ im l-Raum und die entsprechende Kugel K^'. 

^2 ..j + ^ im }j-Raum. Diesen Kugeln entsprechen im ;r-Raum 

die beiden konfokalen EUipsoide 


5 .: 2 


■and 


i = l 


SoPa,. 


i=sl 

'die Mittelwerte iiber die Kugeln gehen in die Mittel-werte der Funktion 
u{x) fiir das Innere der entsprechenden beiden EUipsoide iiber. Da 
durch passende Wahl der-GroBen und r mit unseren Formeln jedes 
beliebige Paar von konfokalen ElUpsoiden dargestellt werden kann, so 
erhalten wir unmittelbar den folgenden Satz: 

In einer Schar konfokaler ElUpsoiie ist der MiUelwert einer regu- 
Idren Poteniialfunktion iiber das Innere sines Ellipsoides fur die ganze 
Schar konstanl Dieser Satz ist fiir w = 3 im wesentlichen aquivalent 
klassischen Resultaten iiber die Anziehung von Ellipsoiden. 

Es sei noch darauf hingewiesen, dafi unsere letzte Anwendung sich 
einem aUgemeinen Gesichtspunkt unterordnet: Man kann die ultra- 
hyperbolische Differentialgleichung (1) durch eine Grappe von linearen 
Transformationen in sich transformieren. Diese linearen Transf ormationen 
sind diejenigen, welche die charaktexistische Form 


i =as 1 

bis auf einen Faktor in sich transformieren und daher auch den charak* 
teristischen Kegel unserer Differentialgleichung invariant lassen. Natur- 
gemaB enthalt diese — noch nicht naher studierte^ — Gruppe als Unter- 


^ VgL jedochliir z. B. Felix Klein. Hohere Geometrie, 2. Aufl. Berlin 
1926; hier erscheint diese Gruppe als Gruppe der Transformationen der Gesamt- 
heit der Graden des dreidimensionalen Raumes in sich. 

Dieser Zusammenhang findet seinen Ausdruck in einer weiteren Anwendung 
des Asgeirssonschen Mittelwertsatzes, die F. John fiif 2 und die ultrahyper- 
bolische Gleichung 

Uxi y, — 

gemacht hat. (VgL eine demnachst erscheinende Arbeit in Bull. Amer. math. 
Soc.) Wir deuten Xi, x^, y^, als Linienkoordinaten der Graden eines drei- 
dimensionalen i, rj, f-Raumes im Sinne der Liniengeometrie. Dann ist die allge- 
meinste im ganzen Raum definierte und gewissen Regularitatsvoraussetzungen 
im Unendlichen gentigende Ldsung dieser Differentialgldchung gegeben durch 
die Integrale einer willkiiriichen Funktion von f tlber die Graden des 
Raumes. Der Asgeirssonsche Mittelwertsatz kann hier unter Bezugnahme auf 
die beiden Gradenscharen eines beliebigen einschaligen Hyperboloides des f, 7], 
f-Raumes folgendermaflen ausgesprochen werden; Das Integral jeder L5sung u 
iiber die Graden der einen Schar ist gleich dem Integral fiber die Graden der 
anderen Schar. 
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gruppe nicht nur die Grappe der Ahnlichkeitstransformationen, sondem 
auch die Lorentzgruppe in raumlich entsprechend niedrigeren Dimen- 
sionen. Anwendung einer Substitution der allgemeinen „Ultra-Lorentz- 
gruppe" vor Anwendung des Mittelwertsatzes liefert eine Quelle fiir die 
Gewinnung von weiteren Mittelwertsatzen fiir Losungen von Spezial- 
fallen der ultrahyperbolischen Differentialgleichung. 

§ 8. Betrachtungen fiber nichthyperpolische 
Anfangswertprobleme. 

Der Asgeirssonsche Mittelwertsatz von § 7 bildet ein wertvolles Mittel, 
um Einblick in die eigentiimlichen VerhSltnisse zu gewinnen, welche 
bei Anfangswertproblemen fiir ultrahyperboUsche Differeniialgleichmgen 
bzw. fiir hyperbolische Differentialgleichungen bei nicht raumartigen 
Anfangsmannigfaltigkeiten bestehen. Insbesondere werden wir erkennen, 
warum Anfangswertprobleme dieser Art nicht sachgemaB sind (vgl. 
Kap. Ill, § 7). 

I. Bestimmung einer Funktion aus gewissen Kugelmittelwerten. 
Wir behandeln zunachst die folgende Vorfrage: Es sei eine stetig 
differenzierbare Frmktion / (%, .. .,x„, t) in der Umgebung von t = 0 
des X, i-Raumes gesucht, welche gerade in t ist, d. h. fiir welche 

(f) — 

und dementsprechend 

f (*.0) = 0 

gilt und fiir welche die Integrale 

(2) g(%, . . - , x„, r) ==g{x. r)=f.. .ff{x^ + . - • , r)do = Q [/] 

iiber Kugeloberflachen 0/. 

l! + -*-+a + T^ = »'" 

vom Radius r um die Punkte x, 0 eines gewissen Gebietes des x, i-Raumes 
als Mittelpunkte vorgegeben sind. Mit g ist auch der Ausdruck 

(3) G{x,r)==fg{x,Q)dQ, 

0 

d. h. das Integral der unbekannten Funktion / iiber das ganze Innere 
der Kugel vom Radius r im m + 1-dimensionalen x, ^-Raum um den 
betreffenden Punkt der Ebene ^ = 0 gegeben. Wir konnen nun- 
mehr G(x,r) nach Xi differenzieren, wenn nur die Stetigkeit von / 
vorausgesetzt wird. Es ergibt sich, indem man G als Integral iiber das 
Kugelinnere auffaBt und von der Definition 
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lim ^ ^i-l- ^i + l> •••• — (^1 ^w) _ _ 

k-^0 * 


ausgeht, 

( 4 ) 


_£G 

Bx. 


— == — y ... j" f{Xi • ■ • ) • 

’ 0, 


Somit ist nicht nur das Integral der unbekannten Funktion / iiber die 
Oberflache 0, der Kugel vom Radius r bestimmt, sondem aucb das 
Integral 

( 5 ) j j i ~ ^iS 

Tji und T 

m 

die Koordinaten auf der Oberflache dieser Kugel Z If + t® = r® be- 

1 

deuten. Die Operation A ist also dieselbe Mittelbildung wie in (2), 
nur angewandt auf a:^/, statt auf /. 

Wenn wir nunmehr dieselbe Betrachtung statt auf die Funktion / 
auf die Funktion ^,/ anwenden und diesen ProzeB beliebig oft 
wiederholen, erkennen wdr, daB aus der Vorgabe der Integrate g auch 
die Integrate 

/• • •/ /(%. • • ■•Vm, r)P{rii, ...,r]„)do = PiD^, ...,D„)g 


bekannt sind, wobei P irgendein Polynom bedeutet. 

Indem wir das Oberflachenelement der Kugel 0, durch 

do^ = 

ausdnicken, formen wir diesen bekannten Ausdruck in 
J- • • J(/ • • • . + f {%. ....r]„.-r))P {%. 

um. Wegen der Vollstandigkeit der Polynome P in der w-dimensio- 
nalen Kugel |f und wegen der Voraussetzung (1) ist 

also durch die bekannten Ausdriicke P (D^, . . . , D„) g die Funktion 
(f* — I? — ■ — a-fso auch / selbst eindeutig bestimmt: 

Eine stetige in t gerade Funktion f ist durch ihre Kugelmiitelwerte g 
eindeutig bestimmt, und zwar kennen wir / fiir alle Punkte auf Kugeln, 
mit Radien r, wenn die Mittelwerte g fiir alle Kugeln mit benach- 
barten Mittelpunkten und Radien bis zu r -f- « bekannt sind. Lassen 
wir die Voraussetzung (1) fallen, so ist jedenfalls f{x,t) +f{x. — t) 
in dem betreffenden Bereiche bestimmt. 

Nunmehr beachten wir die folgende wichtige Tatsache: Zur Be- 
rechnung des Operators D,-g fur irgendein Wertsystem Jtj, . . . , , r® 

geniigt es, den Mittelwert g(x,r) von f{x,t) fiir 
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i=i 

zn kennen, wo e beiiebig klein sein darf, und dasselbe gilt fiir die Be- 
rechnung alier Polynome P(Di, - . . , D^) g, 

Daraus folgt, daB durch Vorgabe von g fur die durch (6) gekenn- 
zeichneten Weitsysteme unter der Voraussetzung eines in t geraden / 
die Funktion / in der ganzen Kugel 

i^l 

eindeutig bestimmt ist. Dadurch aber,.da6 / in dieser Kugel bekannt ist, 
konnen wir nunmehr um jeden Punkt mit ^ = 0 im Innem dieser Kugel 
als Mittelpunkt wiederum das entsprechende Integral g [x, t, r) in ein- 
deutiger Weise bestimmen, vorausgesetzt daB 

(7) r + 

gilt. ZusammengefaBt: 

Durch Vorgabe von g in dem zylindrischen Bereich (6) von beiiebig 
kleiner Dicke a ist g schon eindeutig in dem ganzen Doffelkegel (7) be- 
stimmt; (dies gilt ubrigens auch fxir nicht- 
grade f) (vgL Abb. 40). 

2. Anwendungen auf das Anfangswert- 
problem. Wir betrachten.die ultrahyperbolische 
Gleichung 

l m 

(8) j; Uy.y. = l: W,.,. + Uit, 

i=»l 

wobei wir 1 ^ auszeichnen , n^2 Atb. 4o. 

voraussetzen und nicbt notwendig 2 == n vor- 

auszusetzen brauchen. Wir suchen z. B. eine in t gerade Losung dutch Vor- 
gabe ihrer Wferte auf der Ebene 2 = 0 festzulegen; es sei also ftir 2 = 0 

y) = 0 und u = ip{Xy y) 

vorgegeben. Wir betrachten nun die Anfangswerte in einem Gebiet des 
X, y-Raumes. wobei y in irgendeinem Gebiet G des y-Raumes R liegt, 
wahrend x innerhalb der kleinen Kugel 

(9) 

variiert. Das Gebiet, in dem die Anfangswerte vorgeschrieben sind, ist 
also das „Produktgebiet‘' einer kleinen Kugel im :t-Raum mit irgend- 
einem Gebiet G im y-Raum. Betrachten wir die Losung u als Funktion 
von Xy t mit y als Parameter, so sind durch diese Vorgaben die Integrate 
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von u liber die Kugeloberflachen des .r, i-Raumes bestimmt, fur deren 

Mittelpunkte ST,-, »< 

/-O, 


ist und deren Radien kleiner oder gleich einer gewissen Zahl r® 
bleiben; dabei ist r® der Radius der groBten Kugel um den Punkt y 
im y-Raume R, welche noch ganz in G liegt. 

Dies folgt aus dem Mittelwertsatz von §7 unmittelbar fiir n>L 
'-lstn<l, so liefert dieser Mittelwertsatz zunachst nur die Integrale 

( tn 

r^^t2—j;xfj'^dxdt fiber das Innere V, jeder Kugel im 
X , i-Raum vom Radius und einem Mittelpunkt jcj, . . . , x „, t=0 mit 


Bezeichnen wir das Integral von u fiber die Oberflache 
£er solchen Kugel vom Radius r mit / (r), so wird das obige Integral 




jj dg. Kennt man abet diesen Ausdruck ffir y < r®, so ist 

auch J{r) ffir eindeutig bestimmt, wie aus unseren frfiheren Be- 
trachtungen (vgl. § 6, 2) durch Zuriickffihrung auf eine Abelsche Integral- 
gleichung folgt. Damit ist auch ffir />« die behauptete Aussage bewiesen. 

Nach Nr. 1 ist infolgedessen die gesuchte gerade Funktion u{x, y, t) 
in der ganzen Kugel 




- 1.0 2 


eindeutig bestimmt. Insbesondere sind also auch ffir f = 0 die Anfangs- 
werte u{x, y, 0) in der Kugel 


( 10 ) 




t=i 


02 


des w-dimensionalen Anfangsraumes R„ bestimmt, und wir erhalten also 
das merkwfirdige Resultat: 

Sind fiir eine in der Zeit i gerade Losung der ulirahyperboUschen 
Gleichung (8) die Anfangswerte u fiir y in G und x in einer beliebig 
kleinen Kugel ^ (a:,-— *?)*^£* bekmnt (vgl. Nr. 1), so sind dadurch die 
Anfangswerte in eindetdiger Weise Uberall in der grb^eren Kugel 

i=i 


bestimmt, wobei r® wie oben definiert ist. Dasselbe Resultat besteht auch 
ffir nichtgrade Losungen. 

Daraus folgt die VnnwgUchkeit willkurlicher Vorgabe von Anfangs- 
werten u{x, y, 0). 

Gibt man z. B. bei der Gleichung 

( 11 ) + = 0 
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die Anfangswerte x,0) vor in einem Kreis G: (yj.— yi)^ + 

{y^—yl)^^a^ der y-Ebene und \x—x^\^8, d. h, in einer diinnen 
zylindrischen Scheibe des y\, A;-Raumes parallel zur y^, yg-Ebene, 
so ist a priori u (y^, yg, x) in dem Doppelkegel 

v(yi-y?)^+ + 

eindeutig bestimmt. 

Ist entsprechend*bei der Wellengleichung 

( 1 2 ) Uy y — 

wobei aber ,,iinsachgemafi*' die Rolle der Raum- 
variablen y nnd der Zeitvariablen t vertauscht 
ist, die Funktion u{y, %, t) fiir ^ = 0 in 
dem diinnen Zylinder parallel zur y-Achse 

K— + (y— y®)^« 

vorgegeben, so ist der Anfangswert u [y, x^, X 2 , 0) sogleich in dem 
Doppelkegel 

y + ! y - y® I s « 

eindeutig bestimmt. 

Man sieht also, daU bei der Wellen- 
gkichung Vorgabe der Anfangswerte auf einer 
nicht raumartigen Ebene nicht in willkUr- 
licher Weise mdglich ist 

Ist bei der allgemeinen Gleichung (8) 
der Anfangswert u (y^, y 2 , • • • , yil 
fiir 

l m 

i ~ 1 t =■ 1 

vorgegeben, so ist er von vomherein auch schon fiir das Gebilde 

]/i (yi-y?)* + ]/i 

bekannt und die Losung u [y, x, t) fiir 

]/ X{yi-yl)^+]/ Xixi-x^r + fi^a 
1 i=i ’ >=i 

eindeutig festgelegt. 

Fiir die Potentialgleichung {I = 0) 

(^3) 1- + «« = 0 

besagt dies; Eine in t gerade Losung, fur welche u{x, 0) in einer beliebig 
kleinen Kugel 

m 

» w 1 * 
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bckcifint isty licit dufch di&se Vorgdben scJion eindeutig hestimwie Werte 
in deM Gebiei m 

und inshesondcTe uuch eindeutig bestiniMte Anfangswefte fiif ^ = 0 in 

m 

.■=1 

Das Resultat iiber die Anfangswerte gilt wieder ohne Beschrankung 
auf grade Losungen. 

Diese letzte Anssage steht im Einklang mit dem uns schon bekannten 
analytischen Charakter dieser Losungen. Im Falle von hyperbolischen 
bzw. ultrahyperboliscben Differentialgleichungen sind jedoch die Zu- 
sammenhange zwischen den Werten einer Losung auf den Anfangsebenen 
keineswegs mehr auf einer ahnlichen Grundlage selbstverstandlich; viel- 
mehr brauchen ja diese Anfangsfunktionen keineswegs analytisch zu sein. 
Wir haben es also bei den Werten der Losungen dieser Differential- 
gleichungen ISngs solcher Ebenen mit dem bemerkenswerten Phanomen 
von nicht notwendig analytischen Funktionen zu tun, deren Verlauf aus 
ihrer Kenntnis in einem nach einer Richtung beliebig wenig ausgedehnten 
Gebiet schon fiir ein wesentlich weiteres Gebiet erschlossen werden kann L 

§ 9. Die Methode von Hadamard zur Losung 
des Anfangswertproblems®. 

In den vorangehenden Losungen von Anfangswertproblemen bei 
konstanten Koeffizienten tritt zwar der Begriff der Charakteristiken 
implizite in den Abhangigkeitsgebieten auf, er spielt aber bei der Auf- 
findung der Losung — aufier dem in § 2, 8 gegebenen Beispiel ~ keine 
Rolle. Im Gegensatz dazu bildet bei der Methode von Hadamard, die 
nunmehr — unabhangig vom Vorangehenden — kurz dargestellt werden 
soli, die charakieristische Mannigfaltigkeitiashesondeve das charakteristische 
Konoid den Ausgangspunkt. Diese Methode stellt eine Vertiefung und 
weitgehende Verallgemeinerung der in Kapitel V, § 4 fiir « = 2 gegebenen 
Riemannschen Methode dar, ist auf beliebige lineare Differentialgleichun- 
gen zweiter Ordnung auch mit nichtkonstanten Koeffizienten anwendbar 
und laBt sich sogaj auf Systeme von Differentialgleichungen und Probleme 
hoherer Ordnung verallgemeinem. Wir werden uns wegen der sonst not- 
wendigen Weitliufigkeit der Rechnungen Her auf die Durchfuhrung bei 
Differentialgleichtmgen mit konstanten Koeffizienten fiir « = 3 bzw. « = 4 
beschranken, die Methode als solche jedoch in ihrer Allgemeinheit 

^ Vgl. hierzu P. John: Math. Ann. Bd. lit, S. 542f., wo fur die Gleichung von 
Darboux mit einer anderen Methode noch weitergehende Ergebnisse erzielt warden, 

* Fttr den Grenzfall des Ausstrahlungsproblemes, rvo die Methode eine etwas 
einfachere Form annimmt, siehe auch § 10. 
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skizzieren, wobei wir auf Hadamards ausfuhrliches Buch iiber den 
Gegenstand verw’eisen^. 

1. Vorbemerkungen. Grundlosung. Allgemeine Methode. Bei 
der Integration der Differentialgleichung 


L [m] = u^y aug-\-huy-\- cu = f{x, y) 


(1) 

mit zwei unabhangigen Veranderlichen war die Riemannsche Funktion 
(vgl. Kap. V, § 4) entsclieidend. Hadamard hat bemerkt, da6 diese 
Riemannsche Funktion eng mit dem urspriinglich nur fiir elliptische 
Differentialgleichungen eingefuhrten Begriff der Grundlosung (vgl. 
Kap. IV, § 1) zusammenhangt. Bei der Potentialgleichung Au — u^x 
+ Myy= 0 verstanden wir unter einer zum Punkt gehorigen Grund- 
losung eine solche, welche sich in der Form log r + regulare Funktion, 
r = |/(a:— (y— darstellen lafit. Eine Grundlosung ist also auf 
dem hier aus einem einzigen Punkt x — y — ri bestehenden „charak- 
teristischen Kegel" {x — f)*+(y — ?j}^ = 0 singular. Bei der h 3 rper- 
bolischen Differentialgleichung (1) ist der chardktsristische Kegel das 
Gradenpaar {x — f) (y— Jj) = 0, und es ist daher zu vermuten, daS 
auch hier eine Grundlosung der Form 

(2) V = kriogJ'+ regulare Funktion 

eine Rolle spielen wird, wobei W regular, 

r = (x—i) (y—rj) 

und 

ir=r 

die geoddtische Distanz vom Punkt |,5j bei der zu L gehorigen MaB- 
bestimmung mit dem Linienelement ds^ = dxdy \si’, (in § 2 haben wir 
gesehen, dafi eine Singularitat dieser Art lediglich auf einer charak- 
teristischen Mannigfaltigkeit auftreten kann). Durch Einsetzen von (2) 
in die homogene Differentialgleichung (1) folgt 


0 = i[TF]logr- 


.{Wy + aW) + 


y—T) 


[Wx+bW) 


+ regulare Funktion, 

und wir entnehmen hieraus sofort, dafi die Funktion W{x, y,i,rj) die 
Bedingungen ^ q 

Wy + aW = 0 fiir * = Wx + bW = 0, fiir y^-jj 

erfiillen muB. Mit anderen Worten: Der Koeffizient W der ,, Grund- 
losung*' (2) ist genau die in Kapitel V definierie Riemannsche Funktion 
des Differentialausdrucks L. Es liegt daher die Vermutung nahe, dafi 
auch bei n>2 unabhangigen Veranderlichen eine auf einem charak- 
teristischen Kegel bzw. charakteristischen Konoid in analoger Weise 

^ Vgl, wieder Le Probl^me de Cauchy et les equations aux d^rivdes partielles 
lin^aires hyperboliques. Paris 1932 , sowie die engliscbe Originalausgabe. 
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singulare Losung als Grundlosung eine wichtige Rolle fiir die Diffe- 
rentialgleichung spielen wird. 

Bei den Differentialgleichungen mil konstanten Koeffizienten fur 
u i) 

( 3 ) L[u] = Uii—Au—cu = 0 

gelangen wir z\x einer solchen Grundlosung, indem wir nach Funktionen 
V = V (r) fragen, welche nur von 

f m 

(4) 

* V = 1 

abhangen und die Differentialgleichungen befriedigen. Fiir v ergibt 
sich die gewohnliche Differentialgleichung 

(5) = 

urid ihre Losungen konnen leicht durch Rekursion gefunden werden, 
indem man beachtet, daB mit der Losung v fur eine bestimmte Variablen- 
zahl m die Funktion 


die entsprechende Differentialgleichung 

w” + JlLiAjei' — cw = 0 

r 


fiir den Index m + l erfiillt. Nun erhalten wir iilr m = 0 als Losungen 
unserer Differentialgleichung ©in (]/cr) oder v = Sof (ycr), ebenso 
fiir w = 2, m = i die Losungen v^Jq (i/— cr), 7 ; = iV^ (|/— c r), wobei^ 

^ Jf,{y^r)logr+ R 


die nullte Neumannsche Funktion ist, imd der Ausdruck R eine regulare 
Funktion bedeutet. — Die anderen Losungen kommen, da fur r = 0 
regular, als Grundlosungen nicht in Betracht. — Hieraus ergibt sich 
fur »t = 2, « = 3 3-uf dem charakteristischen Kegel P = 0 in der 
verlangten Weise singulare Losung 


(6) F = 

fiir m = 3, « = 4 die Losung 

( 7 ) V = + r yL- c/o (|/— c r) log r + regulare Funktion , 


f 

wobei die Besselsche Funktion 




r«0 


V 

r 

W 


1 Vgl, Bd. I, Kap. VII, insbesondere S. 432. 
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und 


nberall regulare Funktionen sind. Allgemein 


erkennen wir, dafi fiir ungerades 


Losungen der Form 

( 8 ) 

fiir gerades 

Losungen der Form 
( 9 ) 





r " 


m + \=n— 2 v 


F==-^ + TFlogr 
r 2 


sich ergeben, wobei U und W regulare Funktionen bedeuten und 
L [W] =0 ist. Diese Losungen (8) , (9) heiBen Grundlosungen der 
Differentialghichung (3). Ebenso nennen wir jede Losung, die aus (8) 
Oder ( 9 ) durch Addition einer regufeen L 5 sung entsteht, Grundldsung. 
Fur eine heliehige Differentialgleichung 

n n 

(10) L [w] = ^ Ui-\' CU=^ Q 

i,k = l i = l 

mit nicht notwendig konstanten Koeffizienten definiert man die Grund- 
losung V als eine solche, welche durcL folgende Singularitaten charak- 
terisiert ist. Wir betrachten zunachst in der MaBbestimmung mit dem 
Linienelement 

ds^ = ^Ai^dXidXk, 
i,k 

wobei die die Elemente der zur Matrix reziproken Matrix be- 
deuten, den geoddtischen Abstand eines Punktes x = von 

einem Punkt ^ = (^1, . . . , !„) und nennen ihn 

(H) r(^,|) = |/r. 

GemaB Kapitel II, § 9 dann r bzw. das Quadrat 

der Differentialgleichung 

(12) I^AikTin^i 

i,h 

bzw. 


(13) 

i,k 

Nunmehr nennen wir Grundlosung der Differentialgleichung (10) fur 
ungerades 

^ 2v + 1 > 1 

eine Losung^ welche die Form hat 


Courant-HUbert, Mathematische Physik II. 


28 
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^2 ‘ 

r ^ 

wobei TJ {x, i) aucb fiir x = i eine regulare Funktion bleibt. 

Fiir n — lv gerade hei^t eine Losung Grundlosung, wenn sie die Form 
hesitzt 

( 15 ) F = i^^ + IFlogr+---, 

wo wiederum U tind W aucb fiir x = i regular bleiben iind im iibrigen 
die Punkte regulare Losungen der Differentialgleichung bedeuten. Es 
zeigt sich, daB Grundldsungen dieser Art stets existieren und daB 

L[W] =0 

gibt. Die Grundldsungen sind nur bis auf einen von a: unabhangigen 
Faktor erklart. Wir wahlen ihn so. daB 


u{x,^) =1 
ist. 

Fiir die Konstruktion der Grundlosung im allgemeinen Fall sei auf 
das Werk von Hadamard verwiesen und nur erwahnt, daB dabei die 
in §2 diskutierten langs der charakteristischen Konoide geltenden 
Relationen wesentlich sind. 

Das wesentliche formale Hilfsmittel zur Darstellung der Losung 
unserer Differentialgleichungen 

( 17 ) L[u]=i[xy...,x„)=i{x) 

ist die Greensche Formel, welche zwischen dem DifferentialausdrUck L [u] 
und dem adjungierten Differeniialausdruck 

(18) + " 

i. h i 

besteht. Der adjungierte Differentialausdruck zu L [u] ist ein Diffe- 
rentialausdruck M[v], gekennzeichnet durch die Eigenschaft, daB fiir 
beliebige Funktionen v 


( 19 ) vL[u]-uM[v]=^^lv^aa 




i — l 


k^l 


k^l ) 


ein Divergenzamdruck wird. 


Ist dabei 6^ = 


k 


SO gilt identisch 


M[u] = L [u] und L heifit selbstadjungiert 

Die Greensche Formel fur ein Gebiet G, welches von Flachen 
9 ?{%, . . = 0 mit den Richtungskosinus der Normalen 


dxi 


<Pi 
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begrenzt ist, driickt dann einfach den Gauss' schen Integralsatz ans: 
jy*.../ {vL[u]—uM[v])dx2y...,dx„ 


(20) 




aa w*— ~ (an, v) + hiuv 


OV 


wobei do das Oberflachenelement auf der Oberflache 0 von G bedeutet. 

Wir betrachten nun das folgende Anfangsweriproblem der Differential- 
gleichung (17). Es seien u und die Ableitungen einer Losung u von 
L[u]—f langs einer raumartigen Anfangsflache C : 99 {x^^, . . x^) = 0 mit 


(Pk>0 


vorgegeben. Gesucht ist der Funktionswert u{P) in dem beliebigen 
Punkt P eines sich an C nach einer Seite anschlieBenden Bereiches. 

Wir setzen voraus, daB das durch P gehende Integralkonoid der 
charakteristischen Gleichung, gebildet von alien durch P gehenden 
charakteristischen Strahlen zu (17) regular bis zu der Anfangsflache C’ 
ist, aus ihr einen w— 1-dimensionalen Bereich B mit dem Rand ^ aus- 
schneidet und daB B mit dem Mantel M des Konoids zusammen einen 
kegelartigen w-dimensionalen Bereich G definiert. Wir werden ent- 
sprechend zu den Ausfxihrungen von § 4 sehen, daB der Bereich B das 
Abhdngigkeitsgehiet fur den Punkt P wird und daB man den Wert u{P) 
vermo^e der Anfangswerte in B eindeutig darstellen kann. 

Zu diesem Zwecke liegt es nahe, die Greensche Formel (20) auf das 
Gebiet G anzuwenden und dabei fiir v eine Grundlosung V der adjun- 
gierten Gleichung M [i;] = 0, fiir u die obige 
Losung einzusetzen. Dabei wiirden jedoch 
wegen der Singularitat die verschiedenen 
auftretenden Integrale divergieren. Nach 
Hadamard begegnet man dieser Schwierig- 
keit durch einen Kunstgriff. Zunachst: 

Wir schneiden von der‘ Spitze P des Ko- 
noidkegels ein kleines etwa ebenes Stuck 
ab, begrenzt durch eine Flache D = 
welche noch von einem Parameter 6 ab- 
hangt und fiir in P iibergehen 

soil. Zunachst sei d als fest betrachtet. 

Ferner ersetzen wir den Mantel des Konoids durch eine von einem 
Parameter e hinreichend oft differenzierbar abhangende, von innen her 
approximierende FlS.cheMe, welche fiir e 0 gegen M strebt. schneide 
aus C die Anfangsfl§.che P« mit dem Rande jS* aus, so daB = C wird, 
und der entsprechende Teil = mogen ein Gebiet G^^^ 
begrenzen. Nunmehr wird die Greensche Formel auf das Gebiet ^ 
angewandt. Dabei zeigt es sich, daB bei festem S und ungeradem 
n^2v+^ alle auftretenden Terme die folgende Form besitzen: 



2S* 
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+ + + ^ j+(e). 

£ ^ 

wobei (e) einen fiir e->0 gegen Null strebenden Ausdruck bedeutet 
und die GroBen h, von £ nicht abhangen. Wenn e gegen Null 

strebt, wird dieser Ausdruck B(e) gegen oo streben. Wir nennen 

& = •£(£) 

den endbch bleibenden Anteil von B{s)] er hat bei ungeradem n die 
wesentliche Eigenschaft, invariant gegen Transformationen des Para- 
meters £ zu sein, weil der halbzahlige Exponent des Faktors vor der 
Klammer das Auftreten endlich bleibender von Null verschiedener 
Bestandteile aus dieser Klammer verhindert. Die Greensche Formel (20), 
angewendet auf liefert eine Gleichung der Form 


( 21 ) 




«-3 


+ + + + ® +(s)-0. 


wobei <2 6* die Summe der endlichen Anteile der drei verschiedenen in der 

Greenschen Formel auftretenden Summanden, herriihrend von Mantel, 
Deckel, Grundflache und dem Gebiete selbst, bedeutet. Aus der Green- 
schen Formel folgt dann sofort, wenn wir £ gegen Null streben lassen, 
die Relation 

(22) = 

k 


d. h. die Summe der endlichen Anteile in den Bestandtdlen des Aus- 
drucks (21) ist Null. 

Die Gleichung (22) stellt eine Relation fiir die Funktion u dar. 
LdBt man dann <5 gegen Null, also das Gebiet gegen G streben, 
so zeigt sich, daB diese Relation (22) fiir 6^0 in die gewiinschte Dar- 
stellungsformel fiir u ubergeht, und zwar wird u ausgedriickt ab- 
gesehen von dem Rauraintegral *f...ffVdXi..,dx„ durch Integrate 

G 

iiber B und jS, welche die Funktion U und die auf B vorgegebenen 
Anfangsdaten bzw. deren Ableitungen bis zur .11—1. Ordnung enf 
halten. 

Wesentlich ba der Methode ist, daB der endlich bleibende Anteil 
von Integralausdriicken der in der Greenschen Formel vorkommenden 
Art sich invariant leicht fiir jeden einzelnen Bestandteil berechnen 
laBt und daB man zur Gewinnung des Resultats dann nur iiber die ver- 
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Im Fall eines geraden n= 2v konnen. ■wir im Prinzip genau dieselben 
tiberlegungen anstellen. Jeder einzelne Term unserer Greenschen Formel, 
angewandt auf 0^, bat dann, wie sich zeigt, die Form 

( »-2 

^0 + £ + • • ' + - 2 £ ^ 

2 

e “ 

der endlich bleibende Anted eines solchen Ausdrucks g „_2 ist aber nun- 

2 

mehr nicht mehr invariant gegen Transformationen von Obwohl also 
auch bier die Summe der endlich bleibenden Anteile Null sein mu6, 
wurde die Auszeichnung dieser Anteile Her unsachgemaB sein. Daher 
hat Hadamard den Fall eines geraden n durch die Absteigemethode, 
ausgehend von dem nachst hoheren ungeraden n durchgefiihrt. 

Man kann jedoch auch bei geradem n direkt zum Ziel kommen, 
indem man hier statt die endlich bleibenden Anteile die „loganthmisohen 
Anteile“, d. h. die Koeffizienten 

« = *S(e) 

betrachtet. Der logarithmische Anteil ist invariant gegen Transforma- 
tionen von e. Man erhalt unmittelbar aus ( 23 ) die Formel 

(24) = 

wobei die Summe aller logarithmischen Anteile fur die verschiedenen 
Terme in der Greenschen Formel ist. Es zeigt sich, daB diese Formel 
im Fall des geraden n genau videder das gewiinschte Resultat gibt. 
Wir erhalten so wiederum u = u{P) ausgedriickt dutch das Integral 
und Integrale fiber B und /S, welche die Funk- 

tionen U und W sowie die Anfangsdaten und deren Ableitungen bis 
zur ™ Ordnung enthalten*. 

Aus den geschilderten Formeln ergibt sich ein wesentliches Resultat 
beziiglich des Prinzips von Huyghens. Wir haben dieses Prinzip 
ausgesprochen als die Forderung, daB die Werte m(P) nur von den 
Anfangsdaten Hngs des Randes jS des Abhan^gkeitsgebiets B abhangen 
sollen — wozu im Falle der unhomogenen Gleichung noch der Mantel des 
charakteristischen Konoides tritt — , nicht aber von den Anfangsdaten 
im Inneren des Abhhngigkeitsgebiets B. 

Es zeigt sich nun fiir gerades n, daB beim Ausdruck fiir u{P) 
die auf die Grundflache B und das Gebiet G bezuglichen Integrale nicht 

I Z. B. geht der Ausdruck 6 -f — mit dem eadlichen Anteil b durch die Trans- 

£> 

formation e = 17(1 -f~ ij) H 6 ■+■ ” (l + ^ flher, hat also mit Bezug auf 1 ] den 

endlichen Anteil 6 -|- a. 

» Auf die Brauchbarkeit des logarithmischen Anteils fOr ungerade n hat 
Hadamard hingewiesen, Siehe auch Friedrichs : Gott. Nachr. 1927, S. 172lf. 
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mehr von U, sondem nur von W abhangen, wahrend U nur in den Inte- 
gralen iiber den Rand von B und — beim Vorhandensein einer rechten 
Seite / — in Integralen iiber den Mantel des Konoides auftritt. Damit 
nur diese letzten Integrate auftreten, oder, was gleichbedeutend ist, 
damit das Huyghenssche Prinzip gilt, ist notwendig und hinreichend, 
dab der logarithmische Anted W der Grundlosung identisch verschwindet. 
Fiir ungerades m ergeben die Hadamardschen Darstellungsformeln, daB 
niemals das Huyghenssche Prinzip gelten kann; 

Das Huyghenssche Prinzip gilt niemals fur ungerades n>\; fiir gerades 
n = fn-\- i gilt es dann und nur dann, wenn der logarithmische Anteil W 
in der Grundlosung identisch verschwindet. Im Fall der Gleichung ( 3 ) mit 
konstanten Koeffizienten gilt daher mit Riicksicht auf ( 8 ), (9) das 
Huyghenssche Prinzip, nur fiir die reinen Wellengleichungen, d. h. fiir 
c = 0 und bei ungerader Anzahl von Raumdimensionen; wir fanden 
diese Tatsache schon explizite in § 5 bestatigt. 

Hadamard hat die interessante Vermutung ausgesprochen, daB im 
wesentlichen die Wellengleichungen fiir grades n die einzigen Diffe- 
rentialgleichungen sind, fur welche das Huyghenssche Prinzip gilt; 
namlich, dafi jede andere solche Differentialgleichung durch Trans- 
formation der unabhangigen Veranderlichen, Multiplikation der Diffe- 
rentialgleichung mit einem Faktor und Einfiihrung von g(xj,..., x„} u 
statt u als unbekannter Funktion aus der Wellengleichung entsteht, 
oder, wie man sagt, mit ihr gleichwertig ist. 

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB das Hadamardsche Resultat nicht 
nur eindeutig bestimmte Darstellungsformeln fiir die Losung liefert, 
sondern, daB auch die Verifikation dieser Losungen hinterher durch- 
gefiihrt werden kann. 

Wir beschranken uns daher darauf, die Methode im Fall « = 3 
und n = 4 bei einer Differentialgleichung ( 3 ) fiir die Anfangsflache t = 0 
durchzufiihren, wobei schon alle fiir die Technik der Rechnung wesent- 
lichen Gesichtspunkte hervortreten. 

2. Die allgemeine Wellengleichung in m = 2 Raumdimensionen. 
Wir betrachten das Anfangswertproblem der Differentialgleichung 

(25) L[u]=uti—u^g—uyy—cu = f{x, y,t) 
fiir die Anfangswerte 

( 26 ) u [x, y, 0) = 9) {x, y) , Ut {x, y.Q)—tp {x, y) . 

Dabei sei / und ip als zweimal und cp als dreimal stetig differenzierbar 
vorausgesetzt. 

■ Da« = w + 1 = 3 ungerade ist, besitzen Grundlosungen der selbst- 
adjungierten Gleichung 


die Gestalt 


Uit — A u—cu = 0 


(27) 


V (x. V. t’. A 71. t1 


U 
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wobei r= = ■]/ {t—xY—{x—^f—{y—riY der geodatische Abstand 
des Punktes x, y, t vom Punkte jj, r ist. Nach Nr. \ ist 

( 28 ) 

eine solche Grundlbsung; es ist also U = ^s\-^cr . 

Wir betrachten nun fiir einen festen Punkt P:i,ri,r das Raum- 
gebiet G, welches von dem charakteristischen Kegel f = 0 und dem 
von iVim aus der x, y-Ebene ausgeschnittenen Kreise B begrenzt wird, 
d. h. das Gebiet G:r>0, 0<t<r. Von diesem Kegelgebiet schneiden 
wir die Spitze durch eine ebene Schnittflache im Abstande 6 von P ab. 
Es entsteht der abgestumpfte Kegel 

Ge:r>0; 0<t<T—d. 

Als Naherungsgebiet G,s wahlen wir sodann den abgestumpften Kegel 
0<t<r—d; mit 0<s<l. 

Seine Grundflache ist der Kreis . 

(x—^)^ + {y—rj)^<{i—e)^x^. {t = 0) 

Seine Deckflache ist der Kreis 
{x-t)^ + {y-r})^^{i-s)W {t=r-d) //IX 

und seine Mantelflache der Kegel 
(1— e)2(i— t) 2— (a;— (y— ? j)2 = 0. 

Im Limes s^O geht Get in den ab- 1 "“X-Ok 

gestumpften Kegel G^ iiber mit dem 
Mantel Ms, der Grundflache B und der 

Deckflache Pfl. Im Limes ^-^-OschlieB- 

lich entsteht aus Gs der urspriingliche 

Kegel G. /? sei der kreisformige Rand von B, der Rand von P*. 

Es sei nun m die Losung der Gleichung X [«] = / mit den Anfangs- 
werten (26). Wir integrieren den. Ausdruck 

( VL[u]-uL[V] = Vf=(Vut),-{Vu,),-{Vuy)y 
1 -{uV,\^{uV,),+ {uVy)y 


uber das Gebiet G,a und erhalten die Relation 

0 = —// fVfdxdydt-\- f J {Vut—uVt)dxdy—ff {Vtp-^Vt)dxdy 
Gs, V,S J3« 

f f — ‘^yy<i) F)iX„ I^yv) }do. 

Dabei bedeuten Xy, y„ 4 die Richtungskonstanten der auBeren Nor- 
malen auf M.,s und librigens die Kombination utty—u^Xy—Kyy, die 

„transversale“ Ableitung -g- Unser Ziel ist, die bei e-^O 

endlich bleibenden Bestandteile b’‘ der vier rechts stehenden Integrale zu 
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bestimmen. Bezeichnen wir den endlich bieibenden Bestandteil eines 
solchen Integrales wie in Nr, 1 rait *f f bzw. *Jf f, so entsteht aus (30) 
die Relation 


( 31 ) 


*ff JVfdxdydt =:*//{¥ Ut-uVt)dxdy—*JfV{y)-(p F<) dx dy 

( x 5<5 Dgd 

-f- J J {V [u^tp Uy y^) 

Me& 


Wir werden sogleich erkennen, daB aus dieser Relation die gewiinschte 
Losung unseres Anfangswertproblems folgt. 

Das erste Integral in (30) konvergiert mit gegen das iiber er- 


streckte uneigentliche Integral. Denn wird auf jeder zur x, y-Ebene 

parallelen Schnittebene des Kegels nur wie : _ - . - ■ - - 

yx—t — ]/{x — ^Y-]r(y~rif 


unendlich, wenn sich x, y einem Punkte des Mantels M nahert. Infolge- 
dessen ist 


(32) 


*/// Vtdxdydt = JJf Vfdxdy dt. 


Um die tibrigen Terme in (31) zti berechnen, fiihren wir statt x, y, t 
neue Integrationsvariable a,fi,‘d' durch die Gleichungen ein: 


« = l + 0'{1 —jx) cosi^ 
y = ?? + ^(l — /^) sin^ 
t = r—a. 


Das Gebiet wird alsdann durch die Ungleichungen 

d^crSt; 


charakterisiert. Femer gilt ju = s auf M,g, a=S auf a=x auf B,. 
Wir untersuchen zunSchst das Integral uber M,g. Auf M,g gilt 


und femer 
also folgt 


t,do = (1 — efodadd- 
Xy tio = (1 — e)a cos # da dd' 
y^do — (f — e)asin'&dad'& 

«cr = %(1 — e) cos^ + Uy{\ — e) sin^— 

= — M*crcos^— MyUsin^, 


'U'xX, — Uyy^ do = V (1 — e) {e(2 — 6)«^ — ct(1 — s)Ug}dad' 0 ' 
und analog 

« {Vt i, -VxXy- Vy y,) = M (1 - e) {£ (2 -e) - u (1 - e) FJ da d&. 

Wegen r=a^/x{ 2 —/i) konnen wir F in der Form schreiben, 

wobei R {a, /j,, t?) eine tiberall in Gg stetige und stetig differenzierbare 
Funktion bedeutet. Tragen wir diesen Ausdruck fiir F in den beiden 
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letzten Formeln ein, so folgt, daB unser Integral wegen = s die Form 
besitzt 


( 33 ) 


f j {V do 




X 2n 


= J'R{a.&]d^ + {s), 


wobei Rio.ff) wiederum in a und ■& stetig ist und (e) mit s gegen Null 
strebt. D. h.: Das Integral uber M^e besitzt keinen endlichen Anieil. 

Die beiden iibrigen Integrale in ( 3 I) behandeln wir gleichzeitig, 
indem wir das Integral = JJ [Vut—uVi)dxdy iiber die Schnitt- 

l>ea 

flache Dea des Kegels mit irgendeiner Ebene t = r—c; betrachtcn. 
Wir schreiben 




uU^uU 


^ea 


ff 




Ffdxdy 

+ 4 - 


^BO 


_uU 

vF® 


-Ftdxdv. 


Hierbei bezeichnen u und U die Werte von u bzw. U auf dem Rand- 
kreise von D„, d. h. genauer: 

Ist u{x, y, t) =u{a, /a, ■&), so bezeichnen wir mit u{x, y, i) den Wert 
u(a,0,&). Entsprechend ist U = Uia,0,‘d'] und daher die Funktion 

in Da beschrankt und stetig abgesehen vom Punkte fi — i. 

Wir erkennen sofort, dafi die beiden ersten Integrale rechts mit 
e -^0 gegen endliche Grenzwerte konvergieren, so daB also nur noch 
das letzte Integral zu untersuchen bleibt. Wegen r=a^/a{2—iz)] 
Ft = — 2a und dxdy = dizd& wird 

%7t, 1 


1 

2 


uU 

ff^ 


■ Ftdxdy- 


■/ 


uVd§ 


^ 3 / 2 ( 2— '2 


Cos 0 « 

Setzen wir 1 — /z = -l, so geht das innere Integral uber in 

1 - e 




ii/i-p 


und daraus folgt 


Oo,s 


Ftdxdy = lull d& 

in ' 




1 — fi 
0 

1 

a 


uU ds. 


Es ist somit 


Jea 




dxdy-^ ^ [ f ^ 

ir ^ J ^ ' 

Do 
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Fiir cr = (5 gilt 


und 


dxdy <5(1— /i) 


1 ,V 




ifx dd' 
,d[i d‘&'. 


Da im ersten Integral Uut—uUt beschrankt bleibt und im zweiten 
Integral mit 5 gegen Null strebt so konvergieren ajsdann die 

iiber Ds erstreckten ersten beiden Integrate mit <5 gegen Null. So folgt 
(35) \im* f f {Vut—u Vi) dxdy = f uU d$ = 27tu{i,r],r). 

ij ^6 

Aus ( 31 ) entsteht somit unter Beriicksichtigung alter Ergebnisse im 
Limes d-^Q die Endformel 


(35) 


= / / Vfdxdydt + ~l^-J<pUds 


+ 


2 ^r 


Ell^ridxdy. 


^ y’- Jl‘Zdxdy+^ 

if 

B B 

die uns die gewiinschte Darstellung der Losung durch die Funktionen 
/, 99 , yj liefert, _ 

_ Da nach ( 2 ) die Funktion U die Gestalt U ==£of]/c/' besitzt, gilt 
= C 7 ( 0 ] = 1 , und wir konnen explicit schreiben: 


(35') 


u (^, rj, t) ^ 


1 

2n 


— I'J V i^-V^jcx (gin jTr ^ ^ ^ 

r.My. 


Oder auch, nach einfacher Umformung: 


(35' 


m 


micP,, j , 1 

-^fdxdydt+~ 


+ 


dt 2 n 


y ©of l/cF 
--yf- 

V>(£pf ^/cT 

i/r 


dxdy + 
dx dy. 


Diese Formel steht im Einklang mit dem Ergebnis in § 5 , 7 , fiir den 
Spezialfall (p=zf==zO [vgL § 5 , 7 , Formel {79) > (80) fiir ^ = 2 ]. 

^ Denn der Abstand eines Punktes (;vv y, = (,a /t, von dem zugehdrigen 

Randpunkte cr, 0, 4 hat den Wert a fi. Also gilt u U uU ^ C d (x, dawC/ stetig 
differenzierbar ist. 
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3. Die verallgemeinerte Wellengleichung in m = 3 Raum- 
dimensionen. Fiir das Anfangswertproblem der Differentialgleichung 

( 36 ) L[u]=-Utt—Ux;,—Uyy—u,^—cu = f{x, y, z, t) 
mit den Anfangswerten 

M {x, y, z,Q)=(p [x, y, z) Ut (x, y, z,0) = f {x, y, z) 

setzen wir voraus: / besitze stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung, 
(p und y) stetige erste Ableitungen. 

Die Grundlbsung der wiederum selbstadjungierten Gleichung i [«] = 0 
besteht bier, da n = m \ = 4 gerade ist, aus dem Ausdruck 

( 37 ) V{x.y,z,i-,^,ri,^,r) = ^ + Whgr, 

vermehrt um eine additive regulare Funktion, wobei 

r= {t-r)^-{x-^)^-{y-r])^-{z-Cy 

zu setzen ist. Dabei gentigt W der Differentialgleichung L [W] = 0. 
Die Grundlbsung selber ist iibrigens gleich 

2 V-T ’ 

Ni ist dabei die erste Neumannsche Funktion (vgl. Bd. I, Kap. VII). 

Wir bestimnaen zunachst analog wie in Nr. 1 das Naherungsgebiet 
Gcs zu dem Kegelgebiet 

G: rso; Omtmr. 

Fiihren wir statt x,y,z,t neue Variable a, fi] a., p,y durch die Rela- 
tionen ein: 

’ a; = | +o'(1— 

(39 I 

z = f + 0(1 — /<) y 

t = T — a, 

wobei a, /S, y Parameter auf der Einheitskugel + y* = 1 sind, 

so wird definiert durch die Ungleichungen d^a^r. 

Der Rand 0,^ von G^g besteht dann aus dem Kegelmantel M^g mit 
fi = e, der Grundfl^che B, mit <j = r und der Deckflhche D^g mit a = d. 

Wir wenden nun auf dieses Naherungsgebiet G^g die Greensche 
Formel an, die wir abkurzend in der Form 

(40) 11 J J (v L[u]-u L[v]) dx dy dz dt= j I J (v do 

Oied 

schreiben, wobei unter ■ — (vgl. § 2) der Differentialoperator 

G S 


und nach Nr. 1 
( 38 ) 



444 


VI. Hyperbolische Differentialgleichungen. 


a d d d B 

(4i) By 8z 

zu verstehen ist, der die „transversale Ableitung" auf 0,^ kennzeichnet. 
Xp. y„ Zf, tp sind ■wiederum die Richtungskonstanten der auBeren Nor- 
malen auf 

Wir setzen fur v die obige Grundlosung V regulare Funktion 
ein und bestimmen nach Nr. i nunmehr den logaritkifiischsit Ant&il 
der Einzelintegrale, den wir mit dem Symbol */// bzw. f f f be- 
zeichnen wollen. Da der additive regulare Bestandteil der Grundlosung 
keinerlei logarithmische Anteile liefem kann, so wird in den Formeln 

nur der Ausdruck F=^ + lFlogr selbst in Erscheinung treten. Wir 
erKalten sodann die Gleichung: 


( 42 ) 


Jjf}viMydat = Jlj(v 


du 

ds 


.u—\do 
os 


Jff {Vf—fVt)dxdydz + J f / {V Ut — uVt)dxdy dz. 

Bt DsS 


Wir berechnen zunachst den links stehenden Ausdruck 

*f III y f ^xdy dzdt. 

Ged 

Da das Integral J J f f fWlogfdxdy dzdi mit £->0 gegen einen 

endlichen Wert konvergiert, so ist sein logarithmischer Anteil Null, 
und wir haben somit 


II I f III j 

Ge 6 Gs 8 

= j j J J dx dy dz dt j J J J I^-dx dy dz dt. 

Hierbei ist mit U bzw. / der Wert von U bzw. / auf dem Kegel- 
mantel M bezeichnet, und zwar ist genader z. B. U gleich dem Werte 
von U in demjenigen Mantelpunkte, in welchem der durch x, y, z, t 
und die Kegelachse, zur x, y, z-Ebene parallele Strahl den Mantel M 
trifft^. In Formeln: Das erste Integral rechts konvergiert mit £->-0 
gegen einen endlichen Wert. Also folgt 


u {a, fjt,, a, ^,y) = U {a, 0. a, y) 


JJJ Jv fdxdy dzdt= J J j J dxdydzdt, 

Gtd <'«<j 

und hier ist die rechte Seite wegen 

dxdydzdt=^(fi{\ —/z)^dndffdco 


> Obrigens gilt wegen l[; = /„(y — c F) auf M die Relation U^i. 
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und 

gleich dem Ausdnick 


r=or2//(2— 


6 e 

Aus 


1 


f 


1 



f 


folgt dann schlieBlich 

T 

(43) //// Vf^xdydzdt =:-± Ufdo). 

<3 iSff 


Im Limes ^->0 geht dabei die rechte Seite stetig in das Integral 


( 44 ) 


_i/aJ<.//C7/i» =-!/// 

0 /?a B 




iiber. 

Zur Berechnung der Integralbestandteile iiber den Kegelmantel 
beachten wir die auf geltenden Relationen 


t^,do = (1 — s)^a^dada) 
x^do = (i--e)^a^oLdcdo) 
y^do = (1 — bY ^ da do) 
z^do^ [i — eYa^ydadoy. 

Aus ihnen folgt 

^^.do=^ ((1—e) Ui--(x,Uj^’--pUy’—yUg) {i—-eYcf^(icfda) 


Oder wegen 

(1 — e) «j— a«*— ) 9 «y— y «, = -i—jX - (1 — s) u„ 

die Forme! 

^do — (e(2 — e) 1*^—0 (i — s) u^) (1 —eYadada). 


Damit wird dann auf 

{v^-u^Yo=^{\-sYadadai{V[& {2-6)u^-a{\-6)%) 

— M(e{2— e)F^— <r(l— e)FJ}. 

Wegen /’=cr*/<(2— ^a) konnen wir F in der Form 

F = A + PFlog/i 

P' 

schreiben, wobei R = R{a,/i,a., ^.y) eine regulate Funktion ist. Wir 
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erkennen. dann leicht, daB sich als logaritkmischer Anteil des Integrals 
liber der Ansdruck 


( 45 ) 


./// 


V 


dii 

ds 


dV 

ds 


do = J J J o^dada){uWa — W u^) 

Md 

==Jlf(Wu-uWs)do 


ergibt. Im Limes (5-^0 geht dieser Ausdruck in das Integral 
Jjff {Wus—uW^do iiber, und dieses Mantelintegral laBt sich wegen 

L [W] = 0 durch Anwendung der Greenschen Formel 
/ 1 “/// fWfdxdydzdt+f f f \yV‘ip—Wt(p) dxdydz 

M G B 

sofort in einen Ausdruck umformen, der nur die bekannten Funktionen 
W, f, rp, cp enthalt. 

Es bleiben noch die Integrate iiber und iibrig. Wir behandeln 
sie gleichzeitig, indem wir Integrale der Form 

(47) J,, = JJJ{Vut-uV,) dxdydz 

Decf 

betrachten. ist das Innere derjenigen Kugel in welchdr der 
Kegelmantel M^s "von der ebenen Mannigfaltigkeit t = x—a geschnitten 
wird. 

Ausgeschrieben ist 


L 


=///( 


^ 1 

I 

.uUFi 

uWTt , 

1 r 

r JT2 

r 


\o^r{Wui — uW^ dxdy dz, 


woraus sofort fiir den logarithmischen Anteil von 




(Uut — uUt 

uun 

uWTt 

\ r 

r j»2 

r 


\ dxdydz 


Dsa 


folgt. Da die Integrale 

1 1 j Uut-uUt-{Un~uVt) 


und 


Dsa 


IJI^' 


uW—uW) ^dxdydz 


und schlieBlich 


Ilf {'^U)^)dx dy dz 




gegeii bestimmte endliche Grenzwerte konvergieren — • im Integranden 

des letzten Integrals bezeichnet ^tU)^ die auBere normale Ableitung 

des Ausdrucks uU auf der KugeloberflSche ^g, d. h. den Ausdruck 




, jj. d [u U) 


dy 


+ ferna- ist aiLL = a—a(i--fi) gleich 
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dem Abstand des Punktes x, y, z von so folgt 

I j ( (Ig ', - “ r,) ix iy dz. 

Das 

Unter Beachtung von 

r == a^iLi{2—ju() 
dx dy iz ^d^[\ —/lYdoDdfi 

ergibt sich waiter 

= E/J If. 


■ 2 (i-!xY 




du, 


-//« V i„J^y^-if + fJJ (. V]M J 

/•ff « ^ 

Oder nach Auswertung der Integrale uber /«; 

( 48 ) L = -lJJ{uU + a{Uu,-uU, + ^l) + 2G^^uW}daj. 

Speziell fur a = d -*0 folgt 

( 49 ) Js^ — 2nu{^,r],I^,x). 

Zusamtnenfassend finden wir also das Resultat 


u=::~J J{(pU + r{y)U—^Ui + {(p U)^) ’^2x^(pW}d 

iS 

B 

+ ~f j IjWfdxdydzdt 


f [x. y.z.t — f) 


dxdydz 


und damit die gewiinschte Losung des Anfangswertproblems. Beachten 
wir schlieBlich noch, daB in unserem Fall U und W Funktionen von 
r= (^— T)^ — (a:— 1)2 — (y—} 2)®—(z—C)^ alleinsind, und daB nach Nr.l 


( 51 ) 


u[r)x.j,{i-cr)=2\:; 

r «0 

r, c 


c\'’ r* 

(W)» 

do 


gdt, so folgt U = U{ 0 )-=\, Ut 


»-o 
[t-r], V, 


4 / )»! (i'+ 1)! 


[a(z: — f) + 


Hy^V) +y(2“0] = 2 ”(^— t), iF=IF(0) = -^, und somit nach kurzer 
Rechnung 
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+ 


LJI jlMiliI±:Adxiydz^-^j I J[Wy>-Wt(p)dxdydi 

B B 

jflfwfMy 


471 

i 

27Z 


dzdt, 


Oder etwas umgeformt: 

[«(f. Jfdm + P^l I Jw(r)y)dxdydz 


( 51 ' 


+ 


a 1 

dr 

1 ^/ 

1 4 .Tt y , 


1 ^ 


'-j f^dw + P-f JJwincpdxdydz 


+-PI / p-^~P--~^--dxdydz+-:Pf JlJwfdxdydzdt. 

B 0 

Dabei ist und + {y--riP + 

Speziell im Fall 99 == / = 0 ergibt sich 

( 52 ) u = j^J + j JW{r)fdxdydz, 

B 

1/37 


Oder aiisgeschrieben 

T 


W = 


4n 

_J 6 

4m dr 


y)d(it) +• 


4 


d«{y_^Jl ly,dxdydz 


f J Jo{'^~cr]ij)dxdydz. 


Diese Formel aber ist mit der in § 5 , 7 gegebenen Darstellung (8l), (82) 
fiir ffi = 3 identisch. 

Die Formeln ( 50 ) oder ( 51 ) setzen in Evidenz, dafi das Huyghenssche 
Prinzip, wie wir bereits in Nr. 1 allgemein bemerkten, nur im Falle 
W 7 = 0 gelten kann, d. i. fiir unser Problem der Fall c = 0. 


§ 10. Bemerkungen liber den Wellenbegriff 
und das Ausstrahlungsproblem. 

1 . Allgemeines. Verzermngsfreie fortschreitende Wellen. Wir 
wollen noch einmal auf den Wellenbegriff in seinen verschiedenen Be- 
deutungen zuriickkommen und die Auffassungen vertiefen. 

Man bezeichnet zunachst mit dem Wort „Welle“ irgendeinen Aus- 
breitungsvorgang in Raum und Zeit, dargestellt durch die Ldsung u 
eines total hyperbolischen Differentialgleichungsproblems. 

Im Gegensatz zu diesem allgemeinsten Wellenbegriff, welcher Losiing 
unserer Differentialgleichungen und Wellen identifiziert, stellen die 
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Wellenfronten oder charakteristischen Mannigjaliigkeiten keineswegs 
Losungen der Ausbreitungsdifferentialgleichung hoherer Ordnung — etwa 
j^ter Ordnung — dar, vielmehr lediglich mogliche Unstetigkeitsfldchen 
fiir solche Ldsungen. Sie geniigen einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung, die im ubrigen homogen vom Grade k in den Ab- 
leitungen ist. Die zugehorigen Strahlen, langs welcher sich die Unstetig- 
keiten fortpflanzen (s. § 2), sind die Charakteristiken dieser partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung, welche nichts ist als die Eikonal- 
gleichung oder Hamiltonsche Gleickung (vgl. Kap, II, § 9), die zu dem 
kanonischen System der charakteristischen gewohnlichen Differential- 
gleichung fiir die Strahlen gehort. 

Der allgemeine Zusammenhang zwischen der Ausbreitungsdifferen- 
tialgleichung hoherer Ordnung, der charakteristischen partiellen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung und dem gewohnlichen Differential- 
gleichungssystem der Strahlen erfahrt eine neue Beleuchtung, wenn wii 
nicht von dem allgemeinen Begriff Welle als Losung der Ausbreitiings- 
differentialgleichung, sondern von dem etwas spezielleren Begriff der 
Jortschreitenden Welle*' ausgehen. Wir wollen uns dabei auf lineare 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


(i) L [w] = ^ H" w = 0 

beschranken. 

Schon in Kapitel III, § 5 haben wir fortschreitende Wellen betrachtet. 
Diese waren solche Losungen linearer hyperbolischer Differential- 
gleichungen, welche bei Hervorhebung der Zeitvariablen = t die Fonn 

besitzen rxrt a . 

u=^W[A (X, t)), 

wobei W die Wellenjorm ist. Die Funktion A {x, t), welche in Kap. Ill, 
§ 5 linear war, hier aber keiner solchen Einschrankung unterliegen soil, 
heiBt die Phasenfunktion oder die Phase der Welle. Auf Flachen gleicher 
Phase A = konst. = c hat u konstante Werte, und diese Phasenflache, 
als Flache im A?-Raume bei festem t betrachtet, bewegt sich mit der Zeit t 


durch den Raura. 

Wenn nun der Ausdruck u — W[A{xA)) nicht nur fiir eine be- 
stimmte Funktion W, sondern bei willkurlichem W eine Losung darstellt, 
so nennen wir diese Mannigfaltigkeit von Losungen eine Familie von 
vefzefTungsfreien fortschreitenden Wellen, 

Wir haben sodann auch andere ,,relativ verzerrungsfreie*' fortschreitende 
Wellen wie Kugelwellen und zeitlich gediimpfte Wellen betrachtet. 
Diese Begriffe sollen hier allgemeiner formuliert und xnit dem Cha- 
rakteristikenbegriff in Verbindung gebracht werden, wobei wir auf die 
Hervorhebung der Zeitvariablen t verzichten. 

Wir nennen eine zur linearen Differentialgleichung (1) gehorige fort- 
schreitende relativ verzerrungsfreie Wellenf antilie eine von einer will- 


Cowant-Hilbwt, Matliematiscb« rhysik It. 


29 
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kurlicb'?!! Funktion W{(p) abhangige Familie von Losungen der Form 

(2) u(x) — g{x)W{(p{x)), {Xi. . . x„) 

wobei der Verz&TrungsfaktoT g{x) eine feste Funktion der Verander- 
lichen ist. 

Wir erkennen leicht; Die ..Phasenfunktion" (p{x) muB charakte- 
ristisch sein, d. h. der Differentialgleichung 

( 3 ) Zaik(pi<Pk = ^ 

geniigen, also 91 = konst, eine Schar charakteristischer Grundmannig- 
faltigkeiten sein^. Femer miissen die Relationen 

( 4 ) L\g] = Q 

( 5 ) A\g] = 2 £ ai^figk + (- 2 J a,ik(pik + ^ g: == 0 

i,k 

bestehen. Dies folgt leicht durch Einsetznng von u aus (2) in (1) und 
Beriicksichtigung der WiUkrirlichkeit von W, aus welcher sich das Ver- 
schwinden der Koeffizienten von W, W', W" ergibt. 

Die Charakteristikenbedingong (3) entspricht bei der in Kapitel III, 
§ 5 ausgesprochenen Alternative der Forderung, daB die Ausbreitimgs- 
geschwindigkeit bei diesen verzerrungsfreien Wellenfamilien durch be- 
stinunte Normalengeschwindigkeit gegeben sein muB und nicht mehr 
willkurlich ist, Ferner muB der DSmpfungsfaktor g auBer der Diffe- 
rentialgleichung ( 4 ) noch einer Differentialgleichung ( 5 ) erster Ordnung 
geniigen. 

Es entsteht nun das Problem: alle linearen hyperbolischen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung zu finden, fiir welche es relativ 
verzerrungsfreie Wellenfamilien gibt. Dabei ist zu beachten, daB mit 
einer Differentialgleichung L[u] — 0 auch eine ganze Klasse gleich- 
wertiger Differentialgleichungen diese Eigenschaft besitzt. Zwei Diffe- 
rentialgleichungen L[u ]~0 und L* [w*] = 0 fiir zwei Funktionen u{x) 
und u*{x*) heiBen dabei gleichwertig, wenn sie durch eine Trans- 
formation der Form jc? = iz;(%, . . ., x„), u* = f{x)u ineinander tiber- 
gefuhrt werden konnen. 

Fiir n= 2 , x = Xi, y = x^, laBt sich unsere Frage leicht diskutieren : 
Im Fall von zwei Verdnderlichen x, y besiizen allein' die Differeniial- 
gleichungen M,y = 0 wtd die ihr gleichwertigen verzerrungsfreie fort- 
schreitende Wellenfamilien, und zwar in beiden Richtungen der Raum-Achse. 
Denn jedenfalls ist die Differentialgleichung gleichwertig einer der 

Cm = 0 , 

^ Diese Tatsache wird ubrigens sofort verst^adlich auf Grand der Definition 
der Charakteristiken als mogliche Unstetigkeitsfl^chen von Ldsungen, z, B. von 
Losungen aus unserer Wellenfamilie. Wir konnen 2. B* als Limes einer Folge 
von Funktionen W eine solche Funktion W{<p) entstehen iassen, fiir welche etwa 
bei 9? ~ o die Ableitungen zweiter Ordnung W'* unstetig ist. Dann wird unmittelbar 
klar, daB 9? ?= 0 eine Wellenfront, d. h. eine charakteristiscbe FlSche sein muB. 
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wo B und C Funktionen von x und y sind, x -\-y Zeitkoordinate, 
X — y die Raumkoordinate liefert und = konst., y = konst, die Cha- 
rakteristiken sind. Die Existenz der Wellenfamilie 

erfordert das Bestehen von 


g, = 0 neben 2^*, + + Cg = 0, 

woraus C = 0 folgt. Soil nun auOerdem noch eine nach anderer Richtung 
laufende Wellenfamilie 


existieren, so muB 


u = h{x,y)W (x) 


2hy-\- Bh neben 2h^y + Bhjc=0 

gelten, woraus 5,^=0 folgt. Die Gleichung 2Uxy + B{y)Uy=0 ist 
aber der Gleichung u^y — O Equivalent. 

2. Spharische Wellen. Im Fall von .n>2 Veranderlichen liegt 
eine allgemeine Antwort auf unsere Frage noch nicht vor. Wir be- 
gniigen uns mit einigen referierenden und vorlaufigen Betrachtungen 
liber ,, spharische" Wellen. Spharische oder Kugelwellen seien dadurch 
definiert, dafi die zugehdrige Schar der charakteristischen Flachen aus 
solchen charakteristischen Konoiden besteht, deren Spitzen auf einer 
zeitartigen Linie liegen. Zur anal 3 dischen Definition dieser Konoide 
betrachten wir wiederum das Quadrat des geodatischen Abstandes zweier 
Punkte X und d. h. die in § 9 eingefiihrte Funktion r{x, |) als Losung 
der Differentialgleichung 


( 6 ) za,,r,r,^Ar. 

i,k 

Irgendeine Linie | == |(2) mit dem Parameter A, fiir welche 


(7) 

i,k 

gilt, ist eine zeitartige Linie. Wir definieren nun eine Funktion X=T{x) 
als Umkehrung der Gleichung 


(8) r(z.^a)) = 0. 

Dann ist T{x) eine charakteristische Funktion, d. h. geniigt der charak- 
teristischen Relation. Als spharische Wellen definieren wir nun solche 
der Form 


(9) u{x)=g(x)W{T{x)). 

Es besteht dann die folgende Vermutung, die wir am SchluB von Nr. 3 
naher begriinden werden: Spharische Wellen fur beliebige zeitartige Linien 
gibt es nur im Fall von zwei und vier Veranderlichen und nur dann, 
wenn die Differentialgleichung der W ellengleichung gleichwertig ist. 

Ein Bewreis dieser Vermutung wiirde eine wesentliche Auszeich- 
nung der physikalischen vierdimensionalen Raum-Zeitmannigfaltigkeit 

29 * 
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bedeuten. Aber auch schon die Tatsache, da3 fur den Fall konstanter 
Koeffizienten unser Satz gilt und dann unschwer beweisbar ist, scheint 
nicht ohne Bedeutung. Hier sei nur darauf hingewiesen, da6 fiir die 
Wellengleichung und die i-Achse als Zeitlinie unser obiger Ausdruck T 
identisch ist mit 

T = t-r, {r^ = x'‘ + + z^) 

1 

^ = T’ 

dafi man also genau die fruher behandelten Kugelwellen erhalt. Fiir 
andere gerade zeitartige Linien ergeben sich die spharischen Wellen 
durch Lorentztransformation. 

In dem Fall einer hoheren geraden Anzahl von Veranderlichen 
« = }»-|-1 = 2v + 4 haben wir schon in §§ 5, 6 ein Analogon fiir fort- 
sdireitende Wellen gefunden, namlich die Losungen 

(11) + + I (t~r) 

T f - — — 

mit / ”‘-3 

^ _ a” \ f 

^ — I ter 

Wir nennen solche Losungen Wellen — ^ Stufe) sie besitzen nicht 

mehr den Charakter der Verzerrungsfreiheit, wohl aber stellen sie einen 
fortschreitenden Vorgang dar. 

Es ist jedoch bemerkenswert, dafi auch fiir alle graden Werte von n 
zwar nicht mehr die Wellengleichung 

L [u] — zJ j u = 0 

selbst, wohl aber die j-mal interierte Wellengleichung 
1 I a* 

LHu]=(jj-Ayu = 0, 

welche von Ordnung ist, unverzerrte Familien von Kugelwellen 
u = W {t—r) und u = W{t + r) 

besitzt. Diese Tatsache ist lediglich eine andere Formulierung des in 
§ 6, Nr. 4 bewiesenen Satzes von Friedrichs. 

Aus ihr folgert man, daS aus einer willkiirlichen Funktion W{t~r) 

W --2 

durch die Operation L~^ eine Ldsung der Wellengleichung entsteht, 
welche gerade zu Wellen hoherer Stufe fiihrt und mit (11) leicht idcnti- 
fiziert werden kann. 
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3. Ausstrahlung und Huygenssches Prinzip. Fur die Wellen- 
gleichung Mfj— J m = 0 bestand das Ausstrahlungsproblem (vgl. §5) 
darin, eine Losung aufzusuchen, fiir welche bei ^ = 0 die Funktion und 
ihre Ableitungen verschwinden und auf der i-Achse fiir x = 0 


O w = s(f) 

vorgescbrieben ist. Dabei verstehen wir unter G« den Grenzwert 


( 12 ) 


Ou 


= liin r*-- 






udo 


des Integrals rechts fiber die Kugel vom Radius e um den NuUpunkt 

d 3 

zur Zeit i, wobei^- — -^ die Differentiation nach der aufleren Normale 

CV CY 

bedeutet. Fiir gerades w m -f i >2 wird dieses Problem durch die 

fl ^ter 

sphaxischen Wellen -y- Ordnung (If) gelost mit 

TF(0=- 


^ s[t). 

Um fiir die allgemeine Differentialgleichung 


( 13 ) i[«] = ^a<A«i* + 2;6<Mi+c« = 0 

und eine beliebige Zeitlinie x = das Ausstrahlungsproblem bequem 
zu formulieren, denken wir uns durch eine Koordinatentransformation 
die Zeitlinie x =$(X) in die Gerade Xj^ = • • ■ = x„, x„=X iibergefiihrt. 
Dann definieren wir 


(14) 0« =— lim j j 

Nun lautet das allgemeine Ausstrahlungsproblem: Gesucht ist eine 
Funktion u{x), welche die Differentialgleichung ( 13 ) erfullt, welche 
auf einer raumartigen Anfangsflache B nebst den Ableitungen erster 
Ordnung verschwindet, und welche auf der vorgegebenen zeitartigen 
Linie |(A) so singular wird, daB dort 

(15) 0« = s(A) 

besteht, wo. 5 (A) vorgegeben ist. Die Losung ist nur auf der einen Seite 
der Anfangsflache B gesucht, und zwar auf derjenigen Seite, welcher die 
Punkte der zeitartigen Linie fiir > 0 angehoren. 

Betrachten wir das Strahlenkonoid durch irgendeinen Punkt x auf 
der betreffenden Seite von B, so wird derjenige Halbkegel des Konoids, 
welcher B trifft, der „negative" Kegel, die Zeitlinie Z im Punkt 
f = r (jk) treffen (vgl. Nr. 2). Es zeigt sich nun, daB der Wert der 
Losung unseres Integralproblems in einem Punkt x nur von der Vor- 
gabe von G « fiir X^T[x) abhangt. 

Das ergibt sich unmittelbar aus der Darstellung der Losung des 
Ausstrahlungsproblemes mittels der Grundlosung, welche wir auf Grund 
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der im §9 auseinandergesetzten Hadamardschen Methode leicht ge- 
winnen konnen — in der Tat einfacher, als beim Anfangswertproblem. 
Sie lautet im Fall von ungeradem n ==m + i: 

Tlx] 

(16) u{x)^C*f V{x, i (X)) 0 ^ (A) dX, 

0 

wobei der Stem links oben vor dem Integral den endlichen Anteil des 
Integrals und C eine Konstante bedeutet. 

Im Fall von geradem n = m + \ lautet die Losung 


(17) 


= C 


T( .c) 

I] 


u 




~Ou{X) dX^C f W{x,HX)) Ou[X) dX, 


r 

0 

Tix) 


u {x) = C^J V {x, i{X))Qu {X} dX 


( a 

wobei der Stem links unten den logarithmischen Anteil bedeutet. In 
der zweiten Zeile hangt er nur von der Vorgabe s(A) und den Ab- 

leitungen bis zur — Ordnung an der Stelle X—T[x) ab, so daB 
die Losung demgemaB eine Darstellung der Form 


( 17 ) 


«(^) = goW W) + ii{x) s'{T (X)) + ••• + g„_3 
rw 2 

-/ W{xja))s{X]dX 


0 



{T(x)) 


besitzt. 

Der erste Teil dieser Formel reprasentiert fortschreitende Wellen 

^ j ter 

— ~ Stufe. Das Ausstrahlungsproblem wird also genau dann durch 

verzerrungsfreie Familien fortschreitender spharischer Wellen hoherer 
Stufe gelost, wenn IF = 0 ist, d. h. wenn n grade ist und der log- 
arithmische Anteil der Grundlosung verschwindet. In diesem Falle hangt 
die Losung sogar nur von der Vorgabe an der Stelle X=^T{x) auf der 
Zeitlinie ab, d. h. dem Schnittpunkte des charakteristischen Konoides 
durch X mit der Zeitlinie. 

Es gilt somit das Huyghenssche Prinzip fur das Ausstrahlungsproblem 
unter genau denselben Bedingungen, unter welchen es filr das Anfangs-^ 
wertprohlem gilt (vgl. §9, 1). 

Es steht 2 u vermuten, dafi auch umgekehrt verzerrungsfreie Familien 
fortschreitender spharischer Wellen hoherer Stufe nur (iann existieren, 
wenn das Huyghenssche Prinzip gilt und daB Familien spharischer’ 
fortschreitende Wellen im eigentlichen Sinne nur iiir 2 und w = 4 
bestehen konnen. 

Zusammen mit der Hadamardschen Vermutung (vgl. § 9,1) wiirde sich 
hieraus eine wesentliche Auszeichnung der vierdimensionalen Raum-Zeit- 
mannigfaltigkeit und in ihr der klassischen MaxwellschenTheorie ergeben. 
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Anhang zum sechsten Kapitel. 

§ 1. Die Differentialgleichungen der KryS'tallo|)tik. 

Wir wollen hier die Integration des Anfangswertproblems der Krystall- 
optik vollstandig durchflihren^ und. zu diesem Zwecke eine knrze Dis- 
kussion der Geometrie der zngehorigen Fresnelschen Normalen- und 
Wellenflachen voranschicken. 

1. Normalen- und Strahlenflache der Krystalloptik. Es sei an 
folgenden Zusammenhang erinnert (vgl. Kap. VI, §3,3): Die moglichen 
Wellenfronten durch einen Punkt besitzen' Normaleinrichtungen, ge- 
geben durch die Verhaltnisse Richtungsvektors im 

I, r-Raume, welche den Normalenkegel vierter Ordnung mit der Gleichung 



bilden. Den Mongeschen — gradlinigen — Kegel der Differential- 
gleichungen der Krystalloptik, gebildet aus alien Strahlen durch den 
Nullpunkt des a;, ^Raumes, nennen wir den StrahlenkegeL Identifizieren 
wir die beiden Raume, so gilt wieder: Die Tangentialebenen des einen 
Kegels stehen senkrecht auf entsprechenden Strahlen des anderen, 

Schneidet man die Kegel durch die Ebenen t = 1 bzw. t =i, oder, 
was hier wegen der Symmetric in bezug auf den Nullpunkt auf dasselbe 
hinauslauft mit t= — 1 bzw. ^= — 1, so erhalt man die Normalen- 
fldche N bzw. die Strahlenflache S. 

Strahlenkegel und Normalenkegel bzw. Strahlenflache und Normalen- 
flache sind zueinahder reziprokal im Sinne von Kap-. VI, §2/7^. 

Eine besondere Beachtung erfordem solche Punkte der Nomialeil- 
flache, in welchen es mehr als eine Tangentialebene gibt, das sind, wie 
wir sogleich (vgl. Nr. 2, SchliiB) sehen werden, kbnische Ecken mit einer 
Schar von Tangentialebenen, welche einen Kegel zweiter Ordnung urn- 
hiillen. Es entspricht diesen Tangentialebenen eine Schar von Punkten, 
welche in einer Ebene liegen, und allgemein gilt dies fur die zwei- 
pairapxetrige Schar yon Stutzebenen in, einem koniscih^n Punkt. Mit 
anderen Worten: Einem solchen konischen Punkt wird bei einer solchen 
Zuordnung ein ganzes ebenes Fldchenstiick entsprechen, indem man in 
einem konischen Punkt der Normalenflache alle Normalen zu' Stutz- 
ebenen als zulassig betrachtet. 

2. Gestalt der Normalenflache. GemaB Kapitel VI, §3, 3 konneh 
wir die Gleichung der Normalenflache imf -Raume (mit leichtveranderter 
Bezeichnung) in folgende Form setzen 

^ Vgl G. Herglotz: Ber. sacks. Akad. 1926, sowie eine Vorlesungsausarbeitung 
•tiber Mechanik der Continua. 

* Wegen der Symmetrie in bezug auf den Nullpunkt kdnnte man iibrigens bier 
die Reziprokaltransformation auch durch Polarverwandtschaft in bezug auf die 

reellen Gebilde f f « 1 bzw. U »= i definieren. 
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( 2 ) 


mit 

( 2 ') 




— — I1I2 —iih 

= -hil -^ 2^3 

-hh -I3I2 

= — <Tl (72 03 ( 1 —F(|) + Q^0i^)) = 0 


= 0 






-Q 


■S^ 


__ t2 


0(1) = 




62 

V2 


a^a. 


O3O1 


<73 

JL 


Wir zeigen; Die Normalenflache wird von jedem Strahl durch den 
Nullpunkt in zwei reellen Schnittpunkten getroffen. Es sei e ein Einheits- 
vektor im x-Raume mit den Komponenten und es sei 


gesetzt. Die Schnittpunkte des Strahles mit den Richtungskosinus 
und der Nomalenflache werden wegen der Homogenitat von 0 und 
W durch 


(3) e40(e)-e*?^(e) + i = o 

gegeben. Urn q als reell nachzuweisen, zeigen wir zunachst, daB die 

Diskriminante 


(4) X{e)^W{e)-d0{e) 

dieser quadratischen Gleichung fur fur keinen Einheitsvektor c 
negativ ist. Setzen wir zur Abkiirzung 



so wird 


X{e)==W’^[e)~A0[6)^e} 

% 

~ ((®i i/-^i “H ®3 -^2^2) ((^1 y^i ^3 ■'^2 ^2) 

= i7(ei]/Ai±e2yA2±e3yA,). 

wobei das Produkt uber alle vier Vorzeichenkombinationen zu erstrecken 
ist: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei z. B. 

ffiXrjXTs. 

Dann ist 

Ji>0, A2<0. As>0. 

Daher ist der erste und dritte Term in jedem Linearfaktor von X immer 
rein imaginar, der zweite immer reell; also sind die vier Faktoren zu 
zweien konjugiert komplex und daher tatsachlich Dabei kann 

der Fall Z=0 nur eintreten, wenn Real- und Imaginarteil eines Faktors 
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gleichzeitig verschwinden, d. h. nur fiir 

^2 ~ "i" ^3 ]/-^3 = 0 

Oder 

'^2 = 0 , — e 3]/^3 = 0 . 

Aus (3) ergibt sich nun 

j.={{ne)±vm- 

Aus der Definition (4) aus X folgt sofort W^{e)^X{e) und 
werden tatsachlich alle vier Wurzeln q reell und unsere Behauptung 

ist bewiesen. 

Die N OTTHdlcftfldche besteht also aus zwei eiuuTideY ufnschlic^efideu 
Manteln _ y y ^ 

Oder wegen der Homogenitat von f und 0, wenn X{^) allgemein durch 
( 6 ) = 
definiert wird, 

I = 2 auBerer Mantel 

1 ^(^) + /(^) = 2 innerer Mantel 

mit 

(8) /(i) = |y^|. 

Die beiden Mantel hangen nur in vier Punkten zusammen, die nach 
der obigen Annahme cri>cr 2 >(rs in der ^j-Ebene liegen, und zwar 
auf den Geraden 



Abb. 45. Schnitte der Welleaflache mit den Koordinatenebenen, 


Eine anschauliche Vorstellung der Flache gewinnen wir durch die 
Betrachtung der Schnitte mit den Koofdinatenebenen, Es ist fiir f ^ = o 
nach (5) //m _ jt 2 jt 2 


= Aiil-Asil 

(i+i 


also entweder 


J_+_L 

OTj ffi 


w-j-/- 


M. -I- 
cr, <r, 
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Oder 

Der Schnitt zerfallt also in einen Kreis und eine ihn in vier Doppel- 
ptinkten schneidende Ellipse. Ebenso findet man fiir die Ebene 



11 

0 

entweder 

t 2 

= 0 

Oder 



li + I3 CTl = d 

und endlich fur I3 = 0 : 


Oder 



I? + ^2 -‘^3 = 0- 


Der Schnitt besteht in diesen beiden Fallen aus einer Ellipse und 
einem sie nicht schneidenden Kreis. Der innere Mantel der Nonnalen- 
flache ist sicher konvex, da es sonst eine Gerade gabe, die ihn in mehr 
als zwei Punkten schneidet, also die Flache in mindestens fiinf Punkten 
treffen muBte, im Gegensatz zu der Ordnung 4- Der auBere Mantel, 
wie der Schnitt mit f j = 0 lehrt, ist sicher nicht konvex ; er besitzt 
in den vier Doppelpunkten vier nach innen gerichtete konische Ecken, 
wahrend dort der innere Mantel nach auBen gerichtete konische Ecken hat. 

3. Die Strahlenflache. Die Beziehung zwischen Strahlenflache und 
Normalenflache als Reziprokalflache ist reziprok fiir alle Stellen der 
Normalenflache N, wo eine stetig veranderliche Tangentialebene existiert. 
In einer kegelartigen Spitze von N versagt die eindeutige Zuordnung; 
ihr entspricht ein ebenes Flachenstiick. 

Einer konvexen Flache N um den Nullpunkt mufi wiederum eine 
konvexe geschlossene Flache S entsprechen; denn andernfalls hatte S 
mindestens drei parallele Tangentialebenen, denen drei Punkte von N 
auf einer Geraden entsprechen miiBten. 

Die Gleichung der Normalenflache konnte man, wie in Kap. VI, 
§3, 3 angegeben, in eine der Formen 


(to) 

Oder 

( 11 ) 


0 , 




+ ■ 




+ • 




setzen. Man gelangt dann nach einer etwas umstandlichen hier zu uber- 
gehenden Rechnung fiir die Strahlenflache zu den entsprechenden 
Gleichungen 


( 11 ) 


Vl I I 


0 , {R^ = rit + r]i-i-V3) 



bzw. 

(11') 
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1 ^2 I ^3 Vs A 

crji?2-i ■*“ a^R^-i 

Danach ist die Strahlenflache eine Flache derselben Art wie die Normalen- 
flache, wobei nur die Parameter a durch ihre reziproken. Werte ersetzt 
sind. Jedoch erhalt man die den konischen Ecken der Normalenflache 
entsprechenden Punkte nicht aus unseren Gleichungen (11), Man hat 
zu der durch (H) bzw. (11') gegebenen Strahlenflache noch vier den 
Ecken der Normalenflache entsprechende ebene Flachenstiicke hinzu- 
zufiigen, um die reziprokale Flache S zu erhalten. Die Strahlenflache (11) 
zerfallt genau wie die Normalenflache (10) in zwei Mantel, deren innerer 
konvex ist, wahrend der auBere vier nach innen gerichtete konische 
Ecken hat. Nun muB dem konvexen inneren Mantel der Normalenflache, 




Abb. 46. Zuordnung des inneren Mantels der 
Normalenflache und der konvexen Hulle der 
Strahlenflache. 




Abb. 47. Entsprechende Zuordnung fur den 
auBeren Mantel der Normalenflache. 


wie man leicht sieht, die kldnste konvexe Hulk der Strahlenflache ent- 
sprechen; den konischen Ecken des inneren Mantels der Normalen- 
flache entsprechen dabei vier ebene Deckel, die auf die Einbuchtungen 
des auBeren Mantels der Strahlenflache aufgesetzt ihn konvex machen. 
Es ist nicht etwa so, daB die Mantel von Normalen- und Strahlen- 
flache sich paarweise entsprechen; dem inneren Mantel der Normalen- 
flache entspricht ein Teil des auBeren Mantels der Strahlenflache, welcher 
durch die Deckel konvex gemacht ist; der Rest des auBeren Mantels und 
der innere Mantel der Strahlenflache entsprechen dem auBeren Mantel 
der Normalenflache. In den beistehenden Abbildungen ist dieser Zu- 
sammenhang schematisch angedeutet, wobei entsprechende Gebilde 
durch dieselbe Art der Zeichnungsausfiihrung kenntlich sind. Die 
ebenen Deckel beruhren die Strahlenflache vierter Ordnung (11) langs 
einer ganzen Kurve; diese Beriihrmgskurve muB eine ebene Kurve vierter 
Ordnung mit lauter Doppelprmkten, also ein doppelt zahlender Kegel- 
schnitt sein. In ^er Tat ist sie ein Kreis, denn die Gleichung der Strah- 
lenflache (11) lautet in homogenen Koordinaten '>72, t: 

t^-x^W{r})+R^0{r})=O, 

wobei in den Ausdriicken f und 0 die Paranieter a durch ihre reziproken 
Werte zu ersetzen sind. Folglich enthalt diese Flache den absoluten 
Kreis des Raumes, welcher durch 
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T= 0 , = 0 


gegeben ist. Jede ebene Schnittkiirve der Flache entha.lt also die beiden 
absolute!! Punkte der Schnittebene; zerfallt nun eine Schnittkurve in 
zwei reelle Kurven zweiter Ordnung, so muB einer dieser beiden Kegel- 
schnitte beide Kreispunkte dieser Ebene enthalten, also ein Kreis sein. 
Insbesondere gilt dies fiir die Beriihrungskurve jedes der Deckel. (So 
bestatigt sich im iibrigen wieder, daB die Schnitte mit den Koordi- 
natenebenen je einen Kreis enthalten miissen.) 

4 . Reduktion des Differentialgleichungssystems auf eine Diffe- 
rentialgleichung sechster Ordnung bzw. vierter Ordnung. Die 
Komponenten Mj, M3 d.es elektrischen Vektors (S geniigen nach Kap. VI, 
§3,3 den Gleichungen 


(12) 


0*1 i^i 
02^2 




- "X 1 

dx\'^ 

L - » 

^ 84 

JS 

0 3 

dxj^ dx^ 


1 ^4. 

02 M3 


bx\ 

' 8x1 

8x2 dx^ 

8x^8x^ 

11 

1 8 ^«z 

t 0 . » 


0 » Ct ^ 




Es werde symbolisch ^ ^ 

gesetzt (Multiplikation dieser Symbole entspricht dem Hintereinander- 
ausfiihren der entsprechenden Differentiationen) ; femer sei 

= + + 


—Lh- 

bedeutet dabei das Kroneckersche Symbol, d. h. 1, wenn a = /5 
und 0, wenn a 4 =/? ist. Dann schreiben sich die obigen Gleichungen 


( 13 ) = 

Gefragt ist nach Losungen %, Wg, Mj dieser Gleichungen die fur t = 0 
mit ihren ersten zeitlichen Ableitungen in vorgegebene Funktionen 
iibergehen. Es sei etwa 


( 13 ') 


«a(*- 0 )-/a(^l.%* 3 ) 

0Wa(*, 0) _ / 1 

6ot\*l> *2> H) ■ 


Es sei nun die Unterdeterminante zu also ein Differential- 
operator vierter Ordnung. Wir suchen drei Funktionen cp^, <p^ so zu 
bestimmen, daB die drei GroBen 


( 14 ) = 

den Differentialgleichungen (12) genugen. Man findet dann fiir die 
drei Funktionen 9?* jeweils dieselbe Differentialgleichung 

( 15 ) ^93 = 0, 
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wobei D (|, t) die Form 6. Grades 
(16) D(|,r) = 


■^2 

-hh 


ist. 


Il ^2 

— 1|— CTaT^ 

-I3I2 


^3 

-^2?3 

— II — <7sT2 


Bestimmt man drei verschiedene Losungen (p^, <p^ von (16) der- 
art, daB 


(17) 


y.(*. 0 ) - % (*. 0 ) = (*. 0) = (*. 0 ) = 0 . 


4^(*.o) 


Ol O 2 0’3 


/a(«). 


a/2 ^ ^ a/8 


a/5 


■{^> 0): 


CTa 


^2 


?a{*) 


ist, so sind die durch (14) gegebenen Ausdriicke u die Losungen des 
urspriinglichen Anfangswertproblems. 

In der Tat ist dann 


u^(x, 0) = 0) = — 0) = /„(a;) 

= ®«“T9=„(;r, 0) = 0) = 

Es genugt den Spezialfall /„ = 0 zu betrachten; denn sind (p* und y>* 
Losungen von (16) fiir die Anfangsbedingungen 

q>* = <Pt=--- = <P*ttt = 0-, <pTttt = L 

V* = V>? = ■ • • = Wttit = 0; ip^tttt = g* . 

so ist 9 ? = eine Ldsung von (16) zu den Anfangsbedingungen (1 7). 

Unser Problem reduziert sich nunmehr auf ein solches fiir eine Diffe- 
rentialgldchung vierter Ordnung: Es ist D($,r) homogen in fj, t 

vom sechsten Grade und D{^,i)=H {$). Folglich ist nach (2) 

D(|, t) = x^H (i.) = y^(|) t* + (|) t^) . 

Da man r* ausklammern kann, laBt sich die Gleichung auf eine Gleichung 
vierter Ordnung reduzieren. Sei namlich 

( 18 ) F{lx)=x^-W{i)x^ + Q^0{i) 
und V {x, t) die Losung der Gleichung 

(19 ) F(|,t)v = 0 
fiir die Anfangsbedingungen 

( 20 ) v = vt = vtt = 0-, Vttt = g{x). 

Dann ist 

t 

u = J{t—x)v{x, x) dx 
0 

eine Losung von D(|, t)m = 0 fiir die Anfangsbedingungen 
w = «< = «<( — ««< = — 0; — 
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Derm es ist Uit = v', F = 0 ergibt Du = O', u{x, 0) = Ut{x, 0) = O', 
Utt {x,0) —v{x,0)=0', Uttt (*.0) =Vi(x,0) = 0; Utat (-i?, 0) —Va {x, 0) = 0; 
femer ist Umuix, 0) = Vttt[x, 0) =gix). 

5. Explizite Losung durch die Fouriersche Methode. Damit 
gi (a *) + »?« _ (o, *, + o, *, + (5 1 ) jjgj- Gleichung (1 9) geniigt, ist notwendig 

und hinreichend, daJ3 

F{a, F{a) + r^0{x) = 0 + a®) 

ist. Wird 

gesetzt, so gewinnt man spezielle Ldsungen von (19) der Gestalt 

£*(“*) [a^ g*A< -j- gip,t ^ g- iP,‘^ ^ 

wo (a x) = % + aj ^2 4- “3 Xs gesetzt ist. Speziell kann man hierin 

die Konstanten a^, a^, so bestimmen, dafi die Klammer mit ihren 
ersten beiden Ableitungen nach t fiir t=0 verschwindet und die dritte 
Ableitnng 1 wird. Es ergibt sich der Ausdruck 

der als Funktion von ^ 1,^2 dberall stetig ist. 

Wir versuchen daher v in der Form 

darzustellen, wo A (a) so zu wahlen ist, daB 


= Iff 

gilt. Also wird 

III 

Dann ist 

(21) v{x,t)= f If g (I) K{x-i,t)dl^d 

die gesuchte Losung von (19), (20), wenn 


(22) K{x,t)=^ 

gesetzt ist. 


1 f f f «’■(«*> 

(2Jt)> J J J 


j sin jSj t sin jSj f \ 
\~?x Jx~! 


d<xi dx2 dot^ 


6. Diskussion des losenden Kernes K. Es ist 


■f/W^x}-4r^0{<x)= fix) 

)3? = |(!#^(a) + /(at)) 

^l = l{W{x}-fix)). 

Im zweiten Summanden des Integranden in (22) setzen wir jetzt 

x, = s^„ s = y 
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V V 

Dabei sei Ig* I3 der Durchschnittspunkt des Strahles zum Punkte a 
mit dem du^eren Mantel der Normalenflache: 

TO-/(I)-2. 

Mit anderen Worten: man benutzt den dujieren Mantel der Normalen- 
fldche als ,,Eichfldche*\ Wegen der Homogenitat von 0, W, q ist alsdann 

dcii cos {N,^) qdo^ds, 

Dabei ist (iV, |) der Winkel zwischen dem 
Strahl li, ^3 ^^d der nach aujien gerichteten 
Normalen des auBeren Mantels und do^ das 
Oberflachenelement dieses Mantels. 

Man erhalt so aus dem zweiten Summanden 
das Integral 

00 

0 

Fiir den ersten Summanden in (22) wahlen wir den inneren Mantel 
der Normalenflache als Eichflache, also fiir den DurchstoBpunkt 

mit dem inneren Mantel 

m+fm=z- 

Dort ist s = |/3i| und folglich das Integral: 

00 

0 

WO N wieder die auBere Normale bedeutet. 

Es werde nun auf dem auBeren Mantel 

auf dem inneren Mantel 
gesetzt. Dann ergibt sich 

00 

0 

wo das innere Integral iiber die gesamte Normalenflache zu erstrecken 
ist. Durch Vertauschung der Integrationen folgt wegen der Symmetric 
der Normalenflache und von do)^ zum Nullpunkt 
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Bei Auswertung dieses Dirichletschen diskontinuierlichen Faktors 
(Bd. I. S. 69 ) erhalt man 

Wegen K{x,t)==K[^,\^ genugt es 

P3) 

!(*«)! SI 

zu betrachten. Dann ist das Integral iiber denjenigen Teil der Normalen- 
flache zu erstrecken, der zwischen den beiden Polarebenen 

{x^) = ± 1 

der Punkte ± x beziiglich der Einheitskugel liegt. 

Gilt I (xf) I ^ 1 auf der ganzen Normalenflache, so ist 



wo das Integral fiber die gesamte Normalenflache zu erstrecken ist; 
das ist der Fall, wenn x ffir jedes ^ auf der Normalenflache zwischen 



Abb. 49. Abb. 50. 


den beiden Polarebenen von 
dz I liegt, d. h. wenn x im inne- 
ren Mantel der Strahlenflache 
liegt, da dieser konvex ist. 

IminnerenManid der Strah- 
1 lenfldche ist K(x,\) konstant. 

Andererseits mup K{x,\) 
auPerhcdh der kleinstenkonvexen 
Hulle der StraMenflache ver- 
schwinden. Denn ware das nicht 


der Fall, so sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit A’(z, 1) >0 in 
einem Punkte x = y auGerhalb dieser Hfille; dann kann man in (21) 
die Anfangswerte g so einrichten, daG v[x, 0) = g{x) innerhalb der kon- 
vexen Hulle verschwindet und trotzdem iw(0, l)+0 ist; das bedeutete 
aber einen Widerspruch zu dem Eindeutigkeitssatz von Kapitel VI, § 4 , 4. 

Der Punkt x liegt auGerhalb der kleinsten konvexen Hfille der 
Strahlenflache, wenn die beiden Ebenen {x^)~ ± \ den inneren Mantel 
der Normalenflache treffen. Nun ist nach Definition doi^ auf dem 
fiuBeren Mantel der Normalenflache positiv, auf dem inneren negativ. 
if (x, 1) = 0 laGt sich dann nach ( 23 ) auch so ausdrficken: Das Integral 
von \do)^\ fiber den Teil des auGeren Mantels der Normalenflfiche, der 
zwischen den Ebenen (x$) = ±i liegt, ist gleich dem Integral von 
fiber den zwischen diesen Ebenen gelegenen Teile des inneren 
Mantels. 

Danach ist, falls die Ebenen (x^) = ± 1 den inneren Mantel nicht 
treffen, 
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WO die Integrale iiber den Teil des auBeren Mantels zu erstrecken sind, 
der innerhalb der Ebenen ( 2 : |) = ± 1 aber auBerhalb der zu diesen 
parallelen Tangentialebenen des inneren Mantel liegt. Aus dieser Dar~ 
stellung folgt, daB K{x,\)>Q ist, falls x innerhalb der konvexen Hiille 
der Strahlenflache liegt. Die kleinste konvexe Hiille der Strahlenfldchc 
stellt also das genaue Ahhdngigkeitsgebiet fiir die Losung des Anfangs- 
wertproblems der Gleichung ( 19 ) dar. 

7. Optische Anwendung. Konische Refraktion. LaBt man Licht nor- 
mal auf eine planparallele Krystallplatte auftreffen, so pflanzt es sich 
innerhalb der Strahl- 
richtungen fort, die zur 
Einf allsricht ung alsN or- 
malenrichtung gehoren. 

Da es zu einer Normalen- 
richtung im allgemeinen 
zwei Straklrichtungen 
gibt , so verzweigt es sich Abb. 51 . Abb. 52. 

also inzweiBiischel, die 

beim Austreten in zwei zur urspriinglichen Richtung parallele Biindel 
iibergehen. Man erhalt diese Strahlrichtungen, indem man die Lote auf 
die Tangentialebenen an die Normalenflache nimmt, die zur Einfalls- 
richtung gehoren. 

1st speziell die Krystallplatte normal zu einer optischen Achse ge- 
schliffen, d. h. geht die Einfallsrichtung durch einen der vier singularen 
Punkte der Noimalenflache, so gehoren zu dieser Normalenrichtung 
unendlich viele Strahlenrichtungen, namlich diejenigen, die zu den 
Randern einer der vier Deckel der Strahlenflache fiihren; die Strahlen 
bilden im Krystall einen Kegel. Da die Deckel der Strahlenflache normal 
zur optischen Achse gelegene Kreise sind, bilden die aus der Platte 
austretenden Strahlen einen Kreiszylinder (konische Refraktion), 



§ 2. Abhangigkeitsgebiete bei Problemen 
hoherer Ordnung. 

Wir haben schon in Kapitel VI, § 4, 5 darauf hingewiesen, daB man bei 
totalhyperbolischen Anfangswertproblemen fiir Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten als Abhangigkeitsgebiet die konvexe Hulk 
des Strahknkegels erwarten muB, Wir haben explizite gezeigt, daB bei 
der Differentialgleichung (18) des vorigen Paragraphen fiir das Anfangs- 
wertproblem der Krystalloptik tats§.chlich die konvexe Hiille der Strahlen - 
flache das Abh§,ngigkeitsgebiet liefert. 


Courant-HUbcrt, Matbcroatiscb© Physik IL 
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VI. Hyperbolische Differentialgleichungen. Anhang. 


Der Beweis beruhte auf der Darstellung 

die wir fur die Losung des Anfangswertproblems mit einem Kern K {x, i) 
gewonnen haben. 

In diesem Zusammenhang wird das Auftreten von konvexen Hiillen 
bei Abhangigkeitsgebieten durch folgenden allgemeinen Satz beleuchtet, 
welcher eine Aussage uber Differentialausdriicke macht, die durch Kom- 
'posiiionen aus niederen hyperboUschen Differentialausdrucken entstehen. 

Es mogen zwei lineare hyperbolische Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten 


(1) L[u] = 0, M[v] = 0 

vorliegen mit der Ordnung m bzw. n, beide mit der Zeitvariablen t. 

Der Koeffizient von — bzw. von habe den Wert Eins. 

dr sr 

Wenn fur t = 0 


U-Ut- 


— 1 

0 u 


V ^ Vi ' 


— 2 

= 0 - 


vorgeschrieben ist, mogen die Losungen durch Integraldarstellungen 
der Form 


u{x,i) = J...jK^{x,lt)f(^)d^ 

G 


v{x,t) = f.^..jK,{x.^,t)g{i)di 


gegeben sein, wobei die Kerne Ki und fiir vorgegebene x, t auflerhalb 
eines gewissen Gebietes G bzw. H des ^-Raumes verschwinden, in G 
bzw. H jedoch positiv seien. Diese Darstellung sei invariant gegen 
Translation, und die Gebiete G bzw. H fiir verschiedene Werte von t 
seien samtlich ahnlich und ahnlich gelegen. Zu dem Werte t — i mogen 
die Gebiete Gi und Hi gehoren. Wir haben in Kapitel VI, § 4, 5 erkannt, 
daC die Gebiete G und H konvex sind. Dasselbe gilt, wenn bei den obigen 
Integraldarstellungen die Integrale nicht iiber das Innere der Gebiete, 
sondem nur fiber den Rand zu erstrecken ist und dann an Stelle der 
obigen Integrale Randintegrale treten. Unsere Behauptung ist nun: 

Das Abhdngigkeitsgebiet D fur die Losung der Differentialgleichung 
m -f- Ordnung 

(2) ML[u] = 0 


ist die konvexe HUUe des Vereinigungsgebietes von G und H. 

Zum Beweise konstruieren wir eine Losung von (2), fiir welche bei 
t = 0 

,, , 


"f tl — 1 
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gilt..-Auf Grund unserer friiheren tJberlegungen, insbesondere unter 
Benutzung des in Kapitel III, §6,4 entwickelten StoBprinzips konnen 
wir diese Losung folgendermaBen aufbauen. Wir setzen 

L[u\ =v, 

losen diese unhomogene Gleichung unter den homogenen Anfangs- 
bedingungeri fur / = 0 : 










■ 0 


und losen sodann die homogene Gleichung 

M[v] = 0 

mit den unhomogenen Anfangsbedingungen 




- 1 , 


V = Vt=“ ' 




iM — 2 


= o; 


Zur Losung der ersten Aufgabe gehen wir von der L5sung des An- 
fangswertproblems von 

L[q}] = 0 

mit den Anfangswerten 


ow-2 


(p = (pr^ 


0fn-Z 




di 


ifn — l 


+ ^ {^y 


aus, wobei r ein Parameter ist. Diese L5sung lautet 
(p{x, i; t) = + // K^ix, t) v{i, r)di, 

G 

und nunmehr ist die Forderung unserer ersten Aufgabe befriedigt durch 

t 

u{x, fj = f q)(x, t — x] x) dx. 

0 

Also wird jetzt, indem wir die zweite Aufgabe gemaB unserer Annahme 
losen 


( 3 ) 

mit 


u 


{x, t)= j .. ./ K{x, z, t)f{z) dz 


(4) K{x,z.t) = Jdtf...jK^(x,lt-r)K^{^,z.r)d^. 

0 

Die Losung unseres Anfangswertproblems fiir den Differentialausdruck 
L M wird also durch den gefalteten Kern (4) gegeben, und das zugehbrige 
Abhangigkeitsgebiet ist genau dasjenige, in welchem K>0 ist, d. h. 
dasjenige Gebiet des f-Raumes, in welchem beide Faktoren Ki und 
von Null verschieden sind. Auf Grund unserer Voraussetzung geniigt 
es K{Q.z,t) zu betrachten. Nun ist der erste Faktor Ki{0,S,t—r) 
positiv, wenn f in der aus G, im Verhaltnis t — r um das Zentrum Null 
vergroBerten Flache liegt ; und ifj (f , z, x) , wenn z in der r-fach vergroBerten 

30 * 
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VI. Hyperbolische Differentialgleichungen. Anhang. 


FMche iTi um i liegt. z liegt also in dem Abhangigkeitsgebiet D, wenn 
es einen Punkt^ in der Flache it — x)G um den Nullpunkt gibt, so da6 z 
in der Flache xH, um | liegt. Es muB also 


2= (<— T)fi +T^2 

sein, wo bzw. Punkte aus bzw. bedeuten und x beliebige 
Werte zwischen 0 und t annehmen kann. Dies aber definiert sofort D 
als die konvexe Hiille des Vereinigungsgebietes G und H. 

Wenn die urspriinglichen Abhangigkeitsgebiete nur aus den Randern 
von G und H bestehen, so bleibt unsere Betrachtung im wesentlichen 
unverandert; jedoch ergibt sich, daB der zusammengesetzte Kern K 
nicht nur auf dem Rande sondem uberall in D positiv wird. Bei der 
Zusammensetzung geht also der Huyghenssche Charakter der Abhangig- 
keit verloren. 

Z. B. hat die Differentialgleichung 

2 j ^ "" 2 z] Wj ^ “h ^ ^ w — 0 


auch fur drei Raumvariable nicht nur mehr den Rand der Kugel mit 
dem Radius t um den Punkt x, sondern das ganze Kugelinnere zum 
Abhangigkeitsgebiet. 

Entsprechend besitzt die Differentialgleichung 


\ dt^ 


8x^ 4 8y^) 




. ^ 

4 8x^ 8y^ 


U — 0 


als Abhangigkeitsgebiet genau die konvexe Hiille der beiden durch 
die beiden Komponenten definierten EUipsen. 


§ 3. Huyghens Prinzip im weiteren Sinne 
und fortsetzbare Anfangsbedingungen. 

Bei der Diskussion von Anfangswertproblemen liegt folgende Ober- 
legung nahe: Um, ausgehend von Anfangswerten fur t =tQ, die Ldsung 
zur Zeit i =t^ zu konstruieren, kann man, anstatt unraittelbar die 
DarsteUungsformel fiir t = anzuwenden, auch unter Einschaltung 
eines Zwischenwertes zwischen und folgendermaBen vorgehen. 
Man bestimmt zuntchst die Losung fiir t=t^, faBt die Ebene t=t^ 
als neue Anfangsebene auf und bestimmt nunmehr von ihr ausgehend 
die Werte fiir t = Komponiert man diese beiden Darstellungsformeln, 
so mufi das Resultat iibereinstimmen mit der Formel, welche die Werte 
fiir t — unmittelbar aus den Anfangswerten fiir t = ergibt. Dieses 
Faktum wurde von Hadamard als „Huyghenssches Prinzip im weiteren 
Sinne" bezeichnet. Hadamard hat betont, daB die Identitat der beiden 
Darstellungen zu einer Relation zwischen den darstellenden Kernen fuhrt 
und somit eine Quelle interessanter Integralbeziehungen ist^ 

* Vgl. Bull. Soc. Math. France Bd. 31, S. 208f. und Bd. 52, S. 241 f. tJbrigens 
gelten ahnliche Bemerkungen auch fiir das Randwertproblem. 
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Jedoch entsteht hierbei eine merkwiirdige Paradoxie, die wir ftir 
das Problem der Wellengleichung erortern wollen. Wir haben in 
§5,3 gesehen, daB die Darstellungsformel fiir die Losung sicherlich 
dann eine zweimal stetig differenzierbare Funktion liefert, wenn die 

fH 

Anfangsfunktion u — + l-mal, die Ableitung — -mal stetig diffe- 

renzierbar ist. Eine Differenzierbarkeitsstufe weniger wiirde nicht aus- 
reichen, wie einfache Beispiele zeigen^. Es gehen also bei der Fort- 
setzTing der Anfangswerte Differenzierbarkeitseigenschaften verloren, 
und urn die stufenweise Fortsetzung bei Beriicksichtigung dieses Ver- 
lustes ausfiihren zu konnen, miiBte man entsprechend um so starkere 
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen ftir die Anfangswerte bei t = tQ 
stellen, je mehr Stufen man zwischenschaltet. Dies deutet darauf bin, 
daB unsere Anfangsforderungen zu stark sind, obwohl sie nicht durch 
Differenzierbarkeitsforderungen geringerer Stufe ersetzt werden konnen. 
Es entsteht also die Aufgabe, solche Differenzierbarkeitsbedingungen 
fiir die Anfangswerte zu finden, welche bei der Fortsetzung fur t>tQ 
genau erhalten bleiben. In der Tat lassen sich derartige „fortsetzbare 
Anfangsbedingungen” angeben. Sie lauten: 

Ui, u^. sollen am Anfang t = stetig und stetig differenzierbar sein 

yyi ten 

und Ableitungen bis zur — Stufe besitzen, welche nach Lebesgi'E 
quadratisch integrierbar sind^. 

§ 4. Ersetzung von Differentialgleichungen durch 
Integralrelationen. Erweiterung des 
Charakteristikenbegriffes. 

Wir haben schon mehrfach, insbesondere im Zusammenhange mit 
den Mittelwertsatzen des Kapitels IV, Differentialgleichnngen durch 
Integralrelationen ersetzt. Diesen Gedanken kann man in der folgenden 
prinzipiell bedeutsamen® Weise allgemein fassen: 

Ist L [«] ein linearer homogener Differentialausdruck, M [r] der 
adjungierte Ausdruck (vgl. S. 434) — wir beschranken uns wieder auf die 

1 Wir begniigen uns damit, zu zeigen, daB die Poissonsche Darstellungsformel 
(vgl. Kap. VI, § S) ftir n = 4 mit den Anfangswerten u [x, y, 0) = 0 und den eben- 
falls stetigen Anfangswerten ut {x, y, z, O) ^ 0 fur l, = y i — ys far r 1 eine 
stetige Funktion u liefert, deren Ableitung nach t nicht mehr stetig ist. In der 
Tat wird 


m( 0. 0, 0, <) == 0 fiir 

= t y T— 

fiir 


Ht {0, 0, 0, t) ~ 0 fiir />!, 

1 —2/“ 

V 1 — /“ 

fiir 

If < 1 . 


Vgl Friedrichs u. Lewy: G 5 tt. Nachr. 1932, S. I 35 h 
^ Vgl 2, B. auch eine demnSichst erscbeinende Abhandlung von K. Friedrichs 
2ur Anwendung der allgemeinen Operatorentheorie auf Differentialoperatoren. 
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VI. Hyperbolische Differetitialgleichungen. Anbang. 

Ordnung zwei — , so folgt aus der Relation (19) auf S. 434 fur eine m 
einem Gebiete G zweimal stetig differenzierbare Losung von Z, [«] = 0 
und jede beliebige am Rande von G mit ihren Ableitungen erster Ord- 
nung verschwindende in G einschlieBlich des Randes zweimal stetig 
differenzierbare Funktion v die Relation 

(1) j J uM [v]dxi. . . dxn:== 0 ■ 

G 

Diese Relation, gefordert fiir ■wiilkiirliches v, ist mit der Differential- 
gleichung L [m] = 0 Equivalent, wenn u zweimal stetig differenzierbar 
ist. Sie behalt aber ihren Sinn auch noch, wenn fiir u geringere Stetig- 
keitsvoraussetzungen gemacht werden. Wir betrachten daher die Inte- 
gralrelation (1) als eine Erweiterung der Differentialgleichwng. 

Von diesem Prinzip aus erfahrt der Charakteristikenbegriff eine neue 
Beleuchtung. Wir haben in Kap. VI, § 2 gesehen, daJ3 Unstetigkeiten 
der ersten Ableitungen einer Losung u von X [«] = 0 an sich lEngs einer 
beliebigen FMche auftreten konnten, und daB man weitere Voraus- 
setzungen machen muB, um solche Unstetigkeitsflachen als charakte- 
ristische Flachen zu kennzeichnen. Solche zusatzlichen Forderungen 
sind jedoch hierzu bei der Relation (1) nicht mehr notig. Fiir die 
erweiterte Differentialgleichung (1) gilt z. B. allgemein: Ist u eine zwei- 
mal stetig differenzierbare Losung mit Ausnahme einer zweimal stetig 
differenzierbaren Flache (pix^, ...,x„) = 0. langs deren die ersten her- 
ausfiihrenden Ableitungen von u sprunghafte Unstetigkeiten haben diirfen, 

n 

so muB f = Q charakteristisch sein, d. h. die Relation JS ^ik<Px^<pxi, = b 

befriedigen. *’ 

Zum Beweise diirfen wir uns nach § 2 wegen der Invarianz der cha- 
rakteristischen Relation auf die Annahme beschranken, daB z. B. 9? = Xy 
ist. Die Behauptung ist dann in der Relation aji = 0 fiir Xi = 0 aus- 
gedriickt. Wir fiihren den Beweis an dem hinreichend typischen Bei- 
spiel von zwei unabhangigen Veranderlichen = z, % = y, und nehmen 
demgemaB an, ein Stiick der Linie S : y = 0 sei Unstetigkeitslmie der 
betrachteten Art. Dutch Integration der Relation (19) von S. 434 Tiber 
ein Gebiet G, welches diese Linie S enthalt, ergibt sich, wenn («*) = i. 
den Sprung von langs S bedeutet 

( 2 ) J vXoj^dy = 0 . 

s 

Denn auBerhalb S gilt X[«] = 0 und langs S ist u und die Ableitung 
stetig. Wegen der Willkiirlichkeit von v lEngs S folgt nunmehr, soweit 
dort der Sprung ^ von Null verschieden ist, unmittelbar % = 0, d. h. 
unsere Behauptung. 

Die Verallgemeinerung auf mehr unabhEngige VerEnderliche, auf 
andere Arten von Unstetigkeiten und auf Differentialgleichungen hoherer 
Ordnung sei als Aufgabe gestelli. 



Siebentes Kapitel. 


Losung der Rand- und Eigenwertprobleme 
auf Gmnd der Variationsrechnung. 

Im ersten Band sowie in Kap. IV dieses Bandes ist der Zusammen- 
hang von Randwert^ und Eigenwertproblemen elliptischer Differential- 
gleichungen mit der Variationsrechnung ausfiihrlich diskutiert worden. 
Jedoch fehlt noch ein allgemeiner Beweis fur die Losbarkeit dieser 
Probleme. Wir woUen nunmehr diese Existenzbeweise auf der Basis 
der Variationsrechnung erbringen. Dabei legen wir der Darstellung den 
Fall von zwei unabhangigen Veranderlichen zugrunde, bemerken aber, 
da6 die Theorie unverandert fiir drei unabhangige Veranderliche gilt, 
abgesehen von einer Sonderbetrachtung iiber die Annahme der Randwerte 
in § 4. Bei mehr als drei unabhangigen Veranderlichen erfordert die t)ber- 
tragung der Theorie eine Einschrankung (vgl. FuBnote in § 5,1, S. 499). 

Uber die Theorie der linearen Rand- und Eigenwerte hinaus werden 
wir in § 10, ebenfalls auf Grund direkter Variationsmethoden, jedoch 
im wesentlichen von den vorangehenden Entwicklungen unabhangig, 
das in Kap. Ill, § 7 genannte Problem von Plateau losen. 

Die sog. direkten Methoden der Variationsrechnung beruhen auf der 
Bexnerkung, daB die Losungen der Randwert- und Eigenwertprobleme 
linearer elliptischer Differentialgleichungen sich als Eulersche Bedin- 
gungen einfacher Variationsprobleme mit quadratischem Integranden 
ergeben. Zuerst Gauss, dann etwa 1847 W. Thompson, der spaterc 
Lord Kelvin, haben von diesem Zusammenhang Gebrauch gemacht, 
um die Randwertaufgabe der Potentialtheorie zu behandeln; kurz nach- 
her hat B. Riemann in derselben Weise unter der Bezeichnung ,,Dinchlet- 
sches Prinzip** aus der Losbarkeit einfacher Miniumprobleme der Vari- 
ationsrechnung die fundamentalen Existenzsatze der geometrischen 
Funktionentheorie erschlossen. Bei alien diesen Betrachtungen wurde 
die Annahme, daB die betreffenden Minimumprobleme Losungen be- 
sitzen, als eine Selbstverstandlichkeit stillschweigend hingenommen. Der 
faszinierende Erfolg, welchen Riemann mit seiner Betrachtungsweisc 
erzielte, weckte kritische Aufmerksamkeit , und bald zeigte Weier- 
strass, daB die Grundannahme jener SchluBweisen in der Luft schwebte. 
Beispiele einfacher Minimumprobleme, welche keine Losung besitzen, 
und andere spezifische Beispiele, bei welchen die Losung der Rand- 
wertaufgabe der Potentialtheorie fur den Kreis mit passenden stetigen 
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VII. Losung der Rand- und Eigenwertprobleme. 


Randwert6ii sicherlich nicht aus dem Dirichletschen Prinzip gewonnen 
werden kann^, fuhrten zu der allgemeinen tlberzeugung, da6 diese 
Betrachtungsweise von der Variationsrechnung aus ein Irrweg war, 
welcher vollig aufgegeben werden muBte. Die Folge dieser kritischen 
Ablehnung war eine hochst fruchtbare Entwicklung anderer Methoden, 
insbesondere des alternierenden Verfahrens von H. A. Schwarz und 
der Methode von C. Neumann, welche spater in die Integralgleichungs- 
theorie einmundete. Doch hat die subjektive Uberzeugungskraft der 
Riemannschen SchluBweisen imnier wieder zu dem Versuche einer 
stichhaltigen Begriindung angeregt. Es hat bis zum Jahre 1900 gedauert, 
ehe diese Bemuhungen Erfolg hatten. Im Jahre I 9 OO und 1901 ver- 
dffentlichte D. Hilbert zwei bahnbrechende Arbeiten liber das Dirichlet- 
sche Prinzip, in welchen die Ldsbarkeit der betreffenden Minimum- 
probieme fur einige einfache Falle auf ganz neuartigen Wegen direkt 
bewiesen wurde. Seitdem haben sich diese direkten Methoden zu einein 
Mittel entwickelt, welches an Tragweite alien anderen Methoden iiber- 
legen ist und ihnen an Einfachheit nicht nachsteht, welches iiberdies 
auch zu Zwecken numerischer Rechnung vielfach Verwendung gefunden 
hat. Das vorliegende Kapitel ist ein Versuch, mit diesen Methoden die 
Existenzbeweise fiir Randwert und Eigenwertprobleme in dem weitest- 
gehenden Umfange zu erbringen, in welchem sie in diesem Werke friiher 
aufgetreten sind. Im Hinblick auf die angestrebte Allgemeinheit miissen 
dabei hinsichtlich der Kiirze gewisse Opfer gebracht werden. Es sei 
jedoch darauf hingewiesen, daB bei Beschrankung auf 'den Spezialfall 
der Potentialgleichung sich sehr weitgehende Vereinfachungen auto- 
matisch ergeben^. 


1 Vgl. Bd. I, S. 155. 

2 Zur ausgedehnten'Literatur seiea nur die folgenden Abhandlungen erwilhnt: 
Weierstrass: Ober das sog, Dirichletsche Prinzip. Werke Bd. 2. Schwarz, H. A.: 
Ges. Abhandlungen Bd. 2, S. 133f. Neumann, C.: Sachsische Berichte, 187O und 
Vorlesungen tiber Riemanns Theorie der Abelschen Intergrale, S, 388 f. Leipzig 1 884. 

Hilbert: Uber das Dirichletsche Prinzip. Ges. Abhandlungen Bd, 3- 
Levi, B. : Sul Principio di Dirichlet, G. Fubini, II principio di minimo e i 
teoremi di esistenza per i problemi al contorno relativi alle equazione alle derivate 
parziali di ordini pari. Lebesgue : Sur le probltoe de Dirichlet. Alle drei in den 
Rendiconti del Circolo matematico die Palermo, Bd. 22 — 24- 

Zaremba, S.: Sur le principe du minimum, Krakauer Akademieberichte, 
Juli 1909. Ferner die Arbeiten von R. Courant seit 1912, zitiert in R. Courant: 
Dber direkte Methoden der Variationsrechnung und verwandte Fragen. Math. 
Ann. Bd. 97 (1927). tJber die Anwendung der Variationsrechnung usw. Acta Math. 
Bd. 49. Sowie: Neue Bemerkungen zum Dirichletschen Prinzip. Crelles Journ. 
Bd. 165 (1931). 

Die in diesem Kapitel entwickelte Theorie stellt eine Weiterftihrung friiherer 
Arbeiten des Verfassers dar; insbesondere wird ein Gedanke aus der letztgenannten 
Arbeit benutzt, welche sich auf die Randwertaufgabe der Potentialthcorie und 
auf die Existenzs^tze der geometrischen Funktionentheorie bezieht. 
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Das Verfahren dieser direkten Methoden verlauft allgemein folgender- 
maBen: Man geht ans von der Bemerkung, daB bei nnseren Minimnm- 
problemen von vornherein zwar nicht die Existenz eines Minimums, 
jedoch die einer nnteren Grenze d feststeht; daher gibt es eine Folge 
von Funktionen, welche im Variationsproblem zulassig sind nnd fur 
welche der Variationsausdruck gegen die untere Grenze d strebt. Wie wir 
schon (Band I, S. 157) gesehen haben, branch! eine solche 
folge'' keineswegs zu konvergieren; und wenn sie konvergiert, is! fiir 
die Grenzfunktion die Existenz von Ableitungen keineswegs evident. Es 
entsteht also nunmehr die Hauptaufgabe, ans einer Minimalfolge dutch 
passend zu findende konvergente Prozesse die Losung des Minimum- 
problemes zu gewinnen und dann zu zeigen, daB sie hinreichende Diffe- 
renzierbarkeitseigenschaften besitzt, um sie auch als Losung des Diffe- 
rentialgleichungsproblemes identifizieren zu konnen. 

Die tatsachliche Konstruktion von Minimalfolgen ist eine fiir prak- 
tisch numerische Zwecke wichtige Aufgabe, welche aber hier beiseite 
gelassen wird, da wir uns fiir den Ekistenzbeweis mit dem Hinweis auf 
die selbstverstandliche Existenz einer solchen Folge begniigen konnen. 
(Die Konstruktion von Minimalfolgen zwecks numerischer Berechnung 
ist ein wichtiges nach W. Rixz benanntes Verfahren. Siehe Bd. I, S. 149 
und die obengenannte Literatur, sowie Walther Ritz: Gesammelte 
Abhandlungen.) 

§ 1. Vorbereitungen. 

1. Das Dirichletsche Prinzip fiir den Kreis. Wir beginnen mit 
einer lehrreichen, wenn auch fiir das spatere nicht notigen Diskussion 
des Zusammenhangs von Randwertaufgabe der Potentialtheorie und 
Dirichletschem Minimumproblem fiir den Kreis (vgl. Bd. I, Kap. IV, § 2, 3) • 

Es sei im Einheitskreise B: + y^<\ der x, y-Ebene eine noch 
einschlieBlich des Randes C stetige Funktion g {x, y) gegeben, fiir welche 
in B die ersten Ableitungen g^ und gy stiickweise stetig sind^, und fiir 
welche das Dirichletsche Integral 

■D[g] = If + 

B 

existiei’t, was wir durch 

O [?] < 

ausdriicken wollen. Wir suchen nun die Losung der Randwertaufgabe, 
eine in B regulate Potentialfunktion u zu bestimmen, welche am Rande 
C dieselben Randwerte wie g anniramt. 

1 Eine Funktion heiBt wie friiher stiickweise stetig in einem Gebiet, wenn sie 
in jedem abgeschlossenen Teilbereich stetig ist, abgesehen von beliebigen Unstetig- 
keiten in einzelnen Punkten und Unstetigkeiten erster Art (SprUngen) Ikngs einer 
endlichen Anzahl von glatten Kurvenbbgen. Dabei heifit ein Kurvenbogen glatt, 
wenn er mittels eines Parameters t in Parameterform x=^x{t), y=:^y[t) mit stetig 
differenzierbarem x (t)iy {/) und dargestellt werden kann. 
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Sind r,‘& Polarkoordinaten, x = rcos‘&, y = und sind a„ und 

5„die Fourierschen Koeffizienten der Funktion g' = g(r,#), so ist die 
Losung gegeben durch die Poissonsche Formel 

(1) u{x,y) = u{f,'&) = 'iim 

n->-oo 

mit n 

U,, = ^ + ^ K COSV^ + sin vi) r\ 

«=:1 

Dabei ist die Konvergenz von gegen u gleichmaBig in jedem kon- 
zentrischen Kreise (vgl. Kap. IV, §2, S. 243, sowie S. 17). Wir bezeichnen 
nun als Dinchletsches PHnzip fur den Kreis den Satz: 

Fur die Losungen dieser Randwertaufgabe existiert das Integral 

D[u] 

und es ist 

D[u]^Dlg], 

wobd das Gleichheitszeichen nur fur g = u besteht. Mit anderen Worten, 
u kann in eindeutiger Weise als Losung des folgenden Variationsproblems 
gekennzeichnet werden; Unter alien in B-\-C stetigen Funktionen 95 
mit stiickweise stetigen ersten Ableitungen in B und mit denselben 
Randwerten wie g sollen diejenigen u gefunden werden, fiir welche 
D[<p\ einen moglichst kleinen Wert annimmt. 

Ein Hauptziel dieses Kapitels wird sein, ein entsprechendes Resultat 
fiir ein beliebiges Gebiet G zu gewinnen und ausgehend vom Variations- 
problem die Randwertaufgabe zu losen. In dieser Nummer jedoch 
woUen wir uns damit begnugen, unseren Satz zu beweisen unter Benutzung 
der Tatsachen, daJ3 wir in (1) die Losung des Randwertproblems fiir 
den Kreis B schon gefunden haben. 

Dabei ist die ausdriicklich gemachte Voraussetzung D [g] < 00 durch- 
aus wesentlich. Wir haben schon (Bd. I, S. 155) gesehen, dafi es sehr 
wohl stetige Funktionen g gibt, fiir welche die zugehdrige Randwert- 
aufgabe zwar durch die obige Funktion u gelost ist, fiir welche aber 
D [m] nicht existiert. 

Fur den Beweis liegt die folgende SchluBweise nahe: wir setzen 
g — u + v, wobei dann v am Rande verschwindet und erhalten mit der 
Bezeichnung 

=// {fxWx + fyy>y}‘^^^y 

B 

die Relation . 

D[g] = D [u] -b D [v] + 2D[u, v] . 

Wenn wir auf Grund der Greenschen Formel den Ausdruck D [u, v] 
umformen und wegen d « = 0 in B und = 0 am Rande C fiir ihn 
Null erhalten konnten, so ware unsere Behauptung unmittelbar bewiesen. 
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Jedoch ist diese SchluBweise nicht stichhaltig, weil wir weder die Existenz 
von D[u\ apriori kennen, noch die Greensche Fomel, ohne nahere 
Kenntnis des Verhaltens der Ableitungen von u am Rande auf den 
vollen Kreis anwenden durfen. 

Der Beweis kann jedoch unter Umgehung dieser Schwierigkeiten 
einfach folgendermaBen gefiihrt werden: Wir betrachten statt v, die 
Naherungsfunktion eine in der ganzen Ebene regulare Potential- 
funktion, deren Ableitungen somit auch auf C stetig sind. Wir setzen 
jetzt 

«« + !’« = ?■ 

Die Randwerte (1 , •&) sind dann orthogonal auf den Funktionen 
COSV&, sinv^ fiir rSw, 


weil die Randwerte yon u„ und g dieselben Fourierschen Koeffizienten 
a„ fur v^n besitzen. Nunmehr konnen wir die Greensche Formel 
fiir <p = u„ und y) = v„ auf den gesamten Kreis B anwenden. Beachten 

wir, dafi am Rande des Kreises die normale Ableitung von Un wieder 

eine lineare Kombination der obigen 2n + i trigonometrischen Funk- 
tionen und somit zu orthogonal ist, so folgt sofort 


D[Un,v„]=-~J J v„Au^dxdy + J v„ 


Sun 
dr ' 


' = 0 . 


Somit wird 


also 


D[g] = D [u„] +D[v„] + 2D [u„, v„] 
= D [m„] + D [j;„] , 

DK]mD\jg]. 


Es gilt also erst recht DR[u„]^D[g], wobei der Index R andeutet, 
daB das Integral li n ks nur iiber eine konzentrische Kreisflache Kr mit 
einem Radius i? < 1 erstreckt werden soil. Da in diesem Kreise die 
Ableitungen von gleichmaBig gegen die Ableitungen von u konver- 
gieren, so wird 

DRiii\^D[g] 

und daher fiir i? -»• 1 


wie behauptet wurde. 


D[u]^D\g], 


Die eindeutige Bestimmtheit der Losung u folgt nunmehr folgender- 
maBen: Ware u-\-v eine andere Losung des Minimumproblemes, so 
muB auch D[v] und 

£>[«.«»] = // (m* *'* + «y *'y) y 
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existieren (s. Nr. 3), uud mit jedein konstantem s ist u-\-ev eine zu- 
lassige Vergleichsfunktion in unserem Minimumproblem. Es ist daher 

D [u + EV] = D[u] + 2s D[u,v]+£^D[v] 

eine quadratische Funktion in e, welche auBer dem Minimum bei e = 0 
kein weiteres Minimum, insbesondere keines bei s = i haben kann, es 
sei denn, daB D [u, v] und Z) [u] = 0 sind. Da aus der letzten Gleichung 
V = 0 folgt, so ist unsere Behauptung bewiesen. 

Statt die so bewiesene Minimumeigenschaft fur den Kreis und ent- 
sprechend fiir Kugeln in mehreren Dimensionen zum Ausgangspunkt 
einer Behandlung allgemeiner Gebiete zu macheni, wollen wir eine 
wesentlich allgemeinere, nicht nur auf die Potentialgleichung beschrankte 
Methode entwickeln, welche von Losungen spezieller Randwertprobleme 
keinen Gebrauch macht. 

2. Allgemeine Problemstellungen. Im folgeifden wird es sich urn 
Randwertprobleme und Eigenwertprobleme elliptischer Differentialglei- 
chungen 2. Ordnung fiir offene Gebiete G mit dem Rand F handeln; 
dabei nehmen wir an, daB das Gebiet G beschrankt ist, d. h. ganz inner- 
halb eines Quadrates liegt (vgl. dagegen die Bemerkungin § 9, Nr. 5). 
Wir betrachten elliptische lineare Differentialausdriicke L[u] fur die 
Funktion u{x,y), welche als Eulksche Variationsausdriicke aus einem 
quadratischen Integral mit der Argumentfunktion <p {x, y) : 

J I ( 9 ^* "b 9’y) + + 9^^} dxdy 

a 

entstehen. Dabei sollen f, q, a, b stetige Funktionen in G + F sein; 
es moge q stetige Ableitungen 1. Ordnung, a,h stetige Ableitungen bis 
zur 2. Ordnung, p stetige Ableitungen bis zur 3 ■ Ordnung in G haben, 
und iiberdies^ 

(2) P>Q 

(3) q^O 

in G + F gelten. Femer machen wir in bezug auf den quadratischen 
Integranden die Definitheitsvorausseizmg: Es soil zum Gebiet G eine 
feste Konstante « geben, so daB mit beliebigen Parametern rj, ^ die 
Ungleichung 

I A(i,ri.!:)=p{i^ + 7)^) + 2aH + 2brjt + qC^ 

1 + 

an jeder Stelle von G + jTgdt. , 

Im Hinblick auf die im folgenden angestrebte AUgemeinheit ist es 
zweckmaBig, von vomherein noch eine Funktidn k einzufiihren, welche 
in G -j- Z" positiv und in G stetig differenzierbar ist. 

‘ Vgl. zu einer solchen Methode etwa Hurwixz-Courant: Funktionentheorie, 
.abschn. Ill, S. 4Slff. Berlin 1931. 
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Der Eulersche Differentialausdruck zum Variationsintegral E[<p] 
lautet dann 

2kL[u], 

wo 

(5) L [m] = j [{p + {/> Uy)y—q* u] 

und 

( 6 ) q* = q — a^—hy 

gesetzt ist. 

Es sei darauf hingewiesen, daB man auf Grund einer einfachen 
Transformation allgemein den Faktor p durch 1 ersetzen kann. Denn 
durch Einfiihrung einer neuen Argumentfunktion 

geht der Integrand von E [ 99 ] in einen analogen Integranden iiber, wobei 
an die SteUe des Faktors f der Faktor i tritt und ein Eulerscher Diffe- 
rentialausdruck fur _ 

entsteht, welcher — mit anderem q* — die Form 

hat. Hiervon werden wir spater in § 5 Gebrauch machen. 

Wir behandeln fur das Gebiet G Randwertprobleme, welche zu der 
Differentialgleichung 

( 7 ) L[u]=-f 

und Eigenwertprobleme, die zu der Eigenwertgleichung 

(8) £[m]-4-.^m = 0 

gehoren, wobei / eine in G + r stetige und in G sttickweise stetig diffe- ■ 
renzierbare Funktion sein soil. Als Randbedingungen werden wir die 
folgenden Typen betrachten. 

ErsU Randbedingung (Feste Randwerte). Die Randwerte von u auf F 
sollen vorgeschrieben sein in der Weise, dab mit einer in G -|- jT vor- 
gegebenen stetigen Funktion g die Funktion «— g in einer noch naher 
zu kennzeichnenden Weise am Rande verschwindet. 

Beim Eigenwertproblem sind die Randwerte Null vorgeschrieben. 
Die zweite und dritte Randbedingung, wie wir sie in Bd. I, Kap. V 
diskutiert haben, verlangt, daB eine vorgeschriebene Linearkombination 
zwischen u selbst und der Normalenableitung von u am Rande in einem 
noch naher zu bezeichnenden Sinn vorgeschrieben ist. 

Die sachgemaBe und prazise Formulierung der Randbedingungen 
bildet eine eigenturaliche Schwierigkeit. Wir haben schon in Kap. IV, 

§ 4,4 gesehen, daB man nicht fur jedes Gebiet G wirkliche Annahme der 
Randwerte in jedem Randpunkt erwarten darf. Noch weniger darf man 
im eigentlichen Sinn des Wortes die Ldsbarkeit von Randwertaufpben 
vrwarten, bei denen Normalableitungen der gesuchten Funktion in die 
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Randbedingnngen eingehen; abgesehen davon, da6 wir keineswegs die 
Existenz von Normalen auf dem Rand F voraussetzen woUen, ist die 
Existenz von Abieitungen der Losungsfunktionen u nnserer Differential- 
gleichung am Rande ein schwieriges Problem, das mir unter speziellen 
Voraussetznngen angreifbar ist nnd mit dem Kem unserer Fragestellung 
nichts zu tun hat. 

Wir warden im folgenden eine solche Formulierung unserer Rand- 
bedingungen geben, fiir welche die Randwertaufgabe in eindeutiger Weise 
und das Eigenwertproblem in voUstandiger Weise losbar sind. Dabei 
wild es moglich sein, fiir die ersten Randwertaufgaben die Ldsungen 
bei beliebigen offenen Gebieten G und sogar beliebigen offenen nicht 
notwendig zusammenhangenden Punktmengen durchzufiihren, wahrend 
fiir die Randbedingungen zweiter und dritter Art gewisse Einschran- 
kungen tiber das Gebiet G gemacht warden miissen. Wir werden diese 
Randbedingungen erst prazise formulieren, nachdem wir lineare Funk- 
tionenmannigfaltigkeiten eingefiihrt haben, fiir welche unsere Variations- 
integrale sinnvoll sind, und welche iiberhaupt dem folgenden Existenz- 
beweisen zugrunde gelegt werden. 

3 . Lineare Funktionenraume mit quadratischer Metrik^ Defi- 
nitionen. Wir betrachten folgende quadratischen Integralausdriicke mit 
den Argumentfunktionen ^{x,y) und f(x,y) 

Hl<p,y)] = // k(py)dxdy, H[<p] = Hl(p,(p ] , 

’G 

D[(p,tp]=^ ff p 4- (pyy)y) dxdy, D [9?] = Z) cp ] , 

G 

a(p%pg-\- af(px-\-h(pfy-\-bxp(py-\-qcpij}}dxdy, 

E[(p] = E [f, (p] , 

wobei die Koeffizienten p, a, b, q, k den schon in Nr. 2 genannten Be- 
dingungen geniigen: Sie alle sind stetig in G + F.q und k sind einnaal, 
a, b zweimal und p dreimal stetig differenzierbar in G. Femer sollen 
in G + r die Ungleichungen (2), (3), (4) aus Nr. 2 bestehen. 

Die Integrale sind im iiblfchen Sinne als uneigentliche Integrale zu 
verstehen, namlich als Grenzwerte der Integrale fiir abgeschlossene Teil- 
bereiche G„, wobei G„+^ das Gebiet G„ enthalt und jeder Punkt von G 
in einem G, liegt und wobei die betreffenden Integranden in jedem G„ 
einschlieDlich des Randes stiickweise stetig sind. Wir werden unsere Inte- 
grale fiir die folgenden Klassen ^ bzw. ® von Funktionen verwenden: 

Definition i. Alle in G stiickweise stetigen Funktionen q>(x, y), 
fur welche ^ 

iI[99]<oo 

ist, bilden den Funktionenraum Jp. 

‘ Fur eine vollstandige Entwicklung dieser Begriffe vgl. M. H. Stone: T 
Transformations in Hilbert Space. New York 1932. 
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Definition 2. AUe in G stetigen Funktionen (p{x,y) aus §.mit 
stiickweise stetigen ersten Ableitungen (p^, (py, fxir welche 

D [99] < 00 

ist, bilden den Funktionenraum S). — Es gilt: 

Satz i. Fur Funktionen (p des Raumes 3 ) existiert auch das Integral 
E [99], und es gilt mit festen Konstantenx, a, /S, welche nur von G abhdngen, 
eine Ungleichung der Form 

( 9 ) KD[<p]^E[(p'\^a.D [<p] +^H[<p]. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus unseren Voraussetzungen fiber a, 
b, q, k sowie aus der Ungleichung ( 4 ) und 

2 \a<p(p^+bq)q}y\^konst. {(p^ + (pl + pl}- 

Alle unsere Integralformen H, D, E haben ftir die Funktionen 99 {x, y) 
aus den Raumen 2), 2) Eigenschaften, die wir gemeinsam formulieren ' 
woUen. Bezeichnen wir diese Integralformen bzw. ihre Polarformen 
allgemein mit 

Q[(p] bzw. Q[%y}], 

so gilt 

(10) Q[<p]^o. 

Femer: 

Satz 2. Aus ^ [99] < 00 und Q[y)]<oo folgt die Existenz der Polar- 
form Q[(p,'ip\y und es ist 

Q[<p.y>] = QbP’9]- 

Satz 3* Mit (p und y) gehort auch jede linear e Kombination Xp + /if 
dem betreffenden Raume § bzw. 2 ) an, und es gilt 

(11) Q[^<p + iJ-y)] = A* + 2X/j,Q[<p, . 

Damit ist ausgedriickt: Die Raume $ bzw. ® sind Uneare Mannig- 
faltigkeiten, und Q ist in ihnen eine nichtnegative quadratische Form. 
SchlieBlich besteht die Schwarzsche Ungleichung 

( 12 ) 

und die aus ihr folgende Dreiecksungleichung 

(13) + 

Zum Beweise der obigen Aussagen bemerken wir, da6 sie ftir eclite 
Teilgebiete offensichtlich gelten — die Ungleichung (12) wegen der 
Definitheit von Q — , und daB dann die Existenz der gemischten Form 
Q[q>,f] durch Grenzlibergang aus der Identitat (11) und damit die 
Satze ftir das Gesamtgebiet folgen. 
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Wir fassen die Integralform Q als ,,meinsche Form*' im betreffenden 
Uneaten Raume auf, indem wir als yy Ah stand zwischen zwei Funktionen 
(p und ip im Sinne der Q-Metrik" den Ausdruck 

definieren. Fiir den Konvergenzbegriff auf Grand dieser Abstands- 
definition gelten einige auf der Hand liegenden Tatsachen: 

Es seien im folgenden C, 9 Funktionen des zur Form Q gehorigen 
Raumes § bzw. S und 9 " eine Folge solcher Funktionen. Dann gilt 
Satz 4. Aus der Relation 

(14)i Q[9'’—({f]^0 

bzw. 

( 14 ) 2 Q[9''—9]-^Q 

folgt die Beschranktheit der Ausdriicke Q\tp*] und die Relation 

(15) i 

bzw, 

(15) 2 

sowie 

( 16 ) i — ^[ 9^] ->0 

bzw. 

(16) 2 Q [ 9 '’] — Q [ 9 ]-^ 0 . 

Satz 5- Gilt 

(17) Qm-^0, 

so folgt fiir jede feste FunMion fiir welche Q [^] existiert, die Relation 

(18) <?[?>', C]-^0. 

Zum Beweise beachten wir, daU Gleichungen (15) eine unmittelbare 
Folge von (14) und der Dreiecksrelation sind. Halten wir v fest, so 
folgt sodann die !l^^hranktheit von und daher (I 6 ), indem wir 

mit Q [ 9 *] + y bzw. )/ ^[ 9 /] + [ 9 ] multiplizieren. — Satz 5 

ist eine unmittelbare Folge der Schwarzschen Ungleichung. 

Eine Funktionenfolge 9 " heiBt „stark" konvergent in sich im Sinne 
der Q-Metrik, wenn 

( 14)1 <2[95’'— 

gilt, ,, stark" konvergent gegen eine Funktion 9 , wenn 

( 14)2 Q[(f—(p ]^0 

gilt. 

Neben diesem Begriff der starken Konvergenz wird der der „schwachen 
Konvergenz" eine RoUe spielen. Im Sinne der Q-Metrik konvergiert die Funk- 
tionenfolge 9 * mit beschranktem Q [/J schwach in sich bzw. gegen 9 , wenn 
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(19) Q[<p''-r>C]--0 

bzw. 

(19)i Q[fX]--Q[9.^] 

gilt fur jede fesie Funktion 

Satz 5 besagt hiernach: Aus starker KonvergenzfolgischwacheKonvergenz, 
Neben dem Raume $ werden wir noch Teilraume^ von $ zu betrachten 
haben. 

Definition 3* Alle Funktionen g) aus welche in einem Rand- 
streifen des Bereiches G identisch verschwinden, bilden den Funktionen- 
raum 2). Dabei verstehen wir unter einem Randstreifen eine Punkt- 
menge aus G, zu welcher jedenfalls alle solchen Punkte gehoren, die vom 
Rand F einen Abstand kleiner als eine positive GroBe e besitzen. Wir 
sagen dann, der Randstreifen hat eine Breite kleiner als e. Die Funktionen 
(p aus 2) sind also solche Funktionen, zu welchen es ein positives e gibt, 
so da6 in alien Punkten, die vom Rande einen Abstand kleiner als e 
haben, cp identisch Null ist. 

Definition 4. Alle Funktionen (p aus 2), zu denen es eine Folge von 
Funktionen qf aus 2) mil 

H[(p^'-(p]^0, . 

D [93*' ““9?] 0 

gibt, bilden den Raum 2. Dieser Raum 2 entsteht somit dutch einen 
Proze/3 des ,,Abschlie/]ens*' aus 2)^. Offenbar gilt 

Satz 6. Eine Funktion <p aus 2 liegi in 2, wenn es eine Funktionen- 
folge (p^ aus 2 gibt, fur welche 

Es ist niitzlich, . noch die folgende Definition heranzuziehen. 
Definition 5. Alle stetig differenzierbaren Funktionen <p aus 2, 
welche in G stuckweise stetige zweiie Ableitungen besitzen, and fur welche 

L[<p] 

ZU !q gehort, bilden den Raum g®. 

^ Zur Definition dieser Raume und ihrer Verwendung fiir die Formulierung 
von Randbedingungen vgl. Friedrichs: Zur Spektraltheorie. Math. Ann. Bd. 109, 
S. 465 u. S. 685 . 

* Es sei darauf hingewiesen, daB die hier betrachteten lineaien Raume dutch 
vollstandiges AbschlieCen, statt durch AbschlieBen in 2, zu ,,Hilbertschen Rdumen*' 
werden. — Die Darstellung dieses Kapitels zeigt, daB es fiir den vorliegenden Zweck 
nicht erforderlich ist, im abgeschlossenen Hilbertschen Raum zu operieren, 

® Man kann auch einen Raum $ als Menge derjenigen Funktionen aus $ definieren, 
welche in einem Randstreifen identisch verschwinden. Durch AbschlieBen gelangt 

0 

man wie oben zu einem Raum Aufgabe: Man beweise, daB die Raume § und 
, 5 ) identisch sind. 

Coumnt ‘Hilbert, Mathemfttisrbe Physik 11. 
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VII. Losung der Rand- und Eigenwertprobleme. 


Man beachte die folgenden Ungleichungen. Durch einen angehangten 
Index f Oder k bzw. \ seien die betreffenden Ausdriicke D bzw. H 
mit den Funktionen p und k bzw. mit dem Faktor 1 bezeichnet. Gilt 
dann 

0<pi^sp~pi, 0 < ^0 — ^ ^ ^1 (^0’ konstant) , 

so ist 

(20) Po -Di [<p] = M = Pi A 

( 2 - 1 ) kc,Hj_[<p]^H!,[(p]SkiHi[<p']. 

Es folgt somit; DieFuftktionefifdutne ®, S, w.elche zu den Funktionen 
pundk gehoren, sind ideniisch mit den entsprechenden Funktionenrdumen, 
welcke zu anderen Funktionen p und k gehoren, speziell mit den Funktionen- 
rdumen zu den Funktionen p =■ \ und k — \. 

Femer; Aus Relationen 

folgen Relationen 

Dp W-t] 0- 0 

und umgekehrt. Es wird daher im allgemeinen nicht notwendig sein, 
bei solchen Relationen den Hinweis auf die Funktionen p und k explizit 
in der Bezeichnung , auszufuhren. Wohl aber werden wir gelegentlich 
durch einen Index den zugrunde gelegten Bereich G andeuten, indem 
wir Dg schreiben. 

4. Randbedingungen. Es ist nunmehr leicht, den Sinn der ersten 
Randbedingung: « — g = 0 am Rande sachgemaB zu prSzisieren. Wir 
formulieren sie als 

Erste Randbedingung: Die Funktion 
u — g gehort zu ij). 

Es wird sich zeigen, daB diese Bedingung schwach genug ist. um die 
Losbarkeit der Randwertaufgabe fiir einen beliebigen offenen Bereich G 
zu ermoglichen, und stark genug, um die eindeutige Bestimmtheit der 
Losung zu sichem. 

Bei den Randbedingungen zweiter und dritter Art werden wir die 
sachgeniaBe Formulierung erst in § 6 und 7 geben. Diese Randbedingungen 
werden sich cds naturliche Randbedingungen bei Variationsproblemen er- 
weisen, bei denen fur die Konkurrenzfunktionen apriori keine besonderen 
Randbedingungen gestellt sind. 

DaB es sich bei unserer obigen Bedingung: u—g gehdrt zu ® um 
eine wirkliche Ra^wZbedingung handelt, obwohl sie an sich auf das Gesamt- 
verhalten der Funktionen m in G Bezug nimmt, geht aus folgender 

Uberlegung hervor: Es sei m = v -f wobei C zu 2) gehort, d.h. in einem 
Randstreifen identisch verschwindet, und wobei also v mit u im Rand- 
streifen iibereinstimmt; dann erfiillt zugleich mit u auch v die Rand- 
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bedingung. Es gehort namlich v—g nach Satz 6 zu 2;, weil im Sinn 

o 

der D- iind H-Metrik durch die Funktionen 95 *' — f aus 2) approximiert 
wird, wenn die Funktion u durch die Funktion (p^ approximiert ist. 

Die Frage, ob aus der hier gestellten Randbedingung iiber die 
Annahme der Randwerte von u prazisere Aussagen foigen, wird im 
Zusammenhang unserer Theorie als ein Sonderproblem erscheinen, auf 
das wir in § 4 und § 9, 3 eingehen. 

§ 2, Die erste Randwertaufgabe. 

1 . Problemstellung. Wir wiederholen nochmals die ProblemsteUung 
des ersten Randwertproblems. Sie bezieht sich auf ein beschranktes 
offenes Gebiet G mit dem Rand F, auf eine gegebene Funktion g aus 
eine in G + J’ stetige und in G stiickweise stetig differenzierbare Funk- 
tion / aus § und den Differentialausdruck 

(1) L [u] = j [{-p + {p u^)y—q* u] 

mit 

( 2 ) q* = q—a^—by 
in G. 

Randwertproblem I. Gesucht ist eine Funktion u, welche zu % 

0 

gehort, filr welche u — gzu S) gehort, und fur welche in G 

(3) L[u]^^i 

ist. Im Spezialfcdl p ^ q-=: ^0 reduziert sich unser Problem auf 

die Randwertaufgabe fur 

( 4 ) Au^-f. 

Wir bemerken, daB unser Problem formal aquivalent mit einem 
Problem wird, in welchem von vornherein a=^h^0 und statt q 
gesetzt wird. Wegen der oben in § 1 gestellten Bedingung q^O ist 
jedoch das Problem in der hier gestellten Form etwas allgemeiner, weil 
nicht mehr notwendig ^ 0 zu sein braucht. — Urn unser Randwert- 
problem zu losen, betrachten wir 

Variationsproblem I. Gesucht ist eine Funktion q)-=u aus 2^, 
welche der Randbedingung 

(5) ' 9—Z in ® 

genUgt, und filr welche der V ariationsausdruck 

( 6 ) E[<p]-2H[f.<p] 
ein Minimum wird. 

Im Spezialfall p = \, a = b = q = 0 erhalten wir das klassische 
Dirichletsche V ariationsproblem 

D[^] = Min. 


mit der Randbedingung (5)- 
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VII. L6sung der Rand- nnd Eigenwertprobleme. 


2. Greensche Formel. Hauptungleichung zwischen D und Ein- 
deutigkeit. Unter Bezugnahme auf die in § 1 definierten linearen Raume 
laBt sich die Greensche Formel ohne Schwierigkeiten vom Rande her 

aussprechen: Wenn in ^ und tp in % liegt, so gilt 

( 7 ) E[<p,y)]= — H[L[g)ly)]. 

SpezieU wd fur ^ = ^ = 1, a = b = q = 0 

( 8 ) / f {(Pxfx + <PyVy}^xdy = —ffyiA(pdx(ly. 

Beweis: Wenn in S) liegt, so folgt diese Formel durch Produkt- 
integration in trivialer Weise. Indem wir nunmehr eine Folge von 
Funktionen Y ® betrachten, fiir welche 

(9) HIY—Y-^O, y]->-0 

gilt, gewinnen wir durch Grenzubergang (AbschlieBen) auf Grund von 
Satz 4 und Satz i von § t die Greensche Formel auch fiir beliebige Funk- 

a 

tionen ip aus %. 

Hauptungleichung I. Es gibt zum Gebiet G sine Konstants y, 

o 

so dafi fiir jede Funktion aus ® 


(to) H[(p]^yD[(p] 

pit. 

Beweis: Da wir durch AbschlieBen in unserer Ungleichung sofort 

• o 

nach Satz 4 aus § 1 von Funktionen Y ® zu Funktionen f in ® 
iibergehen konnen, so geniigt es, die Formel unter der Voraussetzung: 

^ in i) zu beweisen. Es genugt femer, wegen (20), (21) aus § 1, an- 
zunehmen, daB ^ = 1 ist. Nun sei Q ein Quadrat | zj < a, |y | <a, 
welches das Gebiet G enthalt. Wir setzen die Funktion q> stetig in das 
Quadrat Q fort, indem wir sie auBerhalb von G als identisch Null defi- 
nieren. Dann ist fiir jeden Punkt Xi, yi in Q infolge der Schwarzschen 
Ungleichung 




j f Ax, yTfjdx ^2 cl fYAx,yi]dx. 


Also ist Bach Integration bezuglich des Punktes iiber das ganze 
Quadrat 

H[(p] =Hq[(p]^4c(.^J j = 4oc^/)[9?]. 

Q 


Dies aber ist unsere Behauptung mit y = 4a^- 
Wir beweisen nun: 

Satz 1. Eindeutigkeitssatz. Dm Randwertfrobkm I kmn 
hochstens eine Losung hahen. 
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Beweis: Die Differenz von zwei Losungen ware eine Funktion u, 

o 

welche in 5) liegt und furwelchel. [u] = 0 ist. Aus derGreenschen Formel 
folgt 

F[«] = 0, 

also wegen E[u]^xD [u] [vgl. (9) § I] auch 

£>[«] = 0 , 

somit aus unserer Hauptungleichung (10) 

H[u] = Q\ 

also ist wegen der Stetigkeit von u notwendigerweise u identisch Null. 

Fiir das folgende brauchen wir noch die Ungleichung: Fur alle (p 

0 

aus ® und / aus besteht mit den friiher (S. 470 bzw. 484) definierten 
Konstanten « und y die Abschatzung 

( 11 ) 

Denn es gilt zunachst 

und, auf Grund der Hauptungleichung I und der Ungleichung (9) § 1, 

und damit (11). Aus dieser Abschatzung und F [ 95)^0 ergibt sich 
unmittelbar 

Satz 2 . Das VariationsfrohUm I ist sinnvoU, d. h. der Ausdrmk 

0 

E [9?] — 2H [f, <p] hat eine untere endliche Grenze fur <p in ®. 

Femer gilt: 

Satz 3- Die Losung der Randwertaufga.be I ist zugleich auch die 
Losung des MinimumproUems I. 

Beweis : Ist u die Losung der Randwertaufgabe, 93 = m 4 - C irgendeine 

e 

andere zulassige Funktion, d. h. gehort C zu 5), so wird wegen der Green- 
schen Formel (7), 

E[u,C]=ff[f,C]. 

und wir erhalten unmittelbar 

E[u + C]-2H[f,u + C]^E[u]-2Hlf,u] + E[C] 

^E[u]-2H[f.u]. 

wobei Gleichheit nur fiir C = 0 bestehen kann. 

Unsere Aufgabe ist nunmehr umgekehrt, das Variationsproblem 
direkt zu I6sen und damit die Existenz der Losung der Randwertaufgabe 
zu gewinnen. Entscheidend hierfhx ist der Begriff der Minimalfolge. 



486 


VII. L5sung der Rand- und Eigen wertprobleme. 


3 . Minimalfolgen und Losung des Randwertproblems. 1 st d die 
untere Grenze des Variationsdruckes E[(p] — 2 H [/, (p] mit den gegebenen 
Bedingungen, so definieren wir als Minimalfolge eine Folge von Funk- 

tionen aus 5), fiir welche 

gilt. Die Existenz solcher Minimalfolgen ist evident. Keineswegs evident 
jedoch ist es, wie man aus einer solchen Minimalfolge durch Grenz- 
iibergange die gesuchte Losung gewinnen kann. 

Wie wir schon aus Ed. I, Kap. IV, § 2, 4 wissen, ist nicht zu erwarten, 
daB die Minimalfolge im gewphnlichen Sinne gegen eine Grenzfunktion 
konvergiert, und selbst wenn solche Konvergenz besteht, bleibt durch- 
aus noch die Aufgabe, die Grenzfunktion als Losung zu identifizieren. 

Die Grundlage fiir die Dberwindung dieser Schwierigkeiten ist nun 
folgende Fundamentaltatsache, welche hier an Stelle der iiblichen 
Variationsbedingung fiir das Verschwinden der ersten Variation tritt. 

Satz 4 - Bedeutet q)’ eine Minimalfolge und, irgendeine Folge von 
FunUionen aus fiir welche vermoge 

gkichmdfiig beschrmkt bleibt, so gilt 

(12) E[f,^]-H[f.^]^ 0 . 

Beweis; Fiir die nicht negativen GroBen a„ = d„~d gilt O^cr,. -»-0. 
Femer ist fiir jeden Wert des Parameters e 

£ [ 9 ,- + 6 ^] _ 2 H [/, 9?” + S C] srf. 

also 

wobei 

gesetzt ist. Also gilt erst recht 

<r, + 2ea„ + ^0. 

Nunmehr wShlen wir bei gegebenem e den Index v = v(e) so groB, 
daB a„<^M gilt und wahlen das Vorzeichen von e so, daB s a„ .3: 0 
ist. Dann wird 

also 

|a,|^M |e| , 

womit unser Satz bewiesen ist, da e behebig klein gewslhlt Werden kann. 

Wir bemerken, daB auf Grund der Ungleichung (11) fiir eine Minimal- 
folge die GroBen E[(p^] beschrankt bleiben und ebenso die GrSflen 
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E wie man aus der Dreiecksungleichung ]/£[?)’' — 

j/-^ [?’’’] + [?’''] erkennt. Infolgedessen kann man t’ = <f — 9’'' in 

(12) einsetzen, wobei jj, mit v gegen oo strebt. Somit ergibt sich 

E [cp'’, — 0 

und ebenso, nach Vertauschung von [i und v, 

E [<pf\ (p'’—<p>^] — H [/, 

in dem Sinn, daB beide Ausdriicke auf der linken Seite beliebig klein 
werden, wenn nur v und //. hinreichend groB gewahlt sind. Es folgt also 
nach Subtraktion E[(f — und unter Beriicksichtigung von (9) 

§ 1 und der Hauptungleichung I der folgende 

Satz 5 - Fur jede Minimalfolge cp'’ unseres VariationsfroUems gelten 
die Relationen 

( 13 ) E[<p''—<p>']-^ 0 . 

( 14 ) D[(f — qf]-yO, 

( 15 ) H[<f—(p^]-^ 0 . 

Die Relationen (12), (13), ( 14 ), ( 15 ) erweisen sich nunmehr als aus- 
reichend zur Konstruktion einer Grenzfunktion u und zum Nachweis 
aller Eigenschaften, welche sie als Ldsung charakterisieren. Die Durch- 
fvihrung beruht auf Schliissen allgemeinen Charakters, welche nicht von 
den Randbedingungen abhangen, und welche in gleicher Weise fiir Rand- 
und Eigenwertprobleme und bei alien Randbedingungen verwendbar 
sind. Diese Uberlegungen werden in § 5 gegeben; sie fiihren zu den 
dort ausgesprochenen Satzen 1 und 2, aus denen sich fiir den vor- 
liegenden Fall sofort ergibt: 

o 

Es gibt eine Funktion u aus 3 ) und welche der Differentialgleichung 

![«]=-/ 

geniigt, und fiir welche 

( 16 ) F[<p'’ — m] 0, -13 [y* — w] ->■ 0, Fi{(p'' — m] ->■ 0 

gilt. 

Da nun aus (16) unmittelbar 

£>[(«?’'-?)- («-g)]-^0, H[(f-g)-(u-g )]-^0 

folgt, ergibt sich aus Satz 6, § 1 unmittelbar, daB auch « — g in liegt. 
Femer folgt mit Riicksicht auf § 1, Satz 4 aus -(16) 

D[u]=d. 

Also lost « anch das Variationsproblem I. 

Das Variaiionsfroblem I ebenso wie das Randwertproblem I besitzt 
also eine eindeutig bestimmte Losung, wie behauptet war. 
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VII. Losung der Rand- und Eigenwertprobleme. 


§ 3. Das Eigenwertproblem bei verschwindenden 
Randwerten. 

1. Integralungleichungen. Zur Losung des zura Differentialausdruck 
L [m] gehorigen Eigenwertproblems brauchen wir weitere Integral- 
ungleichungen zwischen dem D- und dem Jil-Integral. 

Ungleichungll (Poincar^scheUngleichungfiirein Quadrat). 
Es sei G = Q ein Quadrat der Seitenldnge s. Es sei (p eine Funkiion aus 
Dq. Dann gilt die Ungleichung 

Dabei ist eine ohere Schrmke fiir k, eine untere fiir p in Q. 
Aus (1) folgt sofort 

(la) Jk(pdxdy^ + ^^s^DQ[(p]. 

Es sei darauf hingewiesen, daB diese Ungleichung keinerlei Rand- 
bedingungen fiir cp voraussetzt^. 

Beweis: Es sei Q etwa das Quadrat 

0<x<s, 0<y<s. 

Aus der Identitat 

.ra 

yz)— ?>(%, yi) = / g>x{x, yz)dx + j (Py[x^, y)dy 

fiir zwei Punkte x^, und x^, aus Q folgt mit Hilfe der Schwarzschen 
Ungleichung 

{ ?> (^ 2 . y 2 ) — 9 {Xi, yi) }^^2sJ<pl{x,yi)dx + 2s fep^ {x^, y)dy. 

0 0 

Multiplizieren wir mit A und integrieren wir nach alien vier Variablen 
Xv x^, 3 / 1 , y^ zwischen den Grenzen 0 und s, so ergibt sich links 

2jj kdxdyH\(p\ — 2^f J ktpdxdy^ 
und rechts ein Ausdruck nicht groBer als 

woraus die Poincaresche Ungleichung sofort folgt. 

In der Poincar6schen Ungleichung ist bemerkenswert, dafi der Faktor 
des D-Integrals proportional dem Flacheninhalt des Quadrats wird, 
also mit diesem Flacheninhalt gegen Null strebt* 

1 Die Poincaresche Ungleichung (Rend. Circ. Mat. Palermo 1894) drackt ein- 
fach die Tatsache aus, daB fiir ein Quadrat der zweite Eigenwert der Differential- 
gleichung {p Ux)x + (puy)y + Iku ^ 0 mit der Randbedingung des Verschwindens 
der Normalenableitungen positiv ist. Vgl. auch § 6 und § 7. 
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Von diesen Bemerkungen machen wir Gebrauch, um den folgenden 
Satz zu beweisen. 

Satz 1. (Friedrichssche Ungleichung^.) Fiir ein heschrdnktes 
Gebiet G giht es zu jedem posiiiven e eine ganze Zahl N und ,,Koordinaten~ 

funkiionen'' wy aus §, so dafi fur jede Funktion (p aus ® die 

gleichung'' ^ 

(2) if 2 [(p^ 0) J + £ 5 [(p] 

gilt 

Wir brauchen gemaB unserer schon mehrfach durchgefiihrten SchluB- 
weise die Ungleichung nur fur die Funktionen tp aus S) zu beweisen, 

o 

und konnen dann unmittelbar durch AbschlieBen zu ® ubergehen. Es 
sei wiederum Q ein Quadrat der Seitenlange s, welches G umschlieBt, 
eingeteilt in kongruente Quadrate Qi,Q^, wobei ein 

Quadrat der Seitenlange ^ ist. Die betrachtete Funktion cp aus 

2) sei auBerhalb G als identisch Null in Q fortgesetzt. Nunmehr wenden 
wir die Poincaresche Ungleichung auf die samtlichen Quadrate an, 
addieren und erhalten ^ 

;,»i 

Definieren wir nunmehr die Funktion als identisch Null auBerhalb 
G und auBerhalb Qx und als — in Qx , so folgt sof ort wegen Dq {q>] = 
D[ 9 j] unsere Behauptung. ^ ^ 

Aus der Ungleichung (2) ergibt sich sehr einfach der folgende von 
F.- Rellich 2 herriihrende 

Satz 2. (Rellichscher Auswahlsatz.) Es sei (p" eine Funktionen- 

0 

folge aus S, fur welche D [qp'] uni H [y’’] vermoge 

gleichmdfiig heschr&nkt sini. Dann existiert eine Teilfolge von Funktionen 
(jf, so ia^ fiir diese Folge 

tiUK 

* Diese Ungleichung wurde anscheinend zuerst von K. Friedrichs eingefiihrt 
zur handlichen Formulierung der VoUstetigkeit der Form H in bezug auf die 
Mafiform D (vgl. Math. Ann. Bd. 109, S. 486). Zum Begriffe der VoUstetigkeit vgl. 
Encyclopadieartikel Helunger u. Toeplitz: Encyclopadie der math. Wiss. 
Bd. II.C. 13. 

> Vgl. Retlich: G6tt. Nachr, 1930, sowie auch Bd. I, S. 359- 
® Wir werden in § 8 zeigen, daB die hier geforderte Besohrankung von <f 

auf I) statt auf ® nicht ndtig ist, falls wir far das Gebiet G gewisse einschrankende 
Voraussetzungen machen. 


+ ^0 • 
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Zum Beweis beachten wir, dafi wegen der Dreiecksungleichung 

gilt. Wir wahlen nunmehr eine ganze Zahl I und definieren Funktionen 
ft), = ft),, i mit e = y gemaB dem obigen Satz 1 . 

Sodann bestimmen wir zu jeder Zahl I eine Teilfolge der Funktionen 
<f, genannt welche in der Folge fiir den Index l—\ enthalten ist 
und folgende Eigenschaft hat; Die endlich vielen Zahlenfolgen H [qf, 
mit A = 1 , L konvergieren fiir diese Teilfolgen (p” = q-jj. Es gilt also 
fiir diese Folgen 

— 95", ft);,,j]-)-0, A = i, .... L', /u,v-^cx>. 

Man kann somit fiir diese Teilfolge die Indices /i, v so groB wahlen, daO 

\I I A 

ist . Auf Grand unserer Ungleichung (2) wird somit wegen D [9)*' — 

H [(p" — qf-] ^ 5 A . 

-1 

Da nun e — — beliebig klein wird, wenn I die Reihe der ganzen Zahlen 

durchlauft, so ergibt sich in bekannter Weise durch Auswahl der 
Diagonalfolge 9?;,/ entsprechend zu Bd. I, Kap. II, § 2 die Behauptung. 

2. Das erste Eigenwertproblem. Wir gehen aus von dem 
Eigen wertproblem II: Gesucht ist eine Zahl A, zu der es eine 

0 

Funktion u aus ® gibt, welche zu ^ gehort, und fur welche 

(3) L \u\ Xu ^ 0 
gilt, 

Zu seiner Losung betrachten wir das 

Variationsproblem IL Unter alien Funktionen <p aus 5), welche 
der Nehenbedingung 

(4) 

genugen, ist eine solche gesucht, fur welche 

E[<p] 

einen mdglichst kleinen Wert X besitzt, 

. Wir wollen zeigen, dajB dieses Variationsproblem eine Losung u besitzt, 
welche gleichzeitig das Eigenwertproblem II lost. 

Zunachst beachten wir, daB das Variationsproblem sinnvoU ist, da 
sicherlich unter den angegebenen Bedingungen eine positive untere 
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Grenze X fiir E [<p] existiert, oder was auf dasselbe hinauslauft, ftir 
den Quotienten 

E[<p] 

H[<p] 

ohne die Nebenbedingung (4). 

Daher existiert eine Minimalfolge 

<p^, q>^, .... q)\ ... , 

fiir welche 

(5) = 

und 

( 6 ) Em-^X 

gilt. Bedeutet C" eine Folge von Funktionen aus %, so gilt sicherlich 
mit einem beliebigen Parameter s 

E[<pv + e M ^ , 

nnd daher 

E [(p^ -XH[<p^] + 2sx, + e^E[n-^H[C’]}^0 

mit 

OL, = E[g,\V)]-^H[<p\C^]. 

Besteht mit einer festen Konstanten M fiir alle die Schranke 

( 7 ) E[n^M, 

so folgt hieraus genau nach dem Muster des Beweises von Satz 4, § 2 
der folgende 

0 

Satz 3- FUr jede Folge von Funktionen ^ aus 5), die der Relation (7) 
geniigen, gilt 

( 8 ) E[f,C^-XH[<f.C]-^0. 

Waiter ergibt sich genau nach dem Muster ^on § 2, daC fiir jede 
Minimalfolge 95” unseres Variationsproblems II die Relation 

(9) E[<f—(p^^]-XH[<p'’-(p^]-rO 

besteht. Nach dem Auswahlsatz 2 und § 1 Satz 1, laBt sich andererseits 
eine Teilfolge 95' so wahlen, daB fiir sie FT [95'— 95'*] -vO gilt. 

Wegen (9) gewinnen wir somit den 

Satz 4, Es gilt zum V ariationsproblem 11 eine Minimalfolge 9?”, so daji 


(10) 

1 

1 i 

4 

0 

(11) 

0 

t 

! 

(12) 


gilt 
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Wir stiitzen uns nun wieder auf die in § 5 bewiesenen Satze 1 und 2, 
indem wir dort q — Xk statt q und / = 0 setzen. Auf Grund von (8), 
(10), (11), (12) gibt es also eine Funktion u aus die zweimal stetig 
differenzierbar ist, der Eigenwertgleichung (3) geniigt, und fiir welche 

( 13 ) E{cp^-u]->0, 

gilt. Aus diesen Relationen geht nach Satz 6, § 1 hervor, daB u im ein- 
geschrankten Raum $ liegt, da die qf in ® liegen. Also lost u das Etgen- 
wertproblem IL 

Da femer aus ( 13 ) nach Satz 4, § 1 

E[f]^E[ul H[(pn^H[u] 

folgt, so ist 

E[u]=X, H[u]==i, 

Die Funktion u lost also auch das Minimumproblem II . 

Beilaufig merken wir die fiir alle C aus $ giiltige Relation 

(14) E[u, C] — XH[u, C] = 0 
an, welche aus (8) vermdge ( 13 ) folgt. 

3, Hohere Eigenwerte und -Funktionen. Vollstandigkeit. Um die 
weiteren Eigenwerte und Eigenfunktionen zu erhalten, sowie sodann die 
Vollstandigkeit des gewonnenen Systems zu beweisen, wiederholen und 
erganzen wir das schon in Bd. I , Kap. VI angewandte Verfahren, 
Wir bezeichnen den eben gewonnenen ersten Eigenwert mit Xi, die zu- 
gehorige erste Eigenfunktion mit % und konstruieren nun den zweiten 
Eigenwert X^ und die zweite Eigenfunktion Wg als Losung des folgenden 
Variationsproblems : 

a 

Variationsproblem Ilg. Unter alien Funktionen (p aus 5), welche 
der quadratischen Nehenhedingung 

(4) H[<p] = \ 

sowie der linearen Nebenbedingung 

(15) H[9>,«i] = 0 

genugen, ist eine solche gesucht, fiir welche der Ausdruck 

E[<p-] 

einen mogUchst kleinen Wert besitzt, 

1st Aj die untere Grenze von E\^] unter den Bedingungen (4), (15)" 
(j^, <p’‘, .... ... eine Minimalfolge, so folgt wortlich wie in Nr. 2 fiir jede 

Funktionenfolge aus welche noch der Bedingung 

(16) = 0 
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geniigt, und fiir welche mit festem M 
(17) 

gilt, das Bestehen der Variationsgleichung 

(^8) 

Wir erkennen nun, da 6 fiir das Bestehen dieser Gleidhung die Bedingung 
(16) nicht notig ist. Bedeutet namlich irgendeine Folge von Funk- 

o 

tionen aus ® mit gemeinsamer Schranke fiir F[C"], so bestimtaen wir 
Zahlen r, aus 

a [«i. C"] + T, = 0 
und erhhlten so Funktionen 

??’’ = r + TV«i, 

fiir welche E [rf] gleichmaBig beschrankt ist, und welche (16) be- 
friedigen. Somit ist 

E [f, r] - 12 if w, ri -Tv {£ [f. [9’^ Ml]} ^ 0 . 

Nun ist nach Voraussetzung H [(p'’, %] = 0, also gilt E [(f, %] = 0, wie 
aus der Relation (14) fur « = = 9 ’' folgt. Somit besteht 

( 19 ) E [( p \^]~- X ^ H [< p \!^]-^0 

e 

fur jede Funktionenfolge ^ aus % mit beschranktem E[i^]. Diese 
Relation stimmt aber mit dbr Relation (8) iiberein, aus der wir mit 
Hilfe des Rellichschen Auswahlsatzes und der Satze 1 und 2 von § 5 
die Existenz von Und % geschlossen haben. Somit folgt genau in 
derselben Weise die Existenz eines zweiten Eigenwertes Aj und einer 

zugehorigen Eigenfunktion Wg aus ® und g mit 

(20) L [mj] -j- A 2 = 0 
und mit 

( 21 ) E [wj] == Aj, H [mj] — 1 , H [Wj, Mj] = 0 

(22) E [«2, C] = A 2 J? [«2, C] fur C in ® . 

In entsprechender Weise ergibt sich: 

Satz 5 . Bs gibt eine unendliche Folge von Eigenwerten und Eigen- 
funUionen A„ und ds Losungen des Eigenwertprobkms IL Sie sind 
rehursiv Losungen der Variationsfrobleme: eine Funktion <p = u„ aus 

® zu suchen, fiir die 

. E[<p] 

ein Minimum ist, unter den Nebenbedingungen 

H[(p] = \', H[(p,Uil j = l,2....»-1. 
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Es gelten die Relationen 

imd die Orthogonalitdtsrelationen 

( 23 ) 

Wir beweisen ferner folgende Satze. 

Satz 6. MU wachsendem n streht gegen Unendlich. 

Beweis (vgl. Bd. I, Kap. VI, §2,2). Anderenfalls waren die Werte 
D [Uj^] fiir eine anendliche Folge von Werten n beschrankt, zugleich mit 
= Wir kdnnten also nach dem Satze 2 von Rellich eine 
Teilfolge answahlen, fiir welcKe 

gelten* wiirde. Wegen (23) haben wir aber 

H \u^ — = H [w„] 4* H [^,„] — 2H = 2 , 

nnd dieser Widerspruch widerlegt die Annahme, daB nicht liber alle 
Grenzen wachst. 

Nunmehr gilt 

Satz 7. (Vollstandigkeitssatz.) Fur jede Funktion (p am ® he- 

stehm mit ___ _ 

= (pi 

n 

J = 1 

die V ollstdndigkeitsrelationen 

(24) E[y)„]-^0 

(25) £^-*-0 
hzw, die dquivalenten Relationen 

( 26 ) H[<p] = lc^„ 

»t = l 
00 

(27) E[<p]~'^ 

»=i ■ 

Beweis; Fiir die Funktionen % gilt H[y)„,Uj] =0 fiir jsin. Somit 
ist wegen der Minimnmeigenschaft von 

( 28 ) E [y)^] [y )^] . 

Mit Riicksicht auf (23) gilt 

(29) H[v,]=:H[<p]-icf 

/srl 


( 30 ) 
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woraus die Konvergenz der unendlichen Reihen in (26), (27) und 

E[yj„]s:E[(p] 

folgt. I-Tieraus und aus (28) folgt 

An -|- 1 

also II[y)n ]->0 wegen Satz 6. Damit folgt wegen (29) sofort auch (26). 
Wegen 

E [ip„ ~ %„] = cf, E — f^] = cf 

j~n j =n 

und der Konvergenz der Reihen in (26), (27) folgt 

( 31 ) E[ip„—f^]->0. 

Aus folgt (Satz 5, § 1) 

(32) 

mit jedem ^ aus Indem wir uns auf den im § 5 bewiesenen Satz 2 
stiitzen, schlieBen wir aus (31) und (32) die Relation (25) und damit 
wegen (30) auch (27), womit der VoUstandigkeitssatz bewiesen ist. 


§ 4, Annahme der Randwerte bei zwei unabhangigen 

Veranderlichen. 

Im Falle von zwei unabhangigen Veranderlichen^ x und y konnen 


wir sehr viel scharfere Aussagen uber die Annahme 

der Randwerte 

machen, als in unserer Formulierung; u — g 

0 

bzw. u soil in 2) liegen. Wir konnen nam- 
lich im Falle von zwei Dimensionen aus dieser 


^lo 

\ 

Bedingung den SchluB ziehen, daB «— g bzw. u 
wirklich die Randwerte Null annehmen, wenn 

j/ 


der Punkt x, y in G gegen einen Randpunkt / 


T 

auf F strebt. A. 


Wir mtissen dabei iiber die betrachteten 



Randpunkte noch einschrankende Voraus- 

Abb. ’S3. 


setzungen machen; z. B. diirfen wir fiir iso- 



lierte Randpunkte die Annahme vorgeschriebener Randwerte nicht er- 
warten, da es sich hier um „hebbare‘' Singularitaten handelt. Wir 
nehmen ptssk = \ an, beschranken uns also auf den Differentialaus- 
druck A(p — q*(p. Nunmehr formulieren wir den folgenden Satz, der 

0 

sich allgemein auf Funktionen (p bezieht, welche in 5) und 5 liegen, 
fiir welche also zJf zu .§ gehort. 

Satz. Es set eine abgeschlossene Menge von Randpunkten, derart, dafi' 
jeder Kreis um einen Punkt von Fq mit hinreichend kleinem Radius diese 

* Hinsichtlich cler ganz anders liegenden Verhaltnisse bei mehr als zwei un- 
abhftngigen Veranderlichen sei nochmals auf die Bemerkungen in Kap. IV, S. 273 
und auf die auf S. 28S zitierten Rcsultate von N. WtENER verwiesen. 
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Punktmenge Fq in mindestens einem Punkte trifft — es sei also etwa F^ 
ein stetiger Kurvenbogen, Es sei (p eine Funktion aus S', g eine in G -{- F 

sietige Funktion aus S), und es liege <p — g in Dann strebt cp — g gegen 
Null, wenn der Punkt x, y in G gegen einen inneren Punkt der Punkt- 
menge Fq strebt. Innerer Punkt von Fq heijit dabei ein solcher Punkt auf 
Fqj der von der komplemenidren Randpunkintenge F — Fq einen positiven 
Absfand hat. 

Insbesondere hat also bei der Randwertaufgabe von 
A u — q'^u^—f 

und beim Eigenwertproblem fiir 

Au--q^u + Au^O 

die Losung u langs Fq tatsachlich die Randwerte g bzw. Null. 

Es sei P ein Punkt in G, der den Abstand 2 h vom Rande F hat ; 
es sei R ein Punkt auf F mit dem Abstand Pi? = 2 A. Wir nehmen an, 
P liege einem inneren Punkte von Fq so nahe, daB RzmFq gehdrt. Wir 
betrachten die Kreisscheibe vom Radius h um P. Dieser Kreis liegt 
ganz in G. Endlich definieren wir einen Bereich S 3 ^ als den Durchschnitt 
des Gebietes G und des Kreises um den Randpunkt R mit dem Radius 
yh. Der Abstand h sei so klein, daB alle Kreise mit dem Radius 
r:^yh um den Randpunkt R die Randpunktmenge Fq treffen. 

Nach dieser Konstruktion fiihren wir den Beweis in mehreren 
Schritten. 

o 

Hilfssatz Wenn y zu ® gehort, so gilt 

it/ 

K„ 

mit numerisch kpnstantem C = 36 jr*. 

Da die rechte Seite wegen der vorausgesetzten Existenz von D[^] 
mit h ^egen Null strebt, so folgt hieraus, dafi der Mittelwert der Funktion 
ip iiber K, ebenfalls mit h gegen Null strebt. 

Es geniigt wiederum, den Hilfssatz unter der Voraussetzung zu be- 
weisen, dafi y zu ® gehdrt, well man durch Abschliefien von solchen 

o 

Funktionen sofort zu beliebigen Funktionen aus ® iibergehen kann. 
Cr sei der in S 3 * liegende Bogen eines Kreises mit dem Radius r:r£jh 
um R, der nach Annahme Fq trifft. Es seien r und '& Polarkoordinaten 
um R. 1st nun A irgendein Punkt auf C, und AAq ein Kreisbogen auf 
CV, wobei Ao auf Fo liegt, so gilt fiir eine Funktion ip aus 53 wegen 

ip (^ 0 ) =0 ^ 

WiA) =^f{A)-^ip{Aa) =J^ip^d^, 

wobei das Integral rechts fiber den Kreisbogen AAq erstreckt wird. 
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Die Schwarzsche Ungleichung liefert 

y)^{A)^2n j y)\d'd'» 

Cr 

Integrieren wir nunmehr beziiglich A liber den Bogen nach-i 9 ‘, so 
erhalten wir ^ « r o , ^ 

Cr Cr 

und nach Integration beziiglich r zwischen 0 und 3 A 

J J y)^dxdy^An^ j J y>lrdrd'&^'} 67 t^ Dssnbp]- 

Ssh S3 ft 

Nun ist auf Grund der Schwarzschen Ungleichung 

fk jh M 

Kh 

und somit folgt unser Hilfssatz 1 mit der Konstanten C = }67t^, 
Hilfssatz 2. Wenn <p zu % gehort, also ZI9? in § liegt, so gilt 

k/ 

Wir werden diese Ungleichung als Formel (i 5 ) in § 5 in FuBnote 
S. 500 ableiten. 

Hilfssatz 3. Es'gilt fiir jede in G + jT' stetige Funktion g 

n= S(P) — kf ! 

Kh 

Diese letzte Tatsache ist eine unmittelbare Folge der Stetigkeit von g, 
Nunmehr wenden wir Hilfssatz 1 auf f=:(p--g an. Dann ergibt 
sich in Verbindung mit Hilfssatz 2 und 3 

9(P)-g(P)|s Jcpdxdy + g{P) — ^j J gdxdy + 

Kh Kh 

+ .^-^Ify^dxdy 

Kh 

7'. Cl }fi Hk„ f ] + n + i/c ^ss u [y] • 

Da alle drei Terme der rechten Seite mit h gegen Null streben, ist der 
Satz dieses § 4 bewiesen. 


§ 5. Konstruktion der Grenzfunktionen 
und Konvergenzeigenschaften der Integrate My D, M. 

1 . Kdnstmktion der Grenzfunktionen. Die Ldsungen « der in den 
§ 2 und § 3 behandelten Probleme some der spater § 6, § 7 zu behandelnden 
Probleme bei anderen Randbedingungen lassen sich auf Grand zweier 
allgemeiner S&tze konstruieren. 

Buyiik It 33 
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Wir beweisen^ in diesem Abschnitt den folgenden 
Satz 1 . Es sei f in G-\-r stetig und in G stuckweise stetig differen- 
zierhat, und ss ssi tp" sins Folgs von Funktionsn uus dsm Rdume 
welche den' Bedingungen 
(1) 

( 2 ) 

(3) E[f-(p>‘]-^0 
genugt und fun welche die Relation 

(4) 

besieht wit jeder Folgs von Funktionsn ^ aus ®, fuf die £[C’’] vermoge 

(5) E[C]^M 

gleichmafiig beschrdnkt ist. Dann gibt ss sins in G zweimal stetig diffe- 
renzierbare Funktion u, welche der Differentialgleichung 


( 6 ) ![«]=-/ 

genugt, und welche wit jeder Funktion ^ aus § und fur ledes aigeschlossene 
Teilgehiet G' von G die Limesrelation 

(7) Ho,[(f—u,C]-^0 
erfullt. 

Wir stellen zunachst fest, dafi wir ohne Beschrankung der All- 
gemeinheit f = 1 annehmen diirfen. Denn fiihren wir (vgl. S. 477) statt 
q) die neue Argumentfunktion 

( 8 ) q = wq 

mit 

(9) ® ^ 

ein, so geht E[q\ Tiber in 


// iwl + fy + 

0 

und H [ 9 ] in 
wobei 


/ J kq^dxdy, 

G 


d = w~^a—w-'‘-Wic, 
b — w~^b — w~'^Wy, 

q =zw-^q—2aw-^Wj,—2bw~^Wy + w~^wl-{-w~^Wy, 


k = w-^k 


ist. Diese neuen Integrale sind aber wieder E- bzw. itf-Integrale der 
urspriinglichen Fonn, und ihre Koeffizienten geniigen den gestellten 


1 Es sei darauf hingewiesen, dafi die oben erwahnte automatische Vereinfachung 
fur die Differentialgleichung /I m = 0 gerade beira Beweise des Satzes 1 auftritt. 
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Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen. Lediglich die beiden 
Ungleichungen (}) und (4) aus § 1 brauchen nicht mehr erfiillt zu sein: 
sie werden in den Schliissen dieser Nummer aber auch nicht verwandt. 
Ferner bemerken wir, daB die Gleichung 

und vermoge einfacher Abschatzungen Ungleichungen der Form 

Dp[(p]^2Di[f] + 

[y] ^ 2 Dp[qi] + c Hk [95] 

mit konstanten c, c gelten. Daraus folgt, daB die Raume ® 

fiir die Funktionen (p in die entsprechenden Raume fiir die Funktionen y) 
iibergehen und umgekehrt. SchlieBlich ist auf Grund unserer Differen- 
zierbarkeitsvoraussetzungen ersichtlich, daB auch die Raume 3 bei der 
Transformation einander entsprechen. 

Damit ist gerechtfertigt, daB die Annahme -p — \ , welche wir in dieser 
Nummer machen wollen, keine Einschrankung bedeutet. Wir werden im 
folgenden in dieser Nr. 1 unter D, H stets X>i, verstehen. 

Zur weiteren Vereinfachung formen wir die Relation (4) um in 

( 10 ) 

mit 

q* ~ q—a^—by. 

Man erhalt diese Formel durch Produktintegration des Ausdruckes 
+ + b{q)l,y + q)yi;)}dxdy zunachst unter der Annahme, 

daB f in ® liegt, wonach wir dann durch AbschlieBen zu beliebigem 
f in S iibergehen konnen. 


Wir bezeichnen mit Kk den Kreis um den Punkt x^, mit dem 
Radius R, mit Gr ein Teilgebiet von G fiir dessen Punkte x, y der 
Kreis Kr in G liegt, setzen =- (x— -j- (y—yo)^ und fiihren die 
Funktion 


(11) 


(-J) 


ir:, 


:R) 


y) - + 4 V 

(KsR) 

Sie gehort zu und es gibt Konstanten t, Tj, so daB fiir alle R 

> Die obige GestiUt ckr Funktion 'Pr beruht wesentlich auf der Anzahl zwei 
<ler unabhangigcn Veranderliehen. ist die Anzahl m der unabhangigen Verander- 

lichen *1 grUDer als zwei und bedeutet co„ die Oberflaohe der w-dimensionalen 

Einheitskugel, so haben statt der obigen Funktion iPfi zu setzen (vgl. S. 2S1) 




1 


(W~2) COm 


1 




m 1 w -«• 2 r® 

'2' ijw -2 2 

FUr m » 3 bloibt dann unsere Theorie unverandert, nur lautet in (i2)i die rechte 
Seite-Tii!. Fttr >«>3. wo die Abschatzung (12), nicht mehr besteht, gilt dasselbe, 
sobald j* eii 0 ist, d. h. jedenfalls fiir das Kandwertproblem von .4 u ™ — /. 


32* 
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( 12 ) 





(12) i 

gilt. 

Fiir seine Funktion (p mit zweimal stiickweise stetigen zweiten Ab- 
leitungen gilt (vgl. Kap. IV, § 3, S. 250) die IntegraldarsteUung ^ 

( 13 ) 9’(%yo) = ^/ J9dxdy + j jWKAcpdxiy. 

Kg Kg 

Es liegt dgbpr hier der Versuch nahe, die gesuchte Losung der Diffe- 
rentialgleichung 

(^4) Au~q*u = — kt 

als Grenzwert des Ausdruckes 


1 

R^n 


J j fdxdy + 1 JWR{q*f-kf)dxdy 

Kb Kr 


zu gewinnen. In der Tat konvergiert zunSchst der Ausdruck 

( 16 ) y^]R) = fffdxdy + R^7tffWR{q*<p’’-kf)dxdy 

Kb 'Kr 

gleichmafiig fiir aUe R und Xq, yo aus Gr gegen eine stetige Grenzfunktion 

( 17 ) U{xo. y^-.R) =lm U''{x^, yo'.R)- 

P-^00 


Denn es gilt zufolge der Schwarzschen. Ungleichung und Formel ( 16 ) 
und (12)i 

I Uf‘- U’'l^^2R^n Hr [f-qf] + 2 Ti R^Z^Hr [q* {f-qf)] 

^ konst. HRlq” — 0 , 


wobei der Index R den Kreis Kr als Integrationsgebiet kennzeich.net. 
Nun gehort die Funktion 

(x, y) - (*. y) == fur 2?ij > i?i 

zu ®, da sich die Singularitat weghebt; C ist sogar zweimal stiick- 
weise stetig differenzierbar in G. Somit kbnnen wir in unsere Relation 
(10) diese Funktion C einsetzen und erhalten dann unmittelbar die 
Limesgleichung 

D[q>\WR~WR)-H[q*q>^-kf,WR-WR;\-^^, 


'Aus ihr und (12), folgt aucb die in § 4, S. 497 benutzte Abschfttzung 


(15) 


9(Xo,yt)—^J J (pdxdy 

Kh 


[A<p\ 
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woraus man unter Benutzung der Greenschen Formel (7) § 1 

jfdxdy-^j ffdxdy + 

+ fj {q*^-kf)(VR-'^R)dxdy-^0 

errechnet. Dies aber bedeutet 

ji'i jj ^ (-^o^ > *^2) ■ ^ ^ (-^o* 3^0 ^ “^i) “ ^ * 

Die Funktion J7 [x^.y^yR) ist also von R unabhangig. Wir setzen 

(18) , u{x,y)=--^U{x,y]R). 

Diese Funktion u ist somit in alien Gebieten Gj^, also im ganzen Gebiete G 
als stetige Funktion von x und y definiert. Sie wird sich als die 
gesuchte Funktion herausstellen. 

Nunmehr beweisen wir zunachst: 

Satz la. Filr jede Funktion t aus § und jedes abgeschlossene TeiU 
gebiet G' von G gilt bet v-^oo die Limesrelation^ 

(7) Ho^[f^UyC]-^0. 

Das Gebiet G sei enthalten in einem Quadrat von dem Flacheninhalt 
Es sei ferner mit einer von v unabhangigen Konstanten M 

also wegen der Dreiecksungleichung 

Hg' [ 9 ?’’— m]=sM; 

— eine solche Schranke muB es fur G' geben, da in G' die Funktion « 
gleichmaBig stetig ist, also Hg> [m] existiert, und da die GrdBen H [(p"] 
besfhrankt sind. 

Es geniigt nun, Satz 1 a unter der Annahrae' C = konst., etwa C = 1 
zu beweisen. Urn dies einzusehen, zerlegen wir bei gegebener Funktion C 
das Gebiet G' in sich nicht iiberdeckende Teilgebiete Gl 

V 

Dabei soli C in jedem der Teilgebiete G', stetig sein, und die Durchmesser 
der Gy sollen so klein gewthlt werden, dafi man eine in jedem der G'y 
konstante Funktion C* angeben kann, fiir welche mit vorgeschiiebenem e 

(19) 

" Sie dr0ckt aus, dafi die Funktionen gegen die Funktion « im Sinne der 
iii-Metrik fUr ein Teilgebiet G' ..achwach" konvergicren. 
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gilt. Dann aber wird zufolge der Schwarzschen Ungleichung (7) 

: H - u, 

Gilt nun Satz la fiir konstante Funktionen C, so gilt er ohne weiteres 
auch mit stiickweise konstantem C*< strebt im Limes der Ausdruck 
H [f—u, t,*] gegen Null; da e beliebig klein gewahlt werden konnte, ist 
Satz la damit auch fiir die beliebige Funktion C aus § bewiesen. 
Zum Beweise unserer Behauptung fiir C = "I 

(20) Hg'W—u, 1] = // {<f—u)dxdy-> 0 

G' 


bemerken wir: Man kann G' zerlegen in eine endliche Anzahl von Kreis- 
scheiben K„ (v = 1, N) mit den Mittelpunkten P, und Radien r^. 
und in einen Restbereich B, dessen Flacheninhalt kleiner als ein beliebig 
klein vorgeschriebenes ist. Dabei diirfen wir die Radien r, der 
Kreise kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene Zahl, etwa auch 
wahlenb 

Wegen der gleichmaBigen Stetigkeit der Funktion u in G' gilt daher, 
wenn m(PJ den Wert von u im Kreismittelpunkt P,, bedeutet, 

1 ^ 

(21) \f fudxdy-~z^'iju{Pj) 


<< 3 , 


wobei d — d{s) beliebig klein wird, wenn s hinreichend klein gewahlt ist 2 . 

Ebenso gilt, wenn das Restgebiet B durch Wahl von e hinreichend 
klein gemacht wird. 


( 22 ) 


J J.f" dxdy — ^ J ftp" dxdy 

0' ; ~ 1 Kj 


< d, 


denn das Quadrat der linken Seite ist, da der Flacheninhalt von B nicht 
groBer als ist, nach der Schwarzschen Ungleichung nicht grofier als 


Um die Differenz 


[J ^'’dxdy—r'l 7tu(Pj) 

kj 


■ ^ Beweis : Wir schOpfen zunSichst G' mit einer endlichen Anzahl voneinander nicht 
tiberdeckenden Quadraten mit Seiteniangen kleiner als 2 e aus, so da0 der Rest- 

bereich einen Inhalt kleiner als — besitzt. In jedem der Quadrate betrachten wir 

den eingeschriebenen Kreis. Die verbleibenden Restbereiche bedecken wir wiederum 
mit Quadraten, so daB der Flacheninhalt des iibrig bleibenden Bereiches kleiner als 

-- wird, nehmen nun die eingeschriebenen Kreise dieser neuen Quadrate hinzu 

usw. in geometrischer Progression. Es ist dann offenbar eine Kreispflasterung der 
angegebenen Art gewonnen. 

® Die Aussage folgt unmittelbar aus der elementaren Integraldefinition, welche 
allerdings in einer etwas ungewohnten Form ausgenutzt wird. 
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abzuschatzen, beachten wir, dab nach- Definition ( 16 ) und (17) von 
U^iPf.ri) und UiPf.Tj) 

ff<p'’dxdy-r^nu{Pj) = -rf7t f lW,.{q*<p'’-kf)dxdy + 

Kj ^ Kj 

gilt. Wegen der gleichmaBigen Konvergenz von t/” gibt es eine nur 
von V abhangige gegen Null strebende GrdBe a{v), so daB 

\U^{Pf,r,)-U{Pf,rj)\^a(v) 

ist. Andererseits besteht nach (12) und (12)i, sowie wegen r;<e die 
Abschatzung 

rfnj f Wr. {q* (p'’-k f) dxdy\^ rfn (s , 

Kj 

wo die Konstanten a und obere Schranken von | ^ / 1 und | q* | sind. 
Somit erhalt man schlieBlich mit der Abkiirzung 



Oi + T oc = ?? 



+ ff(j') 


und nach Summation iiber alle Kreise Kj 


( 2 )) 


^ ffq>''dxdy~J^if7cu(Pj) 

j=:l-Kj j=l 


^ A 1 ] N a (v) , 


wo A der Inhalt von G' ist. Dann liefert ( 23 ) zusammen mit (21) 
und (22) sofort 



Indem wir v hinreichend groB wahlen, konnen wir a (v) und also auch 
Na{v) beliebig klein machen. Da s und somit 8, dj und rj beliebig 
klein gewahlt werden durfte, ist hiermit Satz 1 a bewiesen. 


Aus Satz la folgt, indem wir' 


= 0 auBerhalb K-r 

in (7) einsetzen, 


1 


J j<fdxdy-\-n^R<i*<fdxdy 

Kii 
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Wir erhalten somit aus (16), (17), (18) den 

Satz lb. Die Grenzfunktion u{x,y) hesitzt in die Darstellung 

(14) Vo) = f Judxdy+J JWR(q*u — kf)dxdy. 

K„ K,t 

Auf Grand der Betrachtungen aus Kap. IV, § 3, S. 251 f- folgt wegen 
der Differenzierbarkeitseigenschaften von q*, k, f hieraus: 

Satz 1 c. Die Fmktion u hesitzt in G stetige Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung. 

Ebenso entnimnat man aus den in Kap. IV, § 3 dargestellten Mittel- 
werteigenschaften 

Satz Id. Die Funktion u geniigt der Differentialgleichung 

(14) Au — q*u = — kf 

bzw. 

(6) i [«]=-/, 

wenn wir die Transformation (8), (9) wieder riickgdngig machen. 

Diesen letzten Teil von Satz 1 konnen wir jedoch auch ohne Berufung 
auf Kap. IV folgendermafien beweisen, wenn wir uns auf die schon in 
Satz 1 c ausgesprochene Stetigkeit der zweiten Ableitungen von u stiitzen. 
Wenn wir in der Relation (7) fiir t, eine Funktion aus S einsetzen, 
welche stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung besitzt, so konnen 
wir sie mit Hilfe der Greenschen Umformung in die Gestalt 

setzen. Wenden wir nunmehr Satz la an, wobei wir i[t] statt 
schreiben, so erhalten wir unmittelbar 

J?[m,IK]]-H[/,C] = 0. 

Nunmehr aber diirfen wir die Greensche Umformung wiederum in der 
entgegengesetzten Richtung vomehmen, da u stetige Ableitungen bis 
zur zweiten Ordnung besitzt. Wir erhalten damit 

und gewinnen nunmehr die Relation Z, [«] = — / wegen der Willkur- 
lichkeit von C als unmittelbare Folge des Fundamental-Lemmas der 
Variationsrechnung (vgl. Bd. I, Kap. IV, S. 159). 

2 . Konvergenzeigenschaften der Integrale D und JET. Fiir unsere 
Variationsintegrale D und H beweisen wir einen Satz von allgemeinem 
Charakter, welcher verschiedene Konvergenzeigenschaften im Sinne der 
Zf-Metrik bzw. D-Metrik verkniipft und welcher zusammen mit Satz 1 
in den §§ 2 und 3 angewandt wurde. 
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Satz 2. Es sei (p” eine Folge ms ® mit 


(24) 

H[(p^~-‘(p^] -^0, 

(25) 

D [9?’' — <p^] 0, 

Es set ferner u eine in G stetig differenzierbare Funktion, fiir welche mit 
jedem abgeschlossenen Teilgebiet G' und jedem f aus § die Relation 

(26) 


gilt. Dann liegt u in 

S) und es gilf^ 

(27) 

r 

0 

(28) 

. D[(p^ — u]-^0. 

Wir beweisen den Satz in drei Schritten. Zunachst 

Satz A. Es sei Y 
aus § 

eine Folge aus § und es gelte fiir jedes stetige f 

(29) 


sowie 


m 

Dann gilt 

}I[Y — y)'^] -^0. 

(31) 

H [Y] -*■ 0 . 


Beweis. Nach § i, Satz 4 sind die Ausdrucke beschrankt. 

Es folgt ferner aus 


H [f] + [,p\ [yf] 

die Ungleichung 

H ■^H['f—-ip>^] + 2H [f, ipi^] . 

Nun wahlen wir zu gegebenem e zunSLchst nach {30) so groB, daB furv>/i 

wird, sodann bei festem /t den Index v so groB, daB fiir mit 

Riicksicht auf (29) gilt 

\H[f,‘f\\< ® . 

Dann aber wird , 

womit wegen der Willkur von b die Behauptung ( 31 ) bewiesen ist. Ent- 
sprechend beweisen wir 

^ Mit anderen Worteu: Aus der siar^en Komer^enz der Folp (f in sich im Sinm 
der D- und der E^Metrih und aus der schwachen Konvergenz der Funkiionen <p'*' ^egen 
die Gremfunhiion u im Sinm der H^^Meirih fdr jedes abgeschlossem Teilgebiet von 
G folgi die star he, Konvergem der (p^ gegen u sowoM In der H-Meirik ah auch in 
der D-Meirik» 
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Satz B. Es sei ip" eine Folge aus S, fiir welche mit jedem C aus .<5 

(32) H[ip",C:-0 

gilt, und welche auBerdem im Sinne der D-Metrik in sich kon\'ergent ist ; 

(33) 

Dann gii 

(34) D\jp"]--0. 

Wir beweisen den Satz, indem wir getrennt zeigen, daB 

(35) H[ip>;,]-^0 

gilt. 

Diese Relationen folgen aus Satz A unmittelbar, wenn wir 

(36) H[ipl.,C]-^0 

fiir jedes C aus beweisen konnen. Wir bemerken nun: 

Hilfssatz. Die Relationen ( 36 ) folgen fiir alle t in wenn sic 
bestehen fiir alle mit stiickweise stetigen ersten Ableitungen versehencii 
Funktionen ^ = co aus §, welche hochstens in einem Quadrate Q im 
Inneren von G von Null verschieden sind. 

Beweis. Wenn die Relationen ( 36 ) fiir alle Funktionen co bestehen, 
gelten sie auch fiir jede Summe C' von endlich vielen solchen Funktionen. 
Nun werden wir zeigen, daB wir fiir jedes ^ aus !q ein C der beschriebenen 
Form finden konnen, so daB 

(37) 

ist mit beliebig klein vorgeschriebenem e. Dann aber ist 

' \H[ipi,c]\^\H[ipi.n\ + \H[f:, c'-^]\ 

^ \H[ipi, n 1 4- c] . 

und da beide Terme rechts nach Voraussetzung beliebig klein gemacht 
werden konnen, indem wir e hinreichend klein und v hinreichend groB 
wahlen, strebt somit die linke Seite fiir v ->■ od gegen Null. Entsprechendes 
gilt fiir C]. . 

Nunmehr beweisen wir die in ( 37 ) behauptete Approximierbarkeit 
von C durch eine Summe C' von Funktionen co in zwei Schritten. Zunachst 
approximieren wir ^ durch eine Funktion C*, welche nur in einer endlichen 
Anzahl von Quadraten Q, in G von Null verschieden und in jedem 
dieser Quadrate konstant ist ; Sei e wieder eine beliebig kleine 
Schranke, dann schdpfen wir das aus G durch Weglassung der Unstetig- 
keitspunkte und Unstetigkeitslinien von ? entstehende Gebiet durch eine 
endliche Anza^hl von Quadraten so aus, daB fiir das Restgebiet B die 
Ungleichung 
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besteht. Die Quadrate unterteilen wir in neue Quadrate so fein, 
daB in jedem dieser Teilquadrate die Schwankung von C kleiner als e 
wird; nunmehr definieren wir in jedem der als den Mittelwert 
von f und = 0 in S. Dann wird offenbar 

wo A eine Schranke fur den Inhalt von G ist. Dies aber driickt die 
Approximierbarkeit von ^ durch aus. 

Um nun zweitens die Approximierbarkeit von C* durch ein und 
damit auch die von f durch einzusehen, geniigt es, eine Funktion, 
welche in einem Quadrat konstant etwa gleich 1 , sonst 0 ist, im Sinne 
der i?-Metrik durch eine Funktion o) zu approximieren, die auBerhalb 
dieses Quadrates verschwindet. Dies aber ist offenbar mit einer stiick- 
weise linearen Funktion co moglich. Unser Hilfssatz ist somit bewiesen. 

Um jetzt Satz B zu beweisen, betrachten wir irgendein Quadrat () 
in G und in Q eine Funktion u), welche stetig und stiickweise stetig 
differenzierbar in G ist und auBerhalb Q verschwindet. Durch Produkt- 
integration ergibt sich sofort 

H [ipl, a>] = — jy [/, 0);^], H [y}^, co] — H [-y)’’, cOy] . 

Aus Voraussetzung (32), angewandt auf t ™ tind C o>v 

H [y)l, co] 0 , H co] 0 . 

Damit aber sind die Relationen (36) fiir alle Funktionen C (o bewiesen. 
somit nach unserem Hilfssatz fiir alle Funktionen C aus A)- Nach unserer 
anfanglichen Bemerkung folgt hieraus unmittelbar Satz B, 

Satz 2 ist nun eine einfache Folgerung der Satze A und B, indcm wir 
diese SMze auf die Funktionen 

yf z=:(p^ — u 

zun^chst nur fiir echte Teilgebiete G' von G anwendcn. Es folgt sofort 
fiir jedes Teilgebiet G' H [ ^ u] 0 

Hieraus ergibt sich sofort auf Grand von Satz 4 aus § 1 

Da die GrSBon Hg> [9?*] < H [9?*] und Dg- [95’'] < D [9^"] boschrankt sind, 
folgt nunmehr die Existenz von H [«] und D [m], d. h. u in SD. Daraufhin 
aber schlieBen wir aus (26), daB fur das game Gebiet G die Relation 

besteht, Wir konnen also jetzt die Satze A und B auf das Gesamt- 
gebiet G anwenden und erhalten damit die Behauptung des Satzes 2. 
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Mit den Resultaten dieses Paragraphen sind nicht nur die Existenz- 
beweise bei der ersten Randbedingung {§§ 2, 3) abgeschlossen. Wir 
werden diese Resultate ebenso fiir die Existenzbeweise bei anderen Rand- 
bedingungen (§§ 6, 7) verwenden. 

§6. Zweite und dritte Randbedingung. Randwertaufgabe. 

1. Greensche Formel ruid Randbedingungen. Um zu der in § 1 ange- 
kiindigten allgemeinen Formulienjng von Randbedingungen zweiter und 
dritter Art zu gelangen, betrachten "wir ein Gebiet G mit dem Rande F 
und in diesem Gebiet eine Folge von abgeschlossenen Teilbereichen G, 
mit den stiickweise glatten Randem F^ derart, daB jeder Punkt von 
F, vom Rande F einen Abstand kleiner als s besitzt. Auf'das Gebiet G, 
wenden wir die Greensche Formel fiir den Ausdruck 

EGe[<P'f] 

an unter der Voraussetzung, daB ^ zu 3 und zu ® gehort, aber ohne 
diese Funktionen Randbedingungen zu unterwerfen. Die Greensche 
Formel lautet 

EGslT.f] + Hc,[L[<plv>] = l[p^ + a<p')fds. 

A 

o 

wobei - 5 - Differentiation nach der auBeren Normale auf F, und s die 

0 V 

Bogenlange auf F^ bedeutet, wahrend 


gesetzt ist. Lassen wir nunmehr e 0 streben, so streben die beiden 
Terme der linken Seite der Greenschen Formel gegen bestimmte Grenz- 
werte; es existiert also auch der Limes der rechten Seite. Wir fuhren 
fur diesen Grenzwert die Bezeichnung 

j[fTv 

A 

ein und nennen ihn wiederum ein Randintegrcd fiber den Rand F von G, 
obwohl auf dem Rande selbst fiber das Verhalten der Funktion ip und 
der Ableitungen von (p sowie fiber die Existenz der Richtung und der 
Bogenlange der Randkurve nichts vorausgesetzt ist. 

Diese Definition kann ausgedriickt werden, indem wir die Greensche 
Formel in der Gestalt 

(1) E[q>,f']== — H[L[(p],f]+ + au'jipds 

r 

fiir 9 ? in S, y in ® schreiben. 
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Nunmehr sind wir imstande, die zweite und dritte Randbedingung 
fiir eine Funktion 9? aus S 2U formulieren. Sie lautet: Fiir jedes yj aus 
® soli mit den obigen Definitionen 

(2) E[q),y}] = -~H[L[<pl-ip] 

gelten. Wir driicken diese Randbedingung fiir eine Funktion aus, indem 
wir sagen: es soli am Rande die Bedingung 

( 3 ) /(^ av + a(p)fds = 0 ^ 

r 

bestehen. Dann ist dieser Randbedingung ein Sinn beigelegt, auch 
wenn die Funktion a und normale Ableit ungen von cp am Rande gar keine 
Bedeutung im einzelnen mehr haben. Ist <7 = 0, so spricht man von der 
zweiten, sonst von der dritten Randbedingung. Jedoch wird diese tradi- 
tionelle Unterscheidung bei unserer Behandlung gegenstandslos, da 
z. B. bei Transformationen -^/p(p=y} die zweite Randbedingung fiir (p 
in die dritte fiir ^ iibergeht. 

Es wird sich zeigen, daB unsere Randbedingung in diesem schwachen 
Sinne insofern genau die richtige Einschrankung einer, wortlich ge* 
nommen, unerfiillbaren Randbedingung ist, als sic fiir die zu betrachten- 
den Gcbiete die Losung der Rand- und Eigenwertprobleme ermoglicht, 
und als dabei die Losung des Randwertproblems eindeutig, die Losung 
des Eigenwertproblems vollstandig wird. 

Wir werden gelegentlich von folgender Definition Gebrauch machen. 
Definition. AUe Funktionen 99 aus fiir welche die Randbedin- 
gung (3) erfiillt ist, bilden den Raum Sv. 

Die Greensche Formcl (2) fur jede Funktion (p aus und f aus 
gilt dann definitionsgemaB. 

2. Formulierung des Randwertproblems und Variationsproblems. 

Wir stellen das folgende 

Randwertproblem III. Eine dem Raume JJa angehorige, also die 
Randbedingung r ' ^ 

(4) + 

r 

^ Wir beschr^nken uns hier anf die homogene Randbedingung, wahrend man 
allgemeiner in Analogic zu § 2 die Randbedingung in der Form 

a 

m stellen hatte, wobei g eine vorgeschriebene Funktion aus S) ist. Jedoch ist 
der Verzicht auf diese allgemeinere Formulierung dadurch motiviert, daB wir, 
wenn g dem Raum angehdrt, durch Einftihrung der Funktion fp tp — g zn 
‘ einem entsprachenden Differentialgleichungsproblem ftir v «= u — g mit einer 
homogenen Randbedingung gelangen. Es ist also bis auf Differenzierbarkeits- 
voraussetzungen fttr g die homogene Randbedingung nicht wesentlich allgemeiixer. 

Es sei darauf hingewiesen, daB fiir den Existenzbeweis die hier gcwahlte 
Perm des Variationsausdruckes der aus Bd. I, Kap. VI vorzuziehen ist, weil sie 
explizite keine Randintegrale enth^lt. 
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mit alien C a,us S lefriedigende, Funktion u soil gefunden werden, welche 
in G der Differentialgleichung 

( 5 ) L[u]= — f 

genugt. Dabei ist / eine gegebene in G+ 7 " stetige Funktion mit stiick- 
weise stetigen ersten Ableitungen. 

Im speziellen Falle, da^ in G Uberall a = b = q = 0 ist, also 

(6) E[(p]=D [93] 

gilt, sind dabei die gegeben-en Funktionen f und die gesucMe Funktion u 
nock den Bedingungen 

(7) Jfkfdxdy = 0 , 

G 

(8) J j kudxdy — 0 

zu unterwerjen. 

Die Notwendigkeit der Bedingung (7) ergibt sich sofort, indem wir 
annehmen, daB es eine Losung u des Randwertproblems III gibt. Durch 
Anwendung der Greenschen Formel (2) mit (p^u,xj)==\ erhalten wir wegen 
D[w, 1] = 0 und L[w] = — / sofort (7), womit diese Bedingung (7) 
als notwendig erwiesen ist. Da wegen L [c] — 0 zugleich mit u auch u f c 
fiir jedes konstante o eine Losung des Problems ist, ist die Zusatzbedin- 
gung (8) keine Einschrankung. Sie dient dazu, diese Konstante c zu 
fixieren und damit die gewtinschte Eindeutigkeit fiir die Losung des 
Problems herzustellen. 

Wir werden unser Randwertproblem losen, indem wir es als aquivalent 
mit dem folgenden Variationsproblem erkennen und dieses Variations- 
problem direkt losen. 

Variationsproblem III. Gesucht ist unter alien Funktionen (p 
aus ® eine solche, fur welche der Ausdruck 

( 9 ) E[f]- 2H[f.q>] 

einen mogUchst kleinen Wert d besitzt. Dabei ist im Falle a~b -- q -■ 0 
noch die Zusatzbedingung (7) fiir die gegebene Funktion / und die weitere 
Zusatzbedingung 

(10) jjk(pdxdy = 0 

G 

fiir die zugelassenen Funktionen p zu stellen. 

Randbedingungen werden nicht gestellt. Vielmehr erflillt die Losung 
des Variationsproblems von selbst die vorgeschriebenen Randbedingungen. 
Sie heiBen deshalb ,,naturlicke Randbedingungen" 

Vom Variationsproblem aus sind Nebenbedingungen (7) und (10) 
sofort durch die Bemerkung motiviert, daB im Falle a ■--- b~q =: 0 

‘ Zu die.sein Begriff siehe Bd. I, Kap. IV, § 5. 
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durch Addition einer Konstanten zu (p der Ausdruck D [9?] nicht geandert 
wird, wahrend durch Addition von c der Ausdruck — 2 H[f, cp] und damit 
auch der Variationsausdruck (9) beliebig groC negativ gemacht werden 
kann, es sei denn, dal 3 die Bedingung ( 7 ) besteht. Damit eine untere 
Grenze des Variationsproblems existiert, dieses Problem somit sinnvoll 
wird, ist daher die Bedingung ( 7 ) notwendig. 

3 . Einschrankung der Klasse zulassiger Gebiete. Um die Existenz 
einer unteren Grenze in unserem Variationsproblem III sicher zu stellen 
und dann das Variationsproblem zu losen, ist es nicht mdglich, beliebige 
— zusammenhangende — offene Gebiete oder sogar allgemein offene 
Punktmengen G zugrunde zu legen, wie bei der ersten Randbedingung ; 
fiir beliebige solche Bereiche G braucht, wie wir in § 8 an Beispielen 
sehen werden, die Hauptungleichung aus § 2 bzw. der Rellichsche Aus- 
wahlsatz, auf denen unsere Schliisse im Falle der ersten Randbedingung 
beruhten, nicht mehr zu gelten. 

Um die Theorie fur die Randwertaufgabe bei der zweiten und dritten 
Randbedingung durchfiihren zu konnen, formulieren wir daher ein- 
schriinkende Forderungen fur die zugelassenen Gebiete G. Die erste 
Forderung verlangl die Giiltigkeit der in § 3, Nr. 1, S. 488 fiir ein 
Quadrat bewiesenen Poincareschen Ungleichung, wenn statt eines 
Quadrates Q unser Gebiet G zugrunde gelegt wird. Die zweite Forderung 
verallgemeinert die Hauptungleichung I aus § 2 , welche dort nur fur den 

Raum 3) ausgesprochen war, auf den Raum S). Genau forrauliert : Wir 
stellen 

Forderung 1 ( Poincar 4 sche Ungleichung) . Es soil zu dem Gebiete G 
eine Konstante y gehen, so da^ fiir jedes (p aus ® 


(If) 




// hd xdy 

G 


j J ktpdxdy 


L G 


■¥yD[(p] 


gilt. 

Forderung 2. Im Falle, dafi a, b, q nicht iibcrall in G gleichzeitig 
Null sind, soli e$ zum Gebiete G eine Konstante y gehen, so da^ fur alle 
Funkiionen tp aus ® die Ungleichung 


( 12 ) H{g^s.yE\jp] 

besteht. 

In § 8 werden wir zeigen, daB beide Forderungen fiir eine sehr allge- 
meine, alle praktisch vorkommenden FUlle enthaltende Klasse 91 von 
Gebieten gilt. Von jedem Gebiet G, welches die beiden hier angegebenen 
Forderungen erfiillt, wollen wir sagen, es besitze die Eigenschaft 

Nunmehr formulieren wir den 

Satz 1 . FUr Gebiete G mit der Eigenschaft SjS besitzt der Variations- 
ausdruck 


( 9 ) 
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juY (p in ® eifie unteTe GY&nzej das VariationsprobleM ist also sinnvolL 
Im Falls a b = ^ 0 ist dahsi ( 7 ) clI^ N sbsnbedingung zu stellen. 

Zum Beweise beachten wir, da6 in beiden betrachteten Fallen, so- 
wohl wenn a = b = q = 0 iiberall in G gilt und (p die Bedingung (1 0) 
befriedigt wegen Forderung 1, als auch im anderen Falle wegen Forde- 
rung 2 eine Ungleichung H[(p]^yE[cp] fiir alle Funktionen (p aus 5 } 
besteht. Dann aber ist 

2\Hif,f]\^2iH[i]H[(p]^2']/H[t]yE[(p]^[E[(p] 

also 

E[^]-2H\j,<f>-\^\E[cp]-iyH[t]---^yHm- 

4 . Aquivalenz '^on Minimumproblem und Randwertproblem. Ein- 
deutigkeit. Nunmehr konnen wir unser Minimumproblem und damit 
das Randwertproblem in fast wdrtlich derselben Weise behandeln wie 
bei fester Randbedingung. Zundchst folgt genau wie in § 2 

S atz 2. Die Losung des RandwertfroUemsIII lost das Minimumproblem. 
Femer 

Satz 3. Die Losung des RandwertproUems III ist eindeutig besiimmt. 
Denn die Differenz u zweier Ldsungen lost das Randwertproblem fiir 
die Differentialgleichung 

Aus der Greenschen Formel (2) fiir 93 = ^ — m folgt dann 

£ [m] =i 0 

und somit auf Grand unserer Ungleichungen (11) oder (12) 
also u identisch Null. 

5 . Losung des Variationsproblems und Randwertproblems. Die 
Losung des Variationsproblems und damit auch des Randwertproblems 
kann nunmehr genau wie in § 2 gewonnen werden, nachdem die Existenz 
einer unteten Grenze und damit einer Minimalfolge (p" gesichert ist. Fiir 
diese Minimalfolge ergeben sich mit demselben Beweis die Relationen 

(U) ■ 

fiir alle aus ®, fiir die E ^ M ist. Hieraus und aus den Un- 
gleichungen (11) bzw. (12) folgt 


(H) 

£[93’'— 

05 ) 

D [93*’— 93^] 0 , 

( 16 ) 

£’[93’'— 93''] ->o. 


Diese Tatsachen beweist man wdrtlich wie die formal mit ihnen iden- 
tischen Relationen (10), (11), (12) aus §2. Der Unterschied hier ist nur, 
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daB die Funktionen 99 nicht mehr dem Raum ® anzugehoren brauchen, 
sondem beliebig in S) liegen diirfen. 

Nunmehr liefert die Anwendung der Satze 1 und 2 aus § 5 wortlich 
wie in § 2 bzw. § 3 eine Grenzfunktion u mit folgenden Eigenschaften : 
u gehort zum Beieiche g und es ist E[m] = — /; es gilt 

E[<f—u\^0, D[(p''—u]-^0, 

Hieraus folgt 

E[f]^E[ul also E[u]^d. 

Aus der Greenschen Formel 

E[<f,^]-HU. C] = 0 

fiir alle f aus S, folgt nach (14), (16) und § 1 Satz 4 

Diese Relation ist aber mit unserer Randbedingung (4) gleichwertig. 
Somit lost die Funktion u auch unser Randwertproblem, 


§ 7. Das Eigenwertproblem bei zweiter und dritter 
Randbedingung, 

Wir stellen zunachst gemaB unseren Bemerkungen zu Beginn des 
vorigen Paragraphen wiederum eine einschrankende Forderung an das 
Gebiet G: 

Forderung 3 (Rellichscher Auswahhatz) . Fur das Gebiet G soil gelten: 
In jeder Folge von Funktionen (p* aus S), fiir welche die Ausdrucke 

■ 

besc.hr dnkt sind, existiert eine Teilfolge, fur welche 
gut, 

Dcrartige Gebiete wollen wir Gebiete der Eigenschaft 31 nennen. 
Wir werden in § 8 erkennen, daB dieselbe dort gekennzeichnete Klasse 91 
von Gebietcn, welche die Eigenschaft ip besitzt, auch die Eigenschaft 3i 
hat, so daB dann fiir diese Gebietsklasse sowohl die Theorie der Rand- 
wertaufgabc als auch die Theorie des Eigenwcrtproblems giiltig ist. 
Das Itigen wort problem lautet 

Eigenwertproblem IV. Es sind Parameter 1 und in G nicht 
identisch verschwindende Funktionen u zu finden, welche zu gehbren, 
also die Randbedingung [vgl. (4) § 6] 




fiir alle C aus ® befriedigen, und welche der Diffcrentialgleichung 

(2) I [«] + A « == 0 

geniigen. 

Couifwt-Hilbwt, Fliysik 11. 33 
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Der erste (kleinste) Eigenwert ^ = Aj dieses Problems und die zuge- 
horige Eigenfunktion u = % ergibt sich als Losung zu dem folgenden 
Eigenwert-Variationsproblem IV. Unter alien FunkUonen f 
aus ®, fur welche die Nebenbedingmg 


( 3 ) Hi(p] = i 

erfUllt ist, wird eine solche gesucht, fur welche ^der Ausdruck 


(4) 


E[cp] 


einen mbglichst kleinen Wert A besitzt. 

Randbedingungen werden fiir das Eigenwertvariationsproblem wieder- 
um nicht gestellt. Die geforderte Eigenschaft (1) ist eine naturliche 
Randbedingung. 

DaB das Problem sinnvoU ist, d, h. daB eine untere Grenze A des 
obigen Integrals (4) unter der Nebenbedingung (3) existiert, ist wegen 
unserer Definitheitsvoraussetzungen aus § 1 selbstverstandlich. Fiir eine 
Minimalfolge folgt wortlich wie ’in §3 das Bestehen der Variations- 
relation : 


(5) 

nunmehr aber fiir jede beliebige Folge von Funktionen C ® (nicht 
notwendigerweise aus dem eingeschrankten Bereich ®), sobald mit festeni 


M Schranken 


bestehen. Hieraus ergibt sich wie in § 3 Relation 


( 6 ) E[f—^]—XH[f—(p^]-*0. 

Nunmehr kdnnen wir die Losung .des Variationsproblems genau wie in 
§ 3 durchfiihren; denn gemaB der Forderung 3 gilt fur die Funktionen- 
folge (p" wegen der Beschranktheit von E [ 9 ?”] der Rellichsche Satz. 
Wir kdnnen also eine Teilfolge auswahlen, so daB fur sie 


(7) 

gilt. Wegfen der Relation ( 6 ) folgt daraus sofort auch 

( 8 ) E[(p’-(p>‘]^0. 

Die Relationen ( 5 ), (7), ( 8 ) reichen aber aus, um aus den Sdtzen t und 2 
von § 5 genau wie friiher in § 3 die Existenz einer Grenzfunktion « in 
g zu erschliefien, welche stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung 
besitzt, der Differentialgleichung (2) geniigt, und fiir welche 

( 9 ) E[<p''—u]-rO,, H [ 9 )’'— «] ->• 0 
gilt. Somit folgen aus Satz 4 von § 1 die Relationen 

E[m]=A, H[u] = i. 
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Es ist also u Losung unseres Eigenwert-Variationsproblems IV. Daher 
gilt — was man auch aus ( 5 ) und ( 9 ) folgem kann — mit willkiir- 
lichem t aus % die Variationsgleichung 

( 10 ) = 

Aus ihr ergibt sich nunmehr unter Berucksichtigung der Differential- 
gleichung ( 2 ), da 6 u die vorgeschriebene Randbedingung (t) erfiillt. 
Damit ist das Eigenwertproblem gelost, insofem es sich urn die 
Konstruktion der ersten Eigenfunktion m = Mi und des ersten Eigen- 
wertes A = handelt. 

Es sei bemerkt, daB im Falle a = h = q = 0 dieser Eigenwert gleich 
Null und die Eigenfunktion konstant ist. 

Die weiteren Eigenwerte Aj, A 3 , ... und zugehorigen Eigenfunktionen 
Mj, %, . . . erhalt man in wortlich derselben Weise wie in § 3, 3 als Losungen 
der folgenden Variaiionsprobleme: Unter alien Funktionen (p aus 
welche den Bedingungen 

H[<p] = \ 

rr r 

— V = 1 , 2 , . . ., M— t 


geniigen, soil cine solche gefunden werden, fiir welche der Ausdruck 


Elrp] 


einen moglichst kleinen Wert besitzt. Die Losung dieses Problems 
ergibt als kleinsten Wert den Eigenwert A = A„ und als die Losung 
Eigenfunktion u~u„. Wie in § 3,3 folgt das System der Orthogonalitat.s- 
relationen 




E[u„,u„] 



fiir « = m 
fiir n 4 = rn , 


sowie die Tatsache, daB A„ mit wachsendem n iiber alle Grenzen wachst 
und endlich dei 

Vollstiindigkcitssatz. Fiir jedc Funktion 9 ? aus ® bestehen mit 
ihrcn Fourierschen Koeffizienten 


c„ = H[(p,u„] 

die Vollstiindigkeitsrelationcn 

00 00 

»■ I » • « I 


§ 8. Diskussion der bei der zweiten und dritten 
Randbedingung zugrunde gelegten Gebiete. 

1. Gebiete vom Typus 91. Die Existenzsatze der §§ 6,7 waren 
wesentlich von der Forderung abhangig, daB ftir die betrachteteii Ge- 
biete G die Poincar&che Ungleichung und die Hauptungleichung bzw. 
de^ Rellichsche Auswahlsatz gilt, ohne daC weitere Randbodingungcn 


33 * 
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fiir die zugelassenen Funktionen (p gestellt werden. Wir wollen nun- 
mehr eine alle normalerweise vorkommenden Gebiete umfassende Klasse 
SR von Gebieten angeben, fiir welche beide Eigenschaffen Sp und SR 
erfiillt sind. 

Wir definieren zunachst als Normalgebiet ein solches, welches einem 
Gebiet 

(1) 0<x<a, Q<y<f{x) 

kongruent ist, wobei / (x) eine fur O^x^ a stetige und positive Funktion 
bedeutet. Zu einem Normalgebiet gehoren zwei Zahlen b, c, so daC 

( 2 ) 0<b^f(x)^c 

gilt (a, b sind dabei Zahlen, die nicht mit den Ko- 
effizienten a, b in dem Ausdruck L [m] verwechselt 
werden soUen). 

Das Rechteck 

(3) 0< x<a, 0< y <b 

bzw. das betreffende ihm kongruente Rechteck des 
Normalgebiets nennen wir den Sockel 5 des Normal- 
gebietes. 

Definition: G heiBt ein Gebiet vom Typ SR, wenn 
es folgende Eigenschaften hat; 

1 . G ist die Summe einer endlichen Anzahl von, Normalgebieten, 
welche einander uberdecken diirfen. 

2 . (Forderung des Zusammenhangs.) Ist Q irgendein Quadrat im 
Inneren von G, so soil es mbglich sein, G aus Normalgebieten so zusammen- 
zusetzen, daB man jedes dieser Normalgebiete durch eine endliche 
Anzahl von Schritten mit Q innerhalb G durch eine Kette von Normal- 
gebieten in folgendem Sinne verbinden kann: Der Sockel S jedes 
Gebietes dieser Kette soil im nachsten Normalgebiet und der Sockel 
des letzten dieser Normalgebiete soil im Quadrat Q liegen. 

Aufgabe 1 . Man zeige, daB die Forderung 2 fur jedes — zusammen- 
hangende — Gebiet, das der Forderung 1 geniigt, von selbst erfiillt ist. 
(Hierzu nehme man notigenfalls geeignete Unterteilungen der urspriing- 
lichen Normalgebiete vor.) 

Aufgabe 2 . Man zeige, daB jedes konvexe Gebiet ein Gebiet vom 
Typ SR ist. 

Aufgabe 3 . Man zeige, daB die Vereinigungsmcnge von zwei 
Gebieten SR, falls sie wieder ein zusammenhS,ngendes Gebiet darstellt, 
zum Typus SR gehort. 

Hilfssatz 1 (Integralabschatzung fiir Normalgebiete). 

Fiir jedes Noqnalgebiet B mit dem Sockel S und fiir jede Funktion (p 
aus gilt 
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wobei sich die Integrale H^, auf das Normalgebiet, das Integral Hs 
auf den Sockel bezieht and k„, untere Schranken fiir k bzw. f, 
eine obere Schranke fiir k ist. 

Beweis. Es sei x^, ein Punkt aus dem Normalgebiet B und 
0<yo<^: gilt 

I i (%. yi) ^ 2 1 g (%, yo) I* + 2 1 g (x^. yi) - g (Xi, yo) |2 

fM 

S2|g(^;i,yo)|2 + 2c/ g^x^, y)dy. 

0 

Wir integrieren nach Zj, y^ iiber G, nach y^ iiber 0 < yo < dann entsteht 

womit der. Hilfssatz bewiesen ist. 

Es sei nunmehr G irgendein Gebiet vom Typus 9? bestehend aus 
den Normalgebieten B. 

Durch Anwendung des Hilfssatzes fur jedes Normalgebiet einer Kette 
von Normalgebieten Bq, Bj^,..., B,,..., dessen letzter Sockel in Q ent- 
halten ist, gewinnen wir Ungleichungen der Form 

Hb, [9] [9^] + rlHs, [9] ^rlD [<p] + M , 

wobei tJ, Konstanten sind. Durch sukzessive Anwendung auf alle 
Norraalgebiete einer Kette ergibt sich 

HBS 9 ]^r,D[<p] + r,H,[f] 

mit konstantem Tj, Durch Summation iiber stimtliche das Gebiet G 
zusammensetzende Normalgebiete B^ erhalt man nun unmittelbar 
folgenden 

Hilfssatz 2. Fiir jedes Gebiet G des Typus SH und jedes Quadrat Q 
in G gibt es zwei Konstanten r, q, so daB bei beliebigem <p aus ® 

(5) ir[9j]=STD[9?] + eilQ[(p] 

gilt. 

Aus dieser Ungleichung ziehen wir die Folgerung, daB das Gebiet 
die in § 6 geforderten Eigenschaften S|J besitzt, daB also fiir die Ge- 
biete vom Typus SR die Randwertaufgabe aus § 6 Idsbar ist. 

Wir beweisen zunSlchst: 

Satz f. Fur ein Gebiet G vom Typ ’St gilt He Poincarische Ungleichung 

( 6 ) f’‘<pMy]'+ym 

G l> G J 

mit jedem 9 aus %, wobei y eine nur vom Gebiet G abh&ngige Konstante 
bedmtet. 
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Zum Beweise beachten wir zunachst, daB nach § 3^1 niit einer Kon- 
stanten y^, eine Poincaresche Ungleichung jedenfalls fiir ein Quadrat Q 
in G besteht: 

( 7 ) Hgifj^YoDQbp], 
vorausgesetzt, da6 ^ die Nebenbedingung 

(8) J J kipdxdy = 0 

erfullt. Nunmehr folgt aus unserem Hilfssatz 2 die Ungleichung 

( 9 ) Hbp]^(T: + QYa)^[v] 

unter dieser Nebenbedingung (8). 1 st nun <p eine beliebige Funktion 
aus so kdnnen wir die Konstante c — c^ derart bestimmen, daB der 
Ausdruck H[(p~c] moglichst klein wird. Es ergibt sich sofort 

'•“TTtL'jV 

G G 


und somit fiir jede beliebige Funktion (p und jede Konstante c die 
Ungleichung 


( 10 ) 


H[<p] 



Da wir nun stets eine Konstante c so bestimmen kdnnen, daB y = 9 + c 
der Bedingung (8) genligt, so folgt sofort mit Rucksicht auf Ungleichungen 
( 9 ) und (10) die Relation (6), welche mit y = t 4-.eyo die Behauptung 
des Satzes 1 ausdriickt. 

Um die Eigenschaft 5|3 zu verifizieren, haben wir nun noch zu zeigen; 

Satz 2. Wenn die Funktionen a, b, q im Gebiet G vom Typ nicht 
sdmtlich identisch verschwinden, so gibt es eine Konstante y, so da /3 fiir 
jedes 93 aus $ die Hauptungleichung 


gilt. 




Wir beachten die schon in § 1, Nr. 2 gemachte Voraussetzung 


(11) + 2brj^-+ ? C* -S « (f* -f »?*) < 
wobei n eine von dem Ort in G unabhangige Konstante ist. Wegen 

(12) A = ifn + c)' + (v?i + 

und der in (11) ausgedruckten Definitheit von A folgt q— •••—■ ^0. 

Es muB also, wenn an einer Stelle die Funktion q verschwindet, 
dort auch zugleich a und b verschwinden. Somit mufl es ein abge> 
schlossenes Quadrat Q innerhalb G geben, in welchem q positiv ist. 
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Wir behaupten, da6 in diesem Teilbereich der Ausdruck q ^ — 

oberhalb einer positiven Konstanten Kq liegen muB. Wiirde er namlich 
an einer Stelle verschwinden, ohne daB a und b dort gleichzeitig ver- 
schwinden, so wiirden wir fiir C = 1 aus den Gleichungen 


ein Wertsystem | und rj mit erhalten, fiir welches A an 

dieser Stelle verschwindet, im Gegensatz zur Voraussetzung (li). 

Es gibt somit fiir das Gebiet Q eine feste untere Schranke fiir 

+ 


( 13 ) 

und daher 

(14) 


, somit gilt in Q 


A 






Aus der Ungleichung (5) von Hilfssatz 2 und § 1, Satz 1 ergibt sich nun 

( 15 ) + 

womit Satz 2 bewiesen ist. 


Endlich beweisen wir zur Begriindung der Eigenwerttheorie folgenden 
Satz 3- Gebiete vom Typ ffl besitzen die Eigenschaft 91. Wir 
zeigen hierzu 

Satz 4 (Friedrichssche Ungleichung) . Zu jedem positiven e gibt es 
eine Anzahl von Koordinatenfunktionen £Oi,..., co^r aus so dafi fiir jede 
Funktion <p aus die Ungleichung 

(16) + 

V W 1 

hesteht. 

Da aus diesem Satze wbrtlich wie in § 3 der Rellichsche Auswahlsatz 
(vgl. S. 489 ) fiir Funktionen cp aus !5) folgt, so ist mit Satz 4 auch die 
Eigenschaft 9i fiir Gebiete S'! bestatigt. 

Zum Beweise des Satzes 4 bemerken wir zunSchst, daB wir uns auf 
ein Normalgcbict B beschranken diirfen. Denn durch Addition der 
entsprechenden endlich vielen Ungleichungen fiir die aus Gebieten B 
sich zusammengesetztcn Normalgebiete ergibt sich sofort eine ent- 
sprechende Ungleichung fiir das Gesamtgebiet G, da jeder einzelne Punkt 
des Gebietes G nur eine beschrinkte Anzahl von Malen iiberdeckt wird. 
Dabei sind als Koordinatenfunktionen fiir das Gebiet G die sSmtlichen 
Koordinatenfunktionen der einzelnen Normalgebiete zu verstehen, die 
auBerhalb dieser Normalgebiete als identisch Null definiert werden. 
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Der Beweis fiir ein Normalgebiet, der durch die Ungleichungen (1) 
und (2) beschriebenen Art beruht auf der Verwendung der Poincareschen 
Ungleichung (la) aus § 3,1 fiir ein Quadrat Q der Seitenlange a 

( 17 ) H,[f] kfdxdyj + 

und auf der schon friiher benutzten Bemerkung, dafi hierin der Faktor 
des I>-Integrals mit gegen Null strebt. 

Wir nehmen zunachst eine feinere Einteilung von B in Quadrate 
und andere Nonnalgebiete vor, indem wir mit einer passend groB 
gewahlten ganzen Zahl M und 

a 

die geraden Linien 

x = (.ia, y = vcr, ju,v = 0, M 

ziehen. So entsteht eine Quadrateinteilung der Ebene 
in Quadrate Q der Seitenlange a. Nun teilen wir das 
Normalgebiet B folgendermaBen in einander nicht uber- 
deckende Normalgebiete Ft,- ein: Jedes der eben betrach- 
teten Quadrate von der Seitenlange a sei eines der if,-, 
wenn dieses Quadrat und das benachbarte dariiberliegende Quadrat 
zu B gehort. Wenn ein zu B gehoriges Quadrat diese Eigenschaft 
nicht hat, so wird es mit demjenigen Teil des dariiberliegenden 
Quadrates, welches noch zu B gehort, zu einem Normalgebiet Kj ver- 
einigt und als dessen Sockel betrachtet. 

Wir beachten nun, daB wegen der gleichmaBigen Stetigkeit der das 
Normalgebiet B definierenden Funktion f{x) eine nur von a abhangige 
GroBe S{a) mit d(cr)->0 existiert, so daB 

\f{xi)-f{x^)\^d{(j) fiir \x^-x^\^a 

gilt. Man hat demgemaB fiir die eben betrachteten nicht quadratischcn 
feineren Normalgebiete K, die in der Definition auf S. 516 genannten 
GroBen a, b, c durch a,(r,2a + d{a) zu ersetzen. 

Nunmehr beweisen wir den 

Hilfssatz: Fiir aUe unsere Normalgebiete Kj und ihre zugehorigen 
Sockelquadrate Q,- •— welche fiir die Gebiete der ersten Art mit diesen 
Gebieten selbst identisch sind — gilt eine Ungleichung der Form 

(18) ' Hxf [y] ^ j Hq^ [9?] + Q Djcj [(p] , 

wobei Q und x nur von a abhangige GrdBen sind, welche mit a zugleich 
gegen Null streben, und wobei (p irgendeine Funktion aus ® bcdeutet. 
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Die Behauptung gilt trivialerweise mit p = 0, t = a, wenn Kj mit Q 
iibereinstimmt. Fiir die iibrigen Gebiete K, gilt gemafi Hilfssatz 1 
auf S. 516 

Hk, M *■ M + (2 <, + <)» i M , 

was unsere Behauptung mit 


Q = {2o + 6Y;^, 


T = 2(2cT+a) ■; 


ausdriickt. 

Nunmehr wenden wir in der Ungleichung (18) auf das Quadrat Qj 
die Poincaresche Ungleichung (17) an und erhalten 


(19) 


J J kfdxdy 

■ Qj 


+ + Qj^Kj [9] 


und nunmehr durch Summation 
(20) H[(p]. 


-^2 A 


f f k<pdxdy \{ra^ + Q^Dx^[<p]. 
■Qj j 


Diese Ungleichung aber enthalt die Behauptung des Satzes 4, indem wir 

.Pi 


xa- 


■ + Q 


& 




ff 


setzen, was mit a beliebig klein wird, und indem 
wir fiir jedes der betrachteten Quadrate Qj eine 
Funktion co, definieren, die auCerhalb Qj identisch 
verschwindet und in dem Quadrat Qj den Wert 

= ]/ -oi-fo 

besitzt. 

2. Notwendigkeit von einschrankenden Be- 
dingungen fiir das Gebiet. Da6 tatsSchlich Ein- 
schrdnkungen fiir das Gebiet G ndtig sind, welche 
sich auf die Verbindbarkeit verschiedener Teile des 
Gebietes beziehen, erkennt man aus den folgenden 
beiden Gegenbeispielen. 

1. Bcispiel eines Gebietes, fiir welches die Poincaresche Ungleichung 
nicbt gilt, die also nicht vom Typ )|8 ist. Wie in Abb. 56 konstruieren 
wir'ein Gebiet G, welches aus einem Quadrat Q 




S-, 


Abb. 56. 


0<a;<2; — l<y<t 

dadurch gebildet ist, dafi wir symmetrisch unendlich viele Paare von 
Quadraten Q, und mit e =» Ci, e*, ... anfiigen, welche durch immer 
diinner werdende HaJse an das Quadrat Q angeschlossen sind. Die 
angehefteten Quadrate Q, und Q^, mdgen die Seiteniange e haben, 
ebenso die geradlinigcn Verbindungshalse 5, und S..,. Die Breite dieser 
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Verbindungshalse sei und fiir die zugehorigen Quadrate mdge e ,->0 
gelten und sein. Wir betrachten eine Funktionenfolge 93, fiir 

f , wobei 

% — j = — -g 

= i in cp..,, 

= 0 in <2 

ist. Offenbar gilt mit A = ^ = t 

H[<p,] = 2 + ls\ D[(p,] = 2s, JJ(pJxdy = 0. 

G 

Es gibt also keine Konstanten 7, mit welchen bei alien Funktionen der 
Funktionenfolge (p^ die Poincar&clie Ungleichung erfiillt ist. 

2. Beispiel eines Gebietes, das nicht vom Typ ist. Es sei G ein 
„Kamm", bestehend aus dem Quadrat R 

0< x<i, i<y<0 

und den „2ahnen“ 

05 £ 7 <t; w = 0,1,2,... 

\\’ir betrachten die Folge 

<p^{x,y) = -^ in--^<j;<-^, ’ <y<1, 

2 

= y in 0<y< 2 , 

= 0 konst. 

Fiir die Folge gilt 

( 21 ) l<H[<p”‘]<'i. .D[(p’”] = 2. 

Offenbar besteht fiir jedes Quadrat Q im Inneren von G die Relation 

J j (p^ dxdy -*■ 0. 

Q 

Also gilt (vgl. Beweis von Satz la aus § 5 ) fur jede Funktion ^ aus |) 

(22) 

Dies aber widerspricht dem Rellichschen Auswahlsatz. Denn wShlen 
wir eine Teilfolge der 93”, fiir die H[(p™ — 9"] ->0 gilt, und bestimmen 
wir zu gegebenem positiven e < ^ die Zahl n so groB, daB fur m > n 
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sodann nach (22) m so groB, daB 

wird, so entsteht nach (21) der Widerspruch 

— 9?^^] ^1 — 2 b , 

Man zeige: Das Gebiet des Beispieles 1 ist auch nicht vom Typus 
wahrend das Gebiet des zweiten Beispieles wohl vom Typus ist. Ferner: 
Fiir das erste Gebiet ist die zweite Randwertaufgabe bei a = b^q = 0 
nicht losbar, und fiir beide Gebiete ist das System der Eigenfunktionen 
unvollstandig. 

§ 9, Erganzungen und Aufgaben. 

Es sollen hier in einer weniger systematischen und nicht durchweg 
ausgefiihrten Form zum Teil in Gestalt von Aufgaben — einige Hin- 
weise auf Erweiterungen und Anwendungen der vorangehenden Theorie 
gegeben werden. 

1 . Die Greensche Funktion von Au, In Kapitel IV haben wir 
unter Beschrankung auf spezielle Gebiete die Greensche Funktion fiir 
die erste Randbedingung konstruiert, wobei die Randwerte Null im 
prazisen Sinne angenommen werden sollten. Die Theorie von § 2 erlaubt 
nun die Konstruktion der Greenschen Funktion fiir einen beliebigen 
Bereich G, wenn wir die Randbedingung im Sinne dieses Kapitels 
formulieren. Wir betrachten z. B. den Fall von zwei unabhangigen 
Variablen. Es seien y die Koordinaten des Punktes P; der Punkt Q 
mit den Koordinaten sei rj die vorgeschriebene singulaie S telle der 
Greenschen Funktion, es sei == [% — ^)® -f g irgendeine 

Funktion aus 5D, welche in einem Randstreifen von G, d. h, jedenfalls in 
alien Punkten, welche vom Rande F einen hinreichend kleinen Abstand 

haben, mit logr iibereinstimmt. Dann betrachten wir das Variations- 
problem I aus § 2 mit / = 0. Ist w seine Losung, so ist 

K[P, re- 

die gesuchte Greensche Funktion. 

Wir konnen dicse Greensche Funktion auch mit einer etwas ver- 
schiedenen, in anderen Fallen bequemer anwendbaren Methode kon- 
struieren: Hierzu bilden wir die Funktion 

(log + 1 - ( -J-)‘ + { ( fur r^R, 

= 0 &yt: r'^R, 

welche fiir f s= 0 die fiir die Greensche Funktion vorgeschriebene Sin- 
gularitat besitzt, und fiir welche T, Tf fiir r — R verschwindet sowie 

/«^2' = |(l-(-^)‘) i^r^R, 

= 0 fiir r J? 


stetig ist. 
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Die Funktion / besitzt stiickweise stetige erste Ableitungen in G und 
ist stetig in G + r, geniigt also den Voraussetzungen bei unserem Pro- 
blem I aus § 2. i? sei so klein gewahlt, dafi der Kreis Ks mit dem 
Radius R um <2 noch ganz zu G gehort. Dann betrachten wir das 
Variationsproblem mit p = 

D[f] — 2H[f,<p] 

zum Minimum zu machen, unter der Bedingung : 93 in 2). Die Losung v, 
welche nach § 2 existiert und zu ^ gehort/ geniigt der Differential- 
gleichung 

/}v -^ / = Av J T = 0 

und die Funktion 

u = v -j- T 

ist offenbar die gesuchte Greensche Funktion. Sie hangt von der 
speziellen Wahl des Radius i? nicht ab; denn die Differenz zweier, zu 
verschiedenen Werten Rj und Rj gehbrigen Funktionen u wiirde eine zu 

0 

$ gehorige iiberall in G regulare Losung der Potentialgleichung sein, 
muB also zufolge § 2 identisch verschwinden. 

Es sei daran erinnert, daB — fiir einfach zusammenhangende 
Gebiete G — die Konstruktion der Greenschen Funktion fast unmittelbar 
die konforme Abbildung von G auf den Einheitskreis liefert (vgl. Bd. I, 

s. 327). 

Die zuletzt dargelegte Methode kann auch ebenso zur Konstruktion 

der Greenschen Funktion fiir die zweite Randbedingung -q- = 0 benutzt 
werden. 

Wir wahlen hierzu fiir f die Funktion 

i^AT-c. 

wobei die Konstante c so bestimmt wird, daB 

= 0 

ist. Dann besitzt das Variationsproblem 

zum Minimum zu machen bei Zulassung aller Funktionen aus %, 
eine Losung v aus so daB 

Av AT —c == 0 

ist und die Funktion 

u = v T d. 

mit irgendeinem konstanten d geniigt der Differentialgleichung 

Au^c, 


f j fdxdy 
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ist also die gesuchte Greensche Funktion. Wir konnen sie, da d 
willkurlich ist, durch die Zusatzforderung 

if udxdy 

eindeutig festlegen* DaB sie dann von dem gewahlten Radius R nicht 
abhangt, erkennt man folgendermaBen : Fiir die in G zu g gehorige 
Differenz w = von zwei solchen Funktionen, welche zu ver- 

schiedenen Radien ifj, Rg gehoren, ergibt sich 

Aw^k, k = konst., f f wdxdy=:0. 

Auf Grund der Greenschen Formel folgt 

2 )[^]~ — Hlw,Aw]= — k [ f w dx dy 0. 

V 

Also ist w = konst, und daher wegen der Zusatzbedingung w = 0. 

2. Dipolsingularitat. Fiir die geometrische Funktionentheorie, ins- 
besondere die Theorie der konformen Abbildung, sind von besonderer 
Wichtigkeit solche Potentialfunktionen, welche an einer gegebenen Stelle 
eine Singularitat vom Charakter eines Dipoles haben und die zweite 
Randbedingung erfiillen Sind r und '& Polarkoordinaten um den 
Dipol, so ist die Singularitat durch 



dargestellt. Wir konnen diese Dipolpotentiale wiederum nach der Methode 
von Nr, 1 durch ein Variationsproblem charakterisieren und somit ihre 
Existenz aus der Theorie der vorangehenden Paragraphen schlieBen: 
Zuntchst definieren wir eine Singularitatenfunktion 

= 0 f iir r ^ i? , 

so daB sie auBer bei r = 0 mit den Ableitungen zweiter Ordnung stetig 
ist. Die Funktion 

f^AT = fdr r^R, 

= 0 fur ^ i? , 

fiir welche offenbar , ^ 

/ f fdxdy~0 

G 

gilt, ist stetig und hat stiickweise stetige erste Ableitungen, erMlt also 
alle Voraussetzungen , welche in § 6 gestellt wurden; somit besitzt 
das Variationsproblem: , 

‘ Vgl. Couhant: Creltes Journ. Bd. i6S, S. 249ff- und Hurwitz-Courant; 
Funktionentheorie, Teil III. 
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durch eine Funktion aus ® zum Minimum zu machen, eine bis auf eine 
additive Konstante eindeutig bestimmte Losung w. Die Funktion 

u=^w -\- T 

ist die gesuchte Potentialfunktion. Zufolge der Bemerkungen in der 

folgenden Nr. 3 besitzt die zu u konjugierte Potentialfunktion v an 

jedem nicht punktformigen stetigen Randstiick konstante Randwerte. 

DaB die Funktion u unabhangig vom Radius R ist, ergibt sich 

wiederum folgendermaBen: Die Differenz w zweier solcher Funktionen 

ist in G iiberall regular, gehort zu g und S) und erfiillt die Differential- 

gleichung Aw = Q sowie die zweite Randbedingung. Daher ist wegen 

der Greenschen Forme! , 

D[w\ = 0 , 

also = konst., wie zu beweisen war. 

Da R beliebig klein genommen werden darf, schlieBe man hieraus 

folgende, zusammen mit der Singularitat ~ cos'd' die Funktion « kenn- 

zeichnende Eigenschaft: Ist C irgendeine in einer Umgebung von r = 0 
verschwindende Funktion aus S, so gilt 

D[M,t] = 0. 

3. Randverhalten bei J u = 0 und zwei unabhangigen Verander- 
lichen fur die zweite Randbedingung. Gehort / zu 2), so gibt es zu 
der Losung von 

Au = — f 

im Randstreifen S, wo / = 0 ist, eine konjugierte Potentialfunktion v. 

Es gilt dann der Satz: Bei der zweiten Randbedingung besitzt die 
konjugierte Potentialfunktion v langs jeder zusammenhangenden nicht 
punktformigen Randpunktmenge stetige, und zwar konstante Rand- 
werte 1 . Fiir geradlinige oder kreisbogenformige Randstiicke gilt: Die 
Losung u laBt sich durch Spiegelung fiber diese Randstficke hinaus ana- 
lytisch- fortsetzen, und auf diesen Randstficken mit der Bogenlfinge s ist 

du dv 

4. Stetige Abhangigkeit vom Gebiet. Die grundsatzlich wichtige 
Frage nach der stetigen Abhangigkeit der Losungen von Randwert- 
problemen vom Gebiet kann im Falle der Differentialgleichung 

Au = — / 

mit / in ® und bei der zweiten Randbedingung durch folgenden Satz 
beantwortet werden. Es sei Gj, Gj, ..., G„ eine Folge von Gebieten. 
welche monoton gegen das Gebiet G konvergieren, d. h. fur welche G„ 

‘ Zum Beweise vgl. Courant; Crelles Journ. Bd. 165, S. 25 Sff. bzw. Hurwitz- 
Courant: Funktionentheorie, Abschnitt III. 
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in + i und jeder Punkt von G in alien auBer hochstens endlich vielen 
Gn Kegt. 1st der Punkt 0 mit r = 0 alien Gebieten gemeinsam, ist / 

eine Funktion aus und % die Losung des Randwertproblems fiir 
die in 0 verschwindet, und die zweite Randbedingung erfiillt, ist .end- 
lich u die entsprechende Losung fiir G, so ist 

u = lim Un 

»->co 

und die Konvergenz ist gleichmaflig fur jedes innere Teilgebiet von G. 
Beweis Die Funktionen u„ sind Losungen des Variationsproblems : 

M ~ 2 Hq^ [/, 95 ] 

zum Minimum zu machen bei Zulassung von Funktionen 95 aus . 
Die Minima seien d„. Entsprechend sei d das Minimum fiir das Gebiet G, 
u die zugehorige Losung. Von einem gewissen n ab, sobald namlich 
aufierhalb iiberall / = 0 gilt, haben wir offenbar fiir jede Funktion 
(p aus 

Do [<p] -2 HoU.f]^ Do„ [<p] - 2 [/, 9 ^] ; 

also gilt dann 

d„^d. 

Andererseits erkennt man , daB die Funktionen — u„ fiir m > « 
in regulare und beschrankte Potentialfunktionen sind. Hieraus 
entnimmt man leicht (vgl. Kap. IV, S. 249), daB sich eine Teilfolge «„ 
auswahlen laBt, welche in jedem abgeschlossenen Teilgebiet G' von G 
gegen eine Grenzfunktion v konvergiert, so daB auch die ersten Ablei- 
tungen von u„ gegen die von v streben und die Konvergenz gleich- 
railBig ist. Daraus aber folgt fiir jedes Teilgebiet G' 

Do' [«] -2 Ho [/, v] ^ lim {Dq^ [u„] - 2 Ho^ [/, u„]}md, 

n-^oo 

also z.B. zuch Do, ^[v]— 2 Ho^^^[f,v]s,d. Indem wir nun m gegen unendlich 
streben lasscn, erhalten wir Do [u] — 2 iTc [/, v]-:Sdi somit liegt v in 
ist also zulassig, und die letzte Relation ist mit dem Minimumcharakter 
von d nur vertraglich, wenn das Gleichheitszeichen gilt. Wir haben also 

Do[v]~2Ho[f,v] = d 

und somit ist v = m die Losung des Problems fur G. DaB nicht nur eine 
Teilfolge u„, sondern die Folge selbst gegen « strebt, folgt jetzt sofort 
aus der eindeutigen Bestimmtheit von «. 

6, Obertragung der Theorie auf unendlich ausgedehnte Gebiete G. 
Die Ldsung der Rand- und Eigenwertprobleme laBt sich auch auf den 
Fall iibertragen, daB G sich ins Unendliche erstreckt. Dabei mussen uber 

* Vgl. Horwitz-Courant: Funktionentheorie, 1931, S. 47lff. 
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das Verhalten der Koeffizienten a,b,q im Unendlichen einschrankende 
Voraussetzungen gemacht werden. Wir fordem, da6 

A (i, rj, 0 + + 

gilt, wobei cine mit ^ gegen XJnendlich strebende Funktion von 
r = ist. Offenbar strebt dann auch q mit r gegen Unendlich. 

Alsdann besteht wieder die Hauptungleichung 


H[q)]^yE[(p] 

und der Rellichsche Auswahlsatz fiir Funktionen cp aus ®. Man beweise 
sie und ftihre mit ihrer Hilfe die Theorie der Rand- und Eigenwert- 
probleme bei der ersten Randbedmgung durch. 

Zur Behandlung des Randwert- bzw. Eigenwertproblemes bei der 
zweiten und dritten -Randbedingung muC man die Natur des Gebietes G 
noch. einschranken, um die Forderungen bzw. 91 aus §§ 6 , 7 zu erfullen. 
Wir fordem etwa, dafi der Durchschnitt von G mit jedem endlichen Kreise 
von Typ ill ist. Man ftihre unter dieser Voraussetzung die Theorie durch. 

Ein geiaufiges Beispiel ist die Theorie des harmonischen Oszillators. 
Hier haben y^ix p = a = b = 0, q = cr^, wo c eine positive Konstante, 
das Gebiet die voile Ebene ist. Die Differentialgleichung des Eigen- 
wertproblemes lautet ^ 1 

ZIy— = 0. 

6. Anwendung der Methode auf Differentialgleichungen vierter 
Ordnung. Transversaldeformation und Schwingungen von Flatten. 

Zur Behandlung der Rand- und Eigenwertprobleme fiir den Diffe- 
rentialausdruck 

A A U — U^g Xx'T' 2Uggyy ~T Uyyyy 

. 0 

(vgl. Bd. I, S. 263 ff.) ftihre man neben den Raumen iD, 5) noch 

die Raume SJ, t, t folgendermaBen ein: S) besteht aus alien einmal 
stetig, zweimal stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen (p aus 

5D, fiir welche r /• „ « « . 

KW] = jj{<plx+2cply^(ply}dxdy 
existiert. ^ 

S besteht aus alien ^ in ff, welche in einem Randstreifen identisch 
verschwinden. ff besteht aus alien Funktionen xp aus ff, welche sich 
durch eine Folge 93 ” von Funktionen aus ff so approximieren lassen, dafl 

H-W — 0 , D[(p“—(p]-^0, K[qf — 93 ] ->-0 
Im Variationsproblem kann man an Stelle von K allgemein 
K,[xp] = [\-lAK[q>]^lxH[A(p] 

mit konstantem fi, setzen, wobei der Eulersche Ausdruck 

unverdndert bleibt, wohl aber die Randbedingungen, auBer der ersten, 


gilt. 
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den Parameter ji enthalten. (In der Theorie der Flatten bedeutet i.i 
den Querdehnungskoeffizienten.) Die Durchfiihrung der Losung bleibt 
fiir alle Werte von dieselbe (auch fiir = 1, bis auf die Feststellung 
der prazisen Annahme der Randwerte der Ableitungen). 

Man beweise die Identitat 

KM=K[cp] 

fiir 9? in 

Man beweise ferner die Hauptungleichungen 
H[^-\^yD[q>-\Sy^K[<p] 

mit konstanten y und sowie den Rellichschen Auswahlsatz fiir 

Q 

Funktionen 9? aus S. Dabei besagt der Auswahlsatz, da6 aus der 
gleichmaBigen Beschranktheit der Integrale D[(p'''] und 

die Moglichkeit einer Auswahl von Funktionen (p^ mit Z) [9?*'— 97^] 0 

und H besteht. (Es wird sogar die Folge <f selbst gleich- 

maBig konvergieren; siehe unten.) 

Randwert- und Eigenwertproblem bei der ersten Randbedingung 

0 0 

lassen sich nunmehr — bei Ersetzung von ® durch S — ebenso f ormulieren 
und losen wie in §§ 2, 3. 

Bei der Durchfiihrung ubertragen sich alle Schliisse aus §§ 2 , 3, 5 , 6 , 7 
mit Ausnahme von Satz 1 aus § 5 , der eine Sonderbehandlung erfordert. 
Zunachst beachte man, daB hier eine Minimalfolge in jedem echten Teil- 
gebiet G' von G gleichmafiig konvergiert, woraus sich die Konstruktion 
einer Grenzfunktion und Satz fa von § 5 unmittelbar ergibt. 

Um die zweimalige stetige Differenzierbarkeit der Grenzfunktion u 
nachzuweisen, wird man fur u eine Inte jaldarstellung der Form (13) 
§ 5 ableiten mrissen. Hierzu verwende man an Stelle des Analogous 
der Funktion Wr eine Funktion 

>?W logr, 

wo ri[r) eine hinreichend oft ~ etwa achtmal — stetig differenzierbare 
Funktion ist, welchefiirr< -^-denWertf hatundfurr>i?verschwindet. 

Man fiihre die entsprechende Modifikation der SchluBweisen von 5, 
Nr.f durch A 

Das erste Randwertproblem der Platte wurde voe der Variationsrechaung 
her 25am ersten Male von G. Fnami geldst. (Vgl II principio di minimo e i teoremi 
di existenjsa ...» Rendiconti Palermo, 1907.) Sowohl Randwert- als anch Eigen- 
wertproblem wurde von W. Ritz behandelt [Crelles Jonrnal Bd, 135 (1909) nnd 
Ann, Physik 1909, sowie gesammelte Abhandlnngen passim], Vgl im iibrigen 
ancb Ittr andere Randbedingnngen zut hier gegebanen Darstellnng insbesondere 
K. Feiedricms: Math, Ann, Bd. 98 (1927) S, 2061 

Hiygik II. 
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DaB die vorgeschriebenen Randwerte fiir u und die Ableitungen u^, 
Uy tatsachlich exakt angenommen werden, folgt ahnlich wie in § 4 : und 
zwar gelten jene Betrachtungen unmittelbar fur die Funktion u selbst; 
da jedoch die Exist enz von D[A(p] nicht feststeht, muB man sich fiir 
die Ableitungen auf eine leicht zu beweisende Ungleichung der folgenden 
Form stiitzen: 

[A<p]^c F [AAcp]+± [A q ,] , 

wobei c eine Konstante ist und ifa* die in § 4 angegebene Bedeutung 
haben. 

Die Behandlung der zweiten Randbedingung und dritten laBt sich 
entsprechend wie in §§ 6, 7, 8 bei beliebigem aus 1 durchfiihren. 

7 . Erste Randwert- und Eigenwertaufgabe der Elastizitatstheorie 
bei zwei Dimensionen. Die Theorie der elastischen Deformationen ist 
ein anderes Beispiel, fur welches sich die ganze Theorie der §§1 — 5 
fast ohne weiteres ubertragen IdBt. Nur die Uberlegungen von § 5 , Nr. 1 
miissen modifiziert werden, da es sich hier um andere Singularitaten 
der Grundldsung handelt. Wir beschranken uns auf zwei Dimen.sioncn, 
d. h. tangentiale Deformationen einer Platte. Zur Formulierung der 
Probleme ist es zweckmS.6ig, Abkiirzungen einzufiihren. 

Wir bezeichnen (statt x, y) Punkte einfach mit x, schreiben 
fiir Doppelintegrale J f ...dxidx^ = f ...dx und fiir ein System von 
zwei Funktionen (p^ (Zj, Zj), {^i> ^2) einfach 9) (z) = {(p-y (Zj z^), cp^ (Z], Zu) ; 
ferner fiir die Ableitungen 


Wir betrachten wiederum einen offenen Bereich G mit dem Rande i^und in 
ihm die beiden quadratischen Formen 

I {T’li + WIA + fix + 92,2} d X . 

(r 

* 0 

Die Raume 35, ® sind ebenso definiert wie in § 1 . Der Deformations- 

vektor der iiber G ausgebreiteten Platte sei 9 (z) ; er liege in 3). Am Rande 
r sd eine Deformation gegeben durch ein Funktionssystem g(z) derart, 
daB verlangt wird: 

(p—g liege in 3). 

Die doppelte potentielle Energie der Deformation <p ist mittels zweier 
positiver Elastizitatskonstanten a, b durch 

E [f] ~ j {a 9^2,2)® + « ( 9 ’i ,2 + 9 ’ 2 ,i)* + b{<pi,y -H (^2,2)““} dx 
gegeben. 
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Der zu E [q)] gehdrige Variationsausdruck ist bis auf den Faktor 2 fiir 
einen Funktionsvektor (p {x) mit stiickweise stetigen zweiten xA^bleitungen 

L [93] = {aA <pi + + 9)221), aA + 6(931,13 -f- 933,22)}- 

Er driickt die Dichte der Krafte aus, welche durch die Deformation 
entstehen, und ist selbst wieder ein Funktionsvektor. 

O 

Nun gilt der Satz: Zu gegebenem g in ® existiert ein Deformations- 

o 

vektor u in so daB m— g in ® liegt, daB u stiickweise stetige zweite 
Ableitungen besitzt, daB 

L[u] — 0 

und daB 

E[ip]>E [m] 

gilt fiir 93 + M in 2) und 93 — g in ®. 

Zum Beweise stiitzt man sich zunachst auf die Greensche Formel: 
fiir 9) in 2 ), 93 in S), L [93] in gilt 

E[q>.xp]^H[L[tplxp], 

wic man zunachst fiir 9) in ® und nachtragliches AbschlieBen beweist. 

Weiterhin besteht genau wie in § 2 wieder eine Hauptungleichung 
der Form: 

(1) ^ H[<p-]&yE[<p]. 

giiltig fiir allc <p aus 3). 

Der Beweis dieser Hauptungleichung ergibt sich im folgenden Zu- 
sammenhange: Zunachst stellen wir eine Identitat auf, welche die 
Integrale der drei in £[93] vorkomnjenden Ausdriicke (931,1— -933.3)“, 
+ fa, 2)* nuit dem Integral des vierten Ausdruckes- 
(931,3 — 933,1)“ zum Ausdruck D{(p] zusammensetzt: 

/{ (9^1,1 9^2,2)* + [fiA + 9’2,i)* + (9’i,i H" 933,2)“ + 

+ (931,2 — 933,1)“} dx = 2 D [ f ]. 

Aus ihr folgt sofort : Ist 2 c die groBere der beiden Zahlen a und h, so gilt 
ftir aUe 93 aus 5 D 

( 3 ) E[(p]sicDiq,]. 

Weiter benutzen wir die Identitat 

I{(pu-H%)* + i9i.i + (9’w + 

(9’i,2 9’2,i)*} dxs=0 . 

Sie gilt fur alle 93 aus S). Zunachst beweise man (4) Mr 93 aus Die; 
linke Seite von (4) ist 

— 2 / {931,1 933,3 9 ’ i ,2 9 ’ 2 , i } * =»= 2 f cpid(pi=^ 0 , 

a r 
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weil der Integrand die Funktionaldetenninante der im Randstreifen 
verschwindenden Funktionen (pi, (pz ist. Dutch AbschlieBen erweitert 

man den Giiltigkeitsbereich von S auf S. Sodann folgt unmittelbar 
aus (2) und (4) sowie der Definition von E [<p] fiir (pin% die Ungleichung 

(5) aD[<p]^E[(p] 

und aus ihr (1) wegen der friiheren Hauptgleichung aus § 2. 

Nunmehr betrachtenwir eine Minimalfolge f des Variationsproblemes.- 

^t?’] 

zum Minimum zu machen mit Funktionssystemen f aus S, fiir welche 

0 

(p — g in 5) liegt. Genau wie in § 2 ergibt sich fiir alle Systeme ^ aus i. 

und auf Grund von (5) und (1) 

D -^0, H [?)’'— 95 "] 0 . 

Die tibertragung der weiteren Schliisse aus § 2 beruht einmal auf 
Satz 2 aus § 5, der hier unverandert gilt. Sowie auf Satz \ aus § 5, dessen 
Beweis sich hier mit der Methode aus Nr. 8 dieses Erganzungsparagraphen 
erbringen laBt. Man fiihre den Beweis durch, indem man an Stelle der 
Singularitatenfunktion logr den folgenden Grundlosungstensor benutzt: 

/oclogr-^-^-. 

\ alogr-^*/ 

wobei 

ajr } c,_ * 

„{± + 6 ) + 

mit ji = Xi — xt = y\ gesetzt ist. 

Man fiihre femer die Eigenwerttheorie des Differentialgleichungs- 
problemes i [«] -f A m mit erster Randbedingung dutch. Eben.so zeige 
man, daB die Aussagen iiber die Annahme der vorgeschriebenen Rand- 
werte aus § 4 hier ebeiifalls gelten. 

Eine weitere Aufgabe ist die tibertragung der Methode auf drci 
Dimensionen. 

8. Andere Methode zur Konstruktion der Grenzfunktion. Die 
Methode zur Konstruktion der Grenzfunktion aus § 5 und zum Beweise 
des Satzes f a in § 5 beruht wesentlich auf der explizit bekannten Gestalt 
der charakteristischen Singularitat fiir die Grundlosungen des Differential- 
ausdruckes Au. Wir woUen hier kurz eine andere Methode skizzieren. 
welche formal weniger einfach erscheint, sich jedoch auch auf solche 
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Falle iibertragen laBt , wo die Singularitat der Gnmdlosung komplizierter 
ist (vgl. das Beispiel aus der Elastizitatstheorie in der vorangehenden 
Nummer 7). Es genugt, die Methode fiir den in § 5 behandelten Fall 
darzustellen. Das Wesentliche dabei ist einmal die Konstruktion einer 
Grenzfunktion und sodann fur sie die Gewinnung einer Integraldarstel- 
lung, aus welcher sich die gewiinschten Differenzierbarkeitseigenschaften 
ergeben. 

Wir fiihren mit r^ = {x — ^o)^+( 3 ' — yo)^ Funktion ' (r) ein, 

welche viermal stetig differenzierbar ist und fiir welche 

ri(r) = 0 fiir 

= i fur r ^ — 

gilt. Dann setzen wir 

5 (% Vol X, y) =rj{r)-~\ogr. 

Diese vom Parameterpunkt Xq, abhangige „PammetnxfunUion‘‘ S 
gehdrt als Funktion von x, y zu aber nicht zu obwohl sie stetige 
erste Ableitungen aufler bei x= x^, y = y# besitzt. Dagegen ist A<p, 
wobei sich die Differentiation auf x, y bezieht, wieder eine zweimal 
stetig differenzierbare Funktion in G. 

Mit Gr sei wieder das Gebiet aller Punkte y^ bezeichnet, fiir welche 
der Kreis r^R ganz im Inneren von G liegt. Fiir Xq, y^ aus Gr ver- 
schwindet S samt Ableitungen in einem Randstreifen. Mit wollen 
wir stets eine Funktion bezeichnen, die auBerhalb Gg/j identisch ver- 
schwindet. 

Wir fiihren nun mittels der Funktion (p folgende drei Operationen ein ; 
U Iqi] = fJS {x, y ; *1, yi) f (%, y^) dx^dy^ 

= yo) 5 (*o. yoi y) <^^o^yo 

*i.yi)9»*.{%.yi) + (*.y;*i.yx)9jy,(*i.yi)}<^Vy. 

G 

W [(p] =//zli S {x, y; «i, yi) f (%, y,) dx^ dy^, 

G 

WO der Index 1 in Zlj bedeutet, daB sich die Operation J auf die Variablen 
Xj, yi bezieht. Diese Operationen erzeugen aus Funktionen 9 ? aus 2), 
in Gr definierte Funktionen, welche zum Raume bzw. bzw. 
fiir jedes abgeschlossene Teilgebiet G' von G gehoren. Dies ist ohne weiteres 
ersichtlidh, wenn fiir die Operationen U und W die Funktion (p stetig, fiir 
die Operation V stetig differenzierbar ist; dann sind die erzeugten Funk- 
tionen selbst stetig differenzierbar bzw. stetig. Man zeige sodann, daB sie 
sttickweise stetig differenzierbar bzw, stiickweise stetig bleiben, wenn fiir 
<p nur stiickweise Stetigkeit bzw. stiickweise stetige Differenzierbarkeit 
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vorausgesetzt wird, und gewinne schlieBlich die obige Behauptung. Yer- 
schwindet (p auBerhalb so sind diese Funktionen im ganzen Gebiet G 
definiert und verschwinden auBerhalb gehdren also bzw, zu 5^, T- 
Man beweise fiir unsere Operationen die folgenden Identitaten: 

1. Fur (p in S, ^ 2 R 

( 1 ) = 

2 . Fiir (p in 2 ), C2fi in ® 

(2) V[<p]]=D[U[Q,R],q>]. 

Diese Identitaten driicken ledigjlich Integrationsvertauschungen aus. 

3. Fiir 9? aus Jv gilt 

V[cf] = -U[A(p], 

wie man durch partielle Integration erkennt. 

4. Fiir (p aus S gilt die Darstellungsformel 

( 4 ) , cp^V[<p]-W[(p], 

die sich durch Integration liber Gebiete ei'gibt, welche durch AusschluB 
von Kreisen r<e entstehen, wenn man dann den Grenziibergang k-vO 
vornimmt. 

Es sei nun (f eine Folge, welche den Voraussetzungen des Satzes 1 
aus § 5 geniigt. Dann ordnen wir ihr-die Folge 

(5) ^ [/-?>■'] -F/ [9*1 

zu. Man zeige, daB sie gleichmaBig in G^i gegen eine dort stetige Grenz- 
funktion u strebt. Mit dieser Funktion u gilt dann: 

Satz la. Fur § ist 

(6) Ho,,gzR,f—u]^Q. 

Es gentigt offenbar 

nachzuweisen. Nun ist nacb (4) 

f—f'‘ = v [93’] —U[f—q* f] , 
also nach (2) und (1) 

Hg , - f- f] = D-[U g,Rl 93 '] -H[U[^,R,f-q* f] . 

Da UlC^s] aber zu $ gehort, strebt die rechte Seite nach Voraussetzung 
(10) von § 5 gegen Null; damit gilt (6) und Satz la ist bewiesen. 
Setzen wir in Satz 1 a 

S3R~A<p{x^,yo: x,y) bzw. !;zr=^ q*{x, y) S{x^,y^\ X, y) , 
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so entsteht mit in ^ZR 


Oder nach ( 5 ) 


W [9)”] -*W[u], U [q* (p’] U [9* u] 
U[f-q*u]-W[u]. 


D. h. fiir u besteht in die Darstellung 


( 7 ) u=U[f-q*u]-W[u]. 

Aus ihr schlieBe man die Satze 1b und Ic, d. h. zweimalige stetige 
Differenzierbarkeit von u und die Relation zIm— 9* m = — /, somit den 
Satz 1 aus § 5 


§ 10. Das Problem von Plateau. 

In diesem letzten Paragraphen wollen wir eine Ldsung des schon 
friiher (Kap. Ill, § 7 , S. 174 und §2, S. I34) formulierten Plateauschen 
Problemes auf Grund von Variationsmethoden geben. Dabei wird von 
den vorangehenden Ausfuhrungen dieses vorliegenden Kapitels nur die 
in §1, Nr. 1 bewiesene elementare Minimumeigenschaft, der Potential- 
funktion fiir den Kreis benutzt^. 

1. Problemstellung und Ansatz zur Losung. Wir definieren ent- 
sprechend den Ausfuhrungen in Kap. Ill, § 2 und 7 eine Minimal- 
flaclie im Raume der rechtwinkeligen Koordinaten x,„ Oder des 

Ortsvektors jc als eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, welche durch 
zwei Parameter u, v folgenderraaBen dargestellt werden kann: Im 
Variabilitatsbcreich B der u, u-Ebene seien die Koordinaten x, regulare 
Potentialfunktionen von u und v: 

Oder kurz ■ % 0 

(1) 4Ie = 0, 
welche zudem noch den Bedingungen 

( 2 ) E~Cr^0,F = 0 

mit 

geniigen* ^ 

^ Vgl z\x cteer M<sthode u. a. Coukant: Math., Ann. Bd. 97. 

* Die erste allgemeine Ldsung des Plateauschen Problemes wurdc 1932 un- 
abhtogig von J. Douglas und T. Rad6 gegeben. Literatur siehe vor allem bei 
Rad6; On the problem of Plateau. Erg. Math. Bd. 2. I933i und Douglas; Bull 
Amer. math. Hoc. 1933. S. 227 ii . Die vorliegende Darstellung beruht auf den 
Ablmndlungen von R. Couranx; Nat. Ac, Sci. Wash., Juni 1936, S. 368ff. und 
Ann. Mathi' Bd. 3S (1937) S. 679fL 

Douglas geht von ainem iKsuartigen Minimumproblom fbr ein Funktional aus, 
welches das Dirichletsche Integral unter Beschrhnkung auf Potentialfunktionen 
durch ein Randintegral ausdrtickt, wahrend hier ohne diese Beschrankung das 
Diiichletftche Integral salbst als Grundlage dient. Ra 0<S benutxt konforme Ah- 
bildung von Polyedern als wesentllches Hilfsmittel. 


m- I? 
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Fiir m = 3 ist dies die in Kap. Ill gegebene Definition. Unsere 
Bedingungen driicken aus, daB der Bereich B der u, w-Ebene auf die 
Minimalflache konform abgebildet ist ; speziell fiir m = 2 handelt es sich 
einfach um die konforme Abbildung von B auf einen ebenen Bereich 
der :^ 2 'Ebene. 

Setzt man , . 

w = 

so ist 

( 3 ) Xj==nfj{w) 

der Realteil einer in B analytischen Funktion /,(w). Die Bedingungen 
( 2 ) driicken fiir die analytische Funktion von w 

(4) (p(w) = {E-G)-2iF = Ji:fj{w)^ 

i 

die Forderung aus: 

(5) 9j(w)=0. 

Das Problem von Plateau in der einfachsten Form — die wir hier allein 
behandeln woUen — verlangt nun, eine Minimalflache zu konstruieren, 
welche von einer vorgegebenen doppelpunktfreien stetigen Kurve F des 
i'-Raumes berandet wird. Mit anderen Worten, es wird gefordert, den 
Potentialvektor j gemaB (I) und ( 2 ) so zu bestimmen, daB durch ihn 
der Rand des Gebietes B stetig auf die Kurve F abgebildet wird. 

Als Gebiet B wahlen wir den Einheitskreis ■+■ v^<i mit dcm 


und den Polarkoordinaten r, ■&. Es wird somit gefordert, daB der Vektor 
{ = fiir r = 'l eine stetige Abbildung von C auf F vermittelt, 

wobei selbstverstandlich verschiedene Punkte von F Bilder verschiedener 
Punkte auf C sind, die Abbildung von C auf F also ,, monoton" i.sth 

Wir betrachten zur Orientierung zunachst den Spezialfall m — 2. 
Das Problem wird hier gleichbedeutend mit dem der konformen Abbildung 
des Einheitskreises B auf das durch F begrenzte einfach zusammen- 
hangende Gebiet G der x^, ^ 2 -Ebene. Um die Losung dieser Aufgabe 
zu kennzeichnen, kann man mit Riemann von dem folgenden Variations- 
problem ausgehen: 

Es seien x — Xi{u,v), y = x^iu, v) zwei im abgeschlossenen Einheits- 
kreis stetige und im Inneren mit stiickweise® stetigen Ab- 

leitungen versehene Funktionen, so daB durch dieses Funktionenpaar, 
— bzw. den Ortsvektor ]c{u,v) mit den Komponenten Xi und %■— der 

1 Eindeutige Umkehrbarkeit der Abbildung wird nicht ausdrlicklich im Problem 
gefordert — ergibt sich vielmehr als Konsequenz von .selbst (vgl. z. B. Courakt, 
.Ann, of Math. Bd. 38, S. 696) . 

- Vgl. FuBnote auf S. 473. 
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Einheitskreis B auf das Gebiet G abgebildet wird, wobei der Rand C 
des Einheitskreises stetig in den Rand F von G (ibergeht. Dann soil 
das Integral 

(6) //{(«»— y.)® + («» + 

B 

durch passende Wahl des Funktionenpaars x, y bzw. des Vektors i (u, v) 
zum Minimum gemacht werden. Fiir dasjenige Funktionenpaar, welches 
eine konforme Abbildung von B auf G liefert, also die Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungen erfiillt, wird offenbar das Minimum, namlich 
der Wert Null, erreicht. 

Wir konnen den Integranden in (!) in der Form schreiben 
"b ~t” y« "i" Vv ^(^uyv y«) • 

Beachten wir nun, daB das Integral des zweiten Bestandteiles den 
doppelten Flacheninhalt des Gebietes G darstellt, also von der speziellen 
Wahl des Vektors j unabhangig bekannt ist, so erkennen wir, daB wir 
statt des obigen Variationsproblems auch das aquivalente setzen konnen: 
Unter den obigen Bedingungen soil das „Dirichletsche Integral" 

D[l] =// isl + I^:) du dv 

B 

zum Minimum gemacht werden. Die Losung dieses Minimumproblems 
muB, wenn wir fur den Augenblick die Moglichkeit der konformen Ab- 
bildung als bekannt ansehen, durch einen Potentialvektor % mit 

(7) + = 0 

geliefert werden, welcher auBerdem wegen der Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen noch die Konformitatsbedingungen 

(8) j® = E~G = 0 j„e„ = F = 0 
erfiillt. 

An diesem letzten Variationsproblem ist das Eigentiimliche, daB 
die Eulersche Differentialgleichung die Gleichung (7) ist. Die geforderte 
Randabbildung von C in f entspricht einer festen Relation zwischen 
den Randwerten von » und y, und der bei der Randabbildung ver- 
bleibende Freiheitsgrad muB seinen Ausdruck in einer weiteren „natur- 
lichen" Randhedingung finden, die mit den Zusatzbedingungen (8) 
Squivalent ist. 

In der Tat haben diese Zusatzbedingungen nur scheinbar den 
Charakteir von zwei neuen, fiir das ganze Gebiet G geforderten Be- 
dingungen (vgl, Kap. in, § 2). Da ntalich fiir jeden Potentialvektor j 
der Ausdruck (4) eine analytische Funktion der komplexen Variablen 
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ist, SO geniigt es z. B., das Verschwinden des Realteils dieser Funktion 
am Rande zu fordem, um damit, abgesehen von einer additiven Kon- 
stanten, das identische Verschwinden von cf>[w) iind damit die Bc- 
dingung (2) im ganzen Gebiet zu sichein. 

Diese Bemerkung legt es nun nahe, den Zusammenhang umzukehren 
und dann nicht nur den Riemannschen Abbildungssatz von dem eben 
formulierten Variationsproblem anzugreifen, sondern sofort das folgende 
ganz entsprechende Variationsproblem fiir einen Vektor i>) mit m 
Komponenten {u, v) {i == i,... m) zu betrachten : 

Im Einheitskreis B der u, v-Ebene betrachten wir Vektoren i mit den 
m Komponenten .r, (u, v), welche im Inneren des Einkeitskreises stuckweise 
stetige Abbildungen haben, im abgeschlossenen Einheitskreis B A' C stetig 
sind uni den Rand C des Einkeitskreises auf eine vorgeschriebene Kurve P 
des m-dimensionalen i-Raumes stetig ahbilden. Unter diesen Vektoren isf 
ein soldier gesucht, fiir welchen das Dirichletsche Integral 

'D[e] = // {it + dudv 

I! 

einen Minimumwert d annimmt. 

Wir werden im folgenden zeigen, daB dieses \'ariationsproblem eine 
Losung besitzt, und daC diese Losung durch einen Potential vektor v 
mit d f == 0 gegeben wird, welcher auBerdem noch die Bedingungcn (4) 
befriedigt. Somit werden wir durch Behandlung unseres \'ariations- 
problems das Plateausche Problem der Bestimmung einer cinfach 
zusammenhangenden, d. h. als stetiges Bild der Krcisscheibc definicrten, 
Minimalflache zu gegebener Berandung F Idsen, Wir machen dabei noch 
ausdrucklich die Voraussetzung, daB unser Variationsproblem sinnvoll 
ist, d. h., daB zu der vorgeschriebenen Berandung Vektoren jr mit end- 
lichem Dirichletschen Integral existieren, was z. B. bci stuckweise glattem 
Rand F der Fall ist. 

2. Beweis der Variationsrelationen. Wir zeigen zunach.st: I’nter der 
Voraussetzung, daB das Variationsproblem durch einen Vektor j,;(n, nl 
geldst wird, miissen fiir diesen Vektor die eine Minimalflilohe churak- 
terisierenden Bedingungen (1) und (2) gelten. Dabei stiitzcn wir uns 
auf die elementare Tatsache (§ 1, Nr. 1), daB die Losung der Randwert- 
aufgabe der Potentialtheorie fiir einen Kreis gleichzeitig uuch das 
Dirichletsche Minimumproblem lost und die einzige Liisung die.ses 
Problemes ist. 

Aus dieser Tatsache folgt durch Anwendung auf jode cinzclnc Knm- 
ponente Xj, daB die Losung unseres Variationsproblems ein Potential- 
vektor i sein muB, d. h., daB die Gleichung (1) besteht. Die eigentlichc 
Schwierigkeit besteht in der Gewinnung der Bedingung (2). Zu dieseni 
Zwcck nutzen wir den Minimumcharakter des Potentialvektors jr aus, 
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indem wir im Einheitskreis B konzentrische Polarkoordinaten r, d ein- 
fuhren, iind den Minimalvektor d) durch einen anderen variierten 
Vektor i [r, '&) ersetzen, den wir folgendermaBen definieren 

mit 

tp — + sA{r, 1 ?). 

Dabei ist A (r, &) eine in einer Umgebnng von r == 0 identisch ver- 
schwindende, sonst willkiirliche Funktion mit stetigen ersten und 
zweiten Ableitungen im abgeschlossenen Einheitskreis, e ein kleiner 
Parameter. Da offenbar ^ die Zulassungsbedingungen unseres Variations- 
problems befriedigt, so gilt 

Nun konnen wir das Integral D(j) folgendermaBen ausdriicken, indem 
wir r und (p an Stelle von r und •d' als unabhangige Veranderlichc 
einflihren 

n[3]=y / + 1 1 U + rdr 

« () <1 
,1 ‘2.7. 

=/ /I ih + K,,)^ + -1 (1 

(I 0 
1 "In 

=/ J{lr+ lif^rdrdf 
0 0 

T In 

+ e//| 2 K, K + (-“I — S;) x}^rdrd(p 
0 0 
+ jK . 

Der erste Term auf der rechtcn Seite ist gleich d. Der Koeffizient R 
x'on bleibt, wie man leicht mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung 
erkennt, beschriinkt in f, da er wegender BeschrS.nktheit von 
unmittelbar mittels I) h] — d abgeschatzt werden kann. Daher erhalten 
wir wegcn durch den Grenzubergang e->() und 

1 2.7 

lim J + (tt — = 0 

0 0 

Oder, da der Be.standteil dieses Doppelintegrales, welcher von einem 
Randstreifen I r ■' 1 abhangt, mit 1 — t gleichmaBig in e gegen Null 
strebt und in dcm anderen Bestandteil der Grenzubergang e -+ 0 unter 
dem Integralzeichen vorgenommen werden darf, 

t mSt 

lim J — X?] Artjrrfrrfjll -= 0. 

(t (I ' 
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Diese Gleichung transformiert sich mit Hilfe der iiblichen Produkt- 
integration auf Grand der Giiltigkeit der Potentialgleichung J 5 = 0 
fiir das Innere in die Limesrelation fiir den Rand 


lim /a {r,d)rirUd'^ — Q, 

wobei t wieder durch r ersetzt ist. 

Nun gilt mit der oben in ( 4 ) eingefiihrten analytischen Funktion 
(p{w) — [E — G) — 2 iF, wie eine einfache Rechnung zeigt, die Beziehung 

( 9 ) 2r^,y = ^(w^(p{w)), 

wobei mit dem Symbol $5 der imaginare Anted bezeichnet wird. Es ist 
also, da auch w^q){w) eine analytische Funktion der komplexen Ver- 
anderlichen u -j- iv ist, der Ausdruck 


eine Potentialfunktion in B, welche mit willkurlichem in B -j- C zweimal 
stetig differenzierbarem A {r, -&) die Relation 


2.'T: 

(iO) lim f X {r, #) f {r, 'd)dd ~^0 

erfiillt. 

Da nun der Wert der Potentialfunktion 


<P) 

in irgendeinem festen inneren Punkt von B mit den Koordinaten q, 
<p eine lineare Kombination der Form (10) ist, so schliefien wir, daC 
p in B identisch verschwindet. Genauer: wir wahlen fiir A eine Funktion, 
welche in der Nachbarschaft von Q identisch verschwindet, und fiir r 
hinreichend nahe an 1 mit der normalen Ableitung der Greenschen 
Funktion fiir den konzentrischen Kreis und Q als Singularitat identisch 
ist, d. h. mit 

1 1 — . 

2 jf — 2 f (? cos (95 — #) ■ 

Dann wird aus der Gleichung (10) unmittelbar lim p{Q,<p) = 0 , d. h. es ist 

r“>-l 

5 (» 2 ^ (le;)) = p{u,v) ~0 identisch in B. 

Hieraus folgt, daB auch der reelle Teil der analytischen Funktion 
7i'^(p(w) konstant in B ist, und daher 

ier2y (le;) = c = konst. 

Oder 
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Da nun die analytische Funktion (p (m) im Punkt w = 0 regular ist, 
mu6 c == 0 Oder 

<p{m) = 0 

sein, womit der gewiinschte Beweis fur die Relation (4) geliefert ist. 

3 . ExistenzderLosungdesVariationsproblems. Esbleibtzubeweisen, 
da6 unser ursprungliches Variationsproblem eine L5sung j besitzt. 
Zur Konstruktion dieser Losung betrachten wir eine Minimalfolge h, 
jjj, . . . . von zulassigen Vektoren, d. h. eine Folge, fiir welche 

lim D [fy] = d 

v-^00 

gilt. Indem wir jeden dieser Vektoren durch einen Potentialvektor 
mit denselben Randwerten ersetzen, erhalten wir auf Grund des Dirichlet- 
schen Prinzips fiir einen Kreis erst recht eine Minimalfolge. 

Ferner machen wir die folgende Bemerkung: Das Dirichletsche Integral 
ist invariant gegen konforme Ahbildung. D. h., wird durch zwei Funk- 
tionen u — u («', v') und v = v («', v') der Bereich B konform auf einen 
Bereich B' abgebildet, so gilt fiir jeden Vektor j (m, v) = j' («', v') 

+ Sv) dudv = jj {icj + il?) du' dv' . 

B B' 

Dies folgt sofort zufolge der fiir Konformitat charakteristischen Rela- 
tionen — v„ , «'„ = — v'u- 

Nun kann man stets durch eine konforme — lineare — Transfor- 
mation des Einheitskreises in sich irgend drei Punkte auf der Peripherie 
in drei feste Punkte iiberfuhren. Da bei einer solchen Abbildung der 
Integralwert D (j) = D (5') erhalten bleibt, so diirfen wir also in unserem 
Variationsproblem, ohne die untere Grenze d zu andem, die Zusatz- 
bedingung stellen, daB drei vorgegebene Punkte auf C in drei vorgegebene 
Punkte auf F iibergehen. Nunmehr stellen wir eine solche Dreipunkte- 
bedingung, welche fiir die vorangehenden tlberlegungen unnotig war, 
und erbringen dann den Existenzbeweis, indem wir zeigen: Die Rand- 
teerie der Vektoren jc, Ulden eine Folge gleichgradig stetiger Funkiionen 
des Winkels #. 

Ist dies gezeigt, so kann man namlich nach Bd, I, Kap. 11 , § 2 
eine solche Teilfolge der Vektoren %, auswahlen, fur welche die Rand- 
werte gleichmSlBig gegen einen Grenzvektor konvergieren. Das Ent- 
sprechende gilt dann fiir die zugehdrigen Potentialvektoren (vgl. Kap. IV. 
§ 3), und somit wird als deren Grenzwert ein Potentialvektor e in B 
definiert, welcher die vorgeschriebene Randabbildung liefert. Da in 
jedem abgcschlossenen Teilgebiet von B auch die Ableitungen der ent- 
sprechenden Potentialvektoren %, gleichmaBig gegen die Ableitungen 
des Grenzvektors konvergieren, so folgt fiir diesen Vektor sofort 

D[E]--r.d 
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und, da j ein zulassiger Vektor, also wegen des Minimumcharakters, 
D[(p]^~d ist, die gewiinschte Beziehung 


Unser Beweis ist also zu Ende gefiihrt, sobald wir die gleicligradige 
Stetigkeit der Randwerte von gezeigt haben. Diese folgern wir aus 
folgeridem 
Lemma: 

Es sei 5 ein im V ariationsprohlem zugelassener Vektor, fiir welchen 

gilt, Es sei R em beliebiger Randpunkt des Einheiiskreises B. Dann gibi 
es zu jedem 8<i auf der Peripherie C des Einheiiskreises zwei Punkte A 
und B auf versohiedenen Seiten in derselben Entfernung q von R mit 

SO daB 




2M 7t 



gilt. Die Endpunkte A und B des R enthaltenden Bogens werdcn 
also durch den Vektor j auf zwei beliebig nahe gelegene Punkte auf 
!' abgebildet, wenn d hinreichend klein gewahlt wird. 

Aus dem Lemma ergibt sich die glcich- 
gradige Stetigkeit folgendermaCen : Ware die 
Folge der Vektoren am Rande ungleich- 
gradig stetig, so muBte es einen Randpunkt R 
und um ihn fiir unendlich vide v Intervalle 
geben, deren Endpunkte mit wachsen- 
den V gegen R streben und dutch die Vek- 
toren auf zwei solche Punkte P',„ Q, von i’ 
abgebildet werden, deren Abstand oberhalb 
einer positiven Schranke a liegt. Bei fest- 
gewahltem <5 und hinreichend groBem v liegen 
P, und innerhalb des Bogens ARB. Dann wurde also, wenn M eino 
Schranke von D[eJ bedeutet, dutch den Vektor dieser Bogen ARB 
auf einen Bogen von F abgebildet werden, dessen Endpunkte ndher als 




liegen, der abet einen Bogen mit einem Durchmesscr groBer als « als 
Teilbogen enthalt. 

Nun gehort zu jeder stetigen doppelpunktfreien Kurve F eine Gr66e 
r] (e), welche mit e gegen Null strebt, so daB irgend zwei Punkte P' 
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und Q’ auf i^mit einem Abstand kleiner als e einen Bogen von Tbegrenzen, 
fiir welchen je zwei Punkte einen Abstand nicht groBer als (£) besitzen. 
1st e hinreichend klein, so wird demnach der komplementare Bogen mit 
der Kurve F zusammenf alien, abgesehen von einem Reste mit einem 
Durchmesser nicht groBer als 1st b hinreichend klein gewahlt, so 
wird auch der obige Ausdruck E{d) und somit rj beliebig klein. Da das 
Bild des Bogens ARB bei der Abbildung durch den Vektor bei hin- 
reichend groBem v einen Bogen vom Durchmesser groBer als a enthalt, 
bedeckt es die Kurve F abgesehen von einem Bogen von einem Durch- 
messer nicht groBer als rj. Dies widerspricht, wenn 6 hinreichend klein 
gewahlt wird, der Dreipunktebedingung. 

Beweis des Lemmas. Es geniigt wegen der Stetigkeit von j in 
B + C offenbar das Lemma zu beweisen, wenn wir statt des Einheits- 
kreises einen konzentrischen Kreis setzen, dessen Radius beliebig nahe 
imterhalb 1 liegt^. Fuhren wir um den Randpunkt R Polarkoordinaten r 
und d' ein, so wird mit s 

M zZ ffi^dsdr. 

Fiir die nirgends negative Funktion 

wobei das Integral iiber denjenigen Bogen des Kieises mit dem Radius r 
um i? erstreckt wird, welcher im Inneren des betracliteten konzentri- 
schen Kreises liegt, haben wir also 

i 

f p{r) dr < M, 

0 

wobei I eine feste Zahl < 2 bedeutet. Wir behaupten, daB es im Intervall 
d<r< ]/dmit beliebigem (5 < 1 sicherliCheinen Wert r=j'ogibt, fiir welchen 



mit 

a = 2 M \ 
logy 

gilt. Es ware namlich sonst 

M ya 

Jp{r)dr>a J ^ dr = log a ■= M 

d d 

entgegen der Voraussetzung. 

* Ftir einen solchen konasentwschen Kreis kdnnen wir ohne weiteres das Gebiets- 
integral D [jt] in das soglaich m benntzende Doppelintegral anflSsen. 
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Nunraehr betrachten wir den Kreisbogen mit t — Tq und r^p (fo) = (T- 
Sind P und Q zwei Punkte auf diesem Kreisbogen, so folgt in un- 
mittelbar verstS.ndlicher Bezeichnung auf Grund der Schwarzschen 
Ungleichung 

I Q i2 


!5(-p)-E(0r= 


!/ Isds 


^7trQj>{r^)^na , 


und diese Beziehung enthait die Behauptung des Lemmas. 

Der Existenzbeweis fur die Losung des Plateauschen Problemes ist 
damit beendigt^. 
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